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前 言 


在 人 类 开始 跨 入 21 世纪 的 历史 时 期 ,人 们 已 普遍 地 看 到 
了 一 种 历史 现象 , 即 数 学 问题 的 多 样 性 与 元 学 应 用 的 广泛 性 
及 深入 性 ,已 经 成 为 现代 科技 发 展 的 重要 特征 。 可 以 预期 , 伴 
随 着 计算 视 笠 技 在 新 世纪 里 的 不 断 发 展 , 此 特征 今后 还 将 以 
更 高 的 水 平 显 示 出 来 。 

在 中 国 ,“ 科 学 技术 是 第 一 生产 力 "( 邓 小 平 名 言 ) 已 逐渐 
成 为 人 们 和 局 震 的 朴实 真理 。 国 家 富强 显然 要 以 第 一 生产 力 即 
科技 的 发 达 为 必要 和 条件。 但 是 ,如 果 没 有 近 、 现 代 发 展 起 来 的 
数学 各 分 支 学 科 作 工具 ,当然 也 就 不 会 有 现代 科技 。 因 此 * 国 
家 富强 必须 要 依靠 数学 发 达 ” 这 向 经 h 典 名 言 ( 拿 破 仑 
(Napoleon) 名 言 ), 自 然 也 是 一 条 不 客 置 疑 的 客观 真理 。 

基于 上 述 认 识 , 在 华中 理工 大 学 出 版 社 的 倡议 与 委托 下 ， 
我 们 通过 集体 协作 ,努力 编 莫 了 这 部 《现代 数学 手册 》 巨 著 , 其 
目的 正 是 怀 着 对 我 国 将 在 新 世纪 里 能 尽快 成 为 富强 国家 的 热 
切 希 望 ,而 和 欲 为 科技 界 提 供 一 份 力所能及 的 奉献 。 具 体 说 来 ， 
这 部 工具 性 巨著 了 服务 的 读者 (或 使 用 者 ) 对 象 ,包括 广大 科学 
工作 者 、 工 程 技 术 人 员 、 经 济 管 理工 作者 、 高 等 院 校 的 载 师 和 
学 生 等 。 

那么 ,作为 数学 工具 书 ,这 部 巨型 手册 要 求 具 备 哪 些 特点 
呢 ? 在 编写 过 程 中 ,出 版 社 负 责 人 和 我 们 达成 了 一 项 共识 , 即 
手册 应 具备 科学 性 、 先 进 性 、 实 用 性 、 规 范 性 与 简明 性 。200 余 
性 鬼 稿 人 与 寓 稿 人 (来 自 中 国 科 学 院 、 北 京 大 学 、 清 华 大 学 、 复 
旺 大 学 .南京 大 学 .浙江 大 学 、 北 京师 范 大 学 厦门 大 学 、 上 海 
交通 大 学 西安 交通 大 学 、 中 国 科 技 大 学 、 南开 大 学 、 武 汉 大 
学 、 华 中 理工 大 学 .大 连理 工大 学 .南京 航空 航天 大 学 、 陕 西 师 
范 大 学 等 40 多 所 高 控 与 研究 所 ) 按 照 这 些 特 点 和 要 求 体 出 了 
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艰辛 的 劳动 。 我 们 要 感谢 他 们 的 通力 合作 与 努力 ,使 本 手册 
基本 上 体现 了 上 述 所 希 缆 的 特点 或 特色 。 

为 了 读者 选 购 和 人 司 用 方 恒 ,本 手册 分 5 卷 出 版 ,分 别名 为 
“经 典 数学 卷 "“ 近 代数 学 卷 "“ 计 算 机 数学 着"、 随 机 数学 
邦和 "经 济 数 学 卷 "。 需 要 指出 的 是 ,各 个 分 支 ( 篇 目 ) 的 归属 
是 相对 的 ,这 里 考虑 了 各 分 着 篇 幅 大 小 的 平衡 问题 。 例 如 ， 
“蒙特 卡 罗 法 ”这 一 篇 也 可 归 入 “计算 机 数学 卷 "。 

我 们 要 感谢 诸 分 卷 主编 为 精心 组 稿 、 编 稿 、 审 稿 付 出 的 精 
力 和 时 间 。 特 别 要 对 中 国 科学 院 两 位 老 院 士 钱 伟 长 先生 与 吴 
文俊 先生 ,以 及 杨 叔 子 院 士 乐 愿 担任 本 手册 的 顾 况 而 致 以 诚 
韩 的 谢 忱 。 最 后 ,还 要 对 华中 理工 大 学 出 版 社 具有 远见 军 识 
的 负责 人 和 埋头 若干 的 编辑 人 员 与 我 们 在 本 手册 的 生产 全 过 
程 中 的 互相 配合 和 精诚 合作 , 深 表 谢 忱 。 
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1.1 二 元 线性 回归 ………… 
1,2 案 元 线性 回 妇 …… 和 0 
1.3 线性 同 归 的 矩 上 表述 


项 期 与 分 布 灌 后 模型 ee 
?2.1 适应 性 预期 模型 ………: 


2.2 合理 预期 …………… 
联 立 方程 模型 ……… 
3.1 结构 方程 … 

3.2 识别 问题 ……… 


3,4 模 氢 与 预测 …… 
定性 与 限 值 应 变量 ………… 


录 


4.2 概率 单位 5 对 数学 位 


4.3 裁 取 回 归 与 晰 尾 回归 


下 


4.4” 非 均衡 模型 ………… 
时 间 序 列 计 重 经 济 学 方法 … 
5.1 趋势 平稳 与 差分 平稳 
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5.2 单位 根 检验 ……………e 
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让 中 由本 了 卫 二 了 二 十 二 了 了 呈 中 中 中 中 啤 中 中 中 中 中 中 中 中 二 


引 襄 


计 竹 经 济 学 (econometries) 是 20 世纪 30 年代 江 始 发 展 起 来 的 一 门 实证 性 数量 
经 济 学 科 . 它 运用 数理 统计 和 统计 推断 的 方法 ,对 由 经 济 理论 指引 的 经 济 关 系 ( 式 ) 
进行 实测 和 经 济 研究 ,为 经 济 预 测 和 政策 的 制定 提供 依据 ， 

计量 经 济 学 可 大 致 分 为 理论 计量 经 济 学 和 应 用 计 呈 经 济 学 .前 者 主要 研究 适 
合 于 测算 计量 经 济 模型 所 设 定 的 经 济 关 系 式 的 统计 方法 及 其 性 质 { 如 广泛 使 用 的 
最 小 二 乘法 及 其 性 质 ); 后 者 则 考虑 如 何 运 用 前 者 去 研究 经 济 学 中 的 某 些 特殊 领 
域 ,如 生产 函数 ,消费 水 数 、 投 资 函数 或 货币 需求 遂 数 ,等 等 . 

计量 经 济 学 从 方法 和 步骤 上 可 划分 为 四 个 部 分 :模型 设 定 、 参 数 估 计 、 验 证 , 预 
测 和 控制 . 即 首 先 建立 某 一 经 济 理论 的 数学 模型 ,用 数学 是 言 特别 基 用 方程 式 表 达 
经 济 理论 ;其 次 通过 参数 居 计 把 方程 式 中 的 参数 值 填 人 ;然后 技 一 定 的 准则 验证 所 
依据 的 经 济 理论 是 否 可 以 接受 ,有 了 时 需要 将 模型 作 适 当 收 改 ,重新 估计 参数 ,再 验 
证 模型 ;最 后 ,利用 所 估算 的 模型 进 行 预 测 和 控制 . 

计量 经 济 学 方法 所 面 对 的 数据 主要 是 非 实 验 (nonexperimenial) 数 据 中 .这 一 特 
点 有 助 于 说 明 它 为 什么 不 仅 是 近代 经 济 学 ,金融 学 研究 中 不 可 缺少 的 技术 ,而 且 在 
社会 人 文 . 历 史 以 至 管理 工程 等 行为 科学 方面 都 有 广 记 的 应 用 . 


1 线性 回归 模型 


线性 模型 ” 它 是 最 简单 而 叉 最 常用 的 经 济 模型 或 经 济 关 系 式 , 经 济 模型 可 以 
是 线性 或 非 线 性 的 .“ 线 性 {一 次 )} "(linearity) 既 可 对 变量 而 言 ,也 可 对 参数 而 言 .在 
计量 经 济 学 中 ,作为 一 种 方便 易 行 的 方法 或 形式 而 采用 的 线性 模型 ,是 指 它 所 含 的 
每 个 方程 对 参数 而 言 都 是 线性 的 .例如 ,边际 成 本 方程 

Y=a+ 诺 + YX 
对 变量 (产量 )X 虽然 是 非 线性 的 ,但 对 参数 a,8 和 7 是 线性 的 ,所 以 被 认为 是 线 
性 的 .方程 
Y=0+yPX, 

对 变量 区 是 线性 的 而 对 参数 不 是 ,所 以 被 认为 是 非 线 性 的 . 相对 于 参数 而 言 的 
线性 模型 之 所 以 被 广泛 应 用 ,主要 因为 它 便于 对 参数 作 最 小 二 舌 (least squares) 估 
计 , 而 和 且 许 多 原来 不 是 线性 的 通 数 形式 ,经 过 一 定 的 变换 ,就 可 变 为 线性 .例如 柯 
布 -道格拉斯 (Cobb-Douglas) 生 产 菠 数 


全 ”由 于 现代 实验 经 济 学 的 发 展 ,这 各 话 具 有 相对 意义 ， 
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0 = AREP, 
其 中 上 ,上 分别 表示 资本 .劳力 投入 ,Q 表示 产 出 , 取 其 对 数 就 变 成 对 参数 e 和 来 
说 为 线性 函数 . 
在 现实 中 ,经 济 关 系 ( 式 ) 不 是 一 种 确切 的 关系 ,可 在 线性 关系 式 中 适当 加 入 
个 误差 ( 干 找 或 扰动 ) 项 4, 刀 
Y=at+Ai+u, (1-1) 
其 中 ,x 表示 在 考虑 了 和 XX 的 线性 关系 时 被 忽略 掉 的 许多 微小 因素 的 总 和 .由 于 方 
程 (1-1) 中 己 设 有 截 吧 项 a ,就 不 妨 考 虑 & 的 均值 或 数学 期 望 为 零 , 即 
E(w)=0. 
这 里 是 数学 期 望 符号 .于 是 ,a + BX 就 成 为 在 给 定 基 时 了 的 条 件 均 值 或 条 件数 
学 期 望 .因为 ,将 (1-1) 式 两 边 求 数学 期 望 ,得 
EC(YIXA)= El(e+ Bi+t+u)=at H+ E(u}, 
即 
EC AX) = 0 + BX. | (1-2) 
方程 人 -全 表示 了 对 于 的 回归 方程 .回归 的 目的 基 要 求 出 形 如 方程 (1-2) 的 条 件 期 
望 慎 .为 此 ,不 但 要 估计 其 中 的 参数 a 和 88, 而且, 为 了 知道 估计 的 好 坏 ,一般 还 到 
情 计 误差 & 的 方差 , 记 为 必 ， 
2 = Em), 
在 回 好 方程 中 ,作为 可 以 给 定 的 自 变量 光 , 又 通称 为 回归 元 ( regresasor) ,而 随 之 
而 变 的 应 变量 了 , 则 通称 为 回归 值 (regressand) .在 计 基 经 济 学 中 ,因应 用 自 的 的 不 
同 ,Y 和 苇 曾 被 赋予 种 种 不 同 的 名 称 , 恕 表 1-1 所 列举 ， 


圾 1-1 
本 
应 变量 【dependent variable) 自 变 时 fihdependent varniahle) 
被 解释 变量 (explained ¥) 解释 变量 Croplanaiory w) 
预 调 值 {predictand ) 预测 元 ( prodictor) 
避 归 值 regressamd ) 河 归 元 (regreseor) 
内 和 牛 变量 【endogenous v) 外 生 蛮 项 (exopenous v) 
响应 值 {response) 再 激 量 (simali) 
日 标 值 《target)]) 控制 变量 【contmol #) 
《政策 变 芋 ) Cpolicy *) 
1.1 二 元 线性 回归 
含 大 个 自 变量 的 线性 回归 方程 可 写 为 
Y=PB+tpB 人 + + + uu. 《1-3) 


当天 =2 时 为 一 元 线性 回归 方程 ;当天 > 2 时 为 多 元 线性 回归 方程 .为 了 估计 方程 中 


1 线性 回归 模型 ‘5. 


的 参数 8, 须 对 了 Y 和 诸 XX 进 行 a(n > 上 次 观测 .观测 数据 可 分 模 截 而 和 时 间 序 列 
两 种 情形 . 当 数 据 来 自 横 截面 时 , 常 记 观测 结果 为 
=B+tiRt +t Bit, t=1.2,."",n. 
而 当 数 据 来 自 时 间 数 列 时 , 则 记 为 
Y=B tb +t AXyt tn 
自然 ,mi 或 是 不 可 观测 的 . 当 舍 久 明显 或 无 须 区 分 模 截 面 或 时 间 序 列 时 ,可 略 去 
下 标 或 上 而 直接 写 为 (1-3) 式 . 
1.1.1 乾 小 二 冬 法 与 经 典 假设 


最小 二 委 法 ”是 计量 经 济 学 中 最 基本 和 最 常用 的 参数 估计 方法 . 以 二 元 线性 


回归 方程 
=a+fitt, i=1,2,.*,n 


为 例 . 现 要 作出 估计 : 
六. 二 好 十 par. 
其 中 ,a,# 分 别 是 a,P 的 估计 和 值 .最 小 二 固 法 要 求 估计 从 a, 上 & 使 得 对 的 估计 许 


差 平方 和 >) 从 - 1)? 最 小 . 令 o = 多 - ,代表 最 小 二 乘 ( 回 归 ) 残 差 ( 或 和 
余 ), 则 要 求 
So = min DY (e+ BX) 
对 a,6 求 偏 导数 并 令 其 为 堆 , 得 所 谓 正 规 方程 {nomual equations) 
2 = 2 -a- bX)=0 (Be = 0; 


2 ~ 
92 = 2X -a 6h) = 0 {Xe = 0. 


以 必 
记 
=， = Dn 
w= -YY, F = > An 
解 正规 方程 得 
b = Se a = 了 -bX, 
这 就 是 8 和 a 的 最 小 二 飞 (1LS) 司 计 . 


平方 和 分 解 它 是 对 线性 回归 实行 量 水 二 乘法 后 的 -一 种 直观 分 析 . 容易 推出 
ZY - Y)= 2 一 了 了 壮 + > 一 化)， 
记 和 作 
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TSS 三 ESS 4 RS 
(总 平方 和 ) (解释 平方 和 ) {剩余 平方 和 ) 
从 而 把 了 的 总 平方 和 分 解 为 由 XX 解释 了 的 解 惨 平方 和 以 及 XX 未 能 解释 的 剩余 ( 残 
差 半分， 


2 ES _ 和 (7.-7) 
™ SE- FY 
(或 r 各 ) 表 示 总 平方 和 TSS 中 由 丰 解 释 了 或 者 说 由 回归 解释 了 的 部 分 ,最 小 二 乘 
法 将 使 这 个 部 分 达到 最 大 .r = + 咕 称 为 相关 系数 .* 取 与 4 相同 的 符 导 ， 


经 典 假设 er 的 期 望 值 为 零 ,方差 为 dz( 不 因 让 而 异 )， 四; 和 ww(i 关 门 不 相关 ， 
且 ww 与 和 无 天 , 邮 
0 全 天 用， 


E(w) = 0， E(uw) - 人 Ob mh) 0 (10 


其 中 ,是 数学 期 望 符号 ,cov 是 协 方差 符号 .可 得 到 (或 喧 ) 的 最 小 二 乘 估计 
2 


了 + = 全 (1-5) 
还 可 以 证 明 这 个 估计 是 无 偏 的 , 即 E(6 2) = 0? 
上 述 关于 误差 项 u 的 假定 常 被 喻 为 经 典 假设 . 
高 斯 -马尔 可 夫 定 理 在 u 满足 经 典 假设 的 条 件 下 ,参数 (a ,名 的 最 小 二 乘 估 
计 (e ,号 为 量 优 线性 无 偏 估计 (best linear unbiased estimate, 简 记 BLUE) ,最 优 是 指 个 
计量 的 抽样 方差 达到 最 小 ,线性 是 对 F 而 言 , 无 偏 是 指 估计 趟 的 期 望 值 等 于 被 估 


参数 ,而且 他. = e+ 由 也 是 的 最 优 线 性 无 眉 估 计 . 

1.1.2 正 态 性 假设 与 了 统计 量 

在 上 述 关 于 最 小 二 乘法 的 经 典 假 设 !1-4) 式 的 基础 上 , 现 再 仍 定 上 服从 正 恋 
分 布 

wd N{D,o), 
其 中 六 (0,a) 表 示 均 值 为 雷 ,方差 为 oz 的 正 态 分 布 ,iLi,d. 表 示 独 立 同 分 布 , 即 每 
次 观测 误差 w 都 是 独立 的 并 有 相同 的 正 态 概率 分 布 .这 样 , 将 最 小 二 坏人 居 计 占 标 
玲 化 为 了 ,就 得 到 
Z= 0b. NC0,1), 


即 标准 化 的 5 服从 标准 正 态 分 布 ,其 中 m 表示 上 的 标准 误 ( 差 ). 可 以 证 明志 
QD 在 上 的 经 典 根 设 下 ,这 个 方差 是 在 有 的 线性 无 偏 估计 中 最 小 的 ;如 再 加 上 “上 的 英 态 
性 假设 , 则 是 所 有 无 篇 估计 中 的 最 小 方差， 


1 线 牲 回归 模型 ， 了， 


of = < 一 . 

之 好 

当 字 未 知 而 代 以 它 的 最 小 二 矢 无 偏 估计 六 2( 见 (1-5) 式 ) 时 ,了 变量 就 变 为 服从 自 
由 度 为 (n -分 的 :分 布 ， 


_b-p 
上 二 一 上 


Tp 


2 
其 中 人 ?= 2 二 ` 这 样 ,可 通过 + 分布 对 有 钱 统 计 推断 
相仿 ,可 以 证 明 a 的 方差 


2 
在 nm 一 n> 1 
车 o? 未 知 , 则 代 之 以 z 2, 并 记 
~ 0 
gi = . 
n> 1 
同样 可 得 
t= 
= 2 


on 


从 而 又 可 通过 上 分 布 对 o 做 统计 推断 . 
例 1 现代 投资 分 析 中 所 谓 特 征 线 {fecharacteristic line) 就 是 来 自如 下 模型 的 一 

条 回归 线 ， 

m= Brmt+ i 
其 中 ， 总 = 证 养 ， 在 时 刻 上 的 回报 率 ; 

rm = 市场 证 养 组 合 在 时 刻 : 的 回报 率 ; 

2 = 随机 扰动 项 . 
模型 中 的 fp., 称 为 证 券 i 的 8B 系数 ,代表 一 种 证 养 的 市 场 { 或 系统 ) 风 险 . 现 根据 
1956 ~ 1976 年 的 240 个 月 回报 率 算 出 相对 于 某 研究 机 构 所 开发 的 市 场 证 券 指数 的 
某 公 司 股 票 特征 线 ; 

r=0.7264 + 1.0598r,, =0.4710, 


和 =0.3001， oa, =0.07%8, /=240- 2=238. 


其 中 /为 1 分布 的 自由 度 .由 金融 理论 知 , 当 记 系数 大 于 1 时, 证券 i 周 于 进攻 型 ; 
当 截 距 a 0 时 ,证 券 i 不 是 均 窗 定价 的 ,因此 检验 如 下 假设 是 有 明确 的 经 济 意 义 
的 ; 

(1 局: 放生 1 ,天 :有 >1 ( 单 边 假设 ); 

{2) ha =0, Hi:a0 (双边 假设 ). 
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在 假设 品 属 真 的 情况 下 ,可 算出 : 


对 oo, 有 
全 一 上 07o604-0 
t= = 0 3007 =2.4213; 
Ts 
对 让 有 
上 0598-1 
和 = 0.0728 三 站. 82 


因为 自由 度 238 很 大 ,+ 分 布 无 异 于 正 态 分 布 , 查 表 知 a 显著 异 于 零 而 拒绝 所 :a; 
=0; 但 5 并 不 显著 大 于 1, 因 此 接受 :B81. 

本 例 通过 显著 性 的 计算 判断 了 所 得 数值 结果 的 统计 意义 . 除 此 之 外 ,在 计量 经 
济 中 ,还 要 讲求 这 些 数值 结果 的 经 济 意义 .比如 说 ,喜欢 崩 更 多 风险 的 人 会 乐意 于 
> 1 的 股票 买卖 .因为 每 当 市 场 回报 率 增 加 时 ,他 得 到 的 回报 率 将 增加 更 名. 当 
然 , 当 市 场 回 报 率 减 少时 他 的 回报 率 也 将 减少 更 名 , 同 理 ,比较 保守 的 人 就 愿意 购 
买 BB.< 1 的 股票 .另外 ,根据 资本 性 资产 定价 模型 (CAPMD) 床 理 ,证 券 i 的 平均 回 拱 
正比 于 风险 所 ,理应 a,=0. 当 a;>0 时 ,表示 回报 高 于 此 比 剑 ,由 此 推 知 证 关 ;的 市 
场 定 价 过 低 ; 反 之 ,a; <0 时 表示 定价 过 商 . 因 此 ,所 作 报 设 Hi:a =0 和 而 :B, 专 1 是 
有 明确 的 经 济 意义 的 .在 计生 经 济 中 ,检验 所 估算 的 模型 的 统计 显著 性 固然 重要 ， 
待 检验 的 假设 本 身 的 经 济 含 交 {economic significance) 也 同样 重要 


1.1.3 参数 估计 的 最 大 己 然 法 
对 回归 模型 = e+ 名 ,+ 二 =1,2 ,aa 来 说 ,假定 
wd NO, a?) ， 
就 是 假定 
了 CE se 
记 正 态 密度 函数 为 &, 则 有 
t { 1 (ta 
一 


=P 一 六 了 


由 于 次 观测 的 独立 性 ,Fi=1,2,…,) 的 联合 密度 阴 数 为 
PT, Ya, = YD) POY RT) 
1 1 tT -a- Aa) 
一 A 和 一 a | 
在 此 密度 函数 中 ,:,a, 有 及 呈 被 看 作 已 知 , 故 上 式 可 写 为 
人 
车皮 过 来 把 了 ,… ,六 看 作 已 知 或 给 定 , 而 wa, 有 及 于 裕 看 作 未 知 , 则 站 称 为 w， 
及 of 的 似 然 函数 (ikelihood fnction) , 且 记 为 
二 YX 
2 a ' 


2Jvv yj- — 1 
Liao | 区) ol 局 


1 线性 回归 模型 "9. 
或 取 其 对 数 
Inz = - 六 lnc? - 了 In(2r) — 2 — a -ALY. 


参数 a ,8B 及 oa 的 最 大 似 然 估计 法 (method of maximum likelihood) 就 是 要 解决 当 工 ， 
i= 12, 5) 给 定时 ,ap 天 取 何 乔 能 使 供 然 函数 (或 其 对 数 InL) 达 到 最 太 的 
问题 . 
容易 看 出 , 窜 使 L{ 或 InL) 最 大 , 须 使 
DY -a - PE)? 
最 小 .可 匈 x, 有 的 最 天 代 拓 人们 计 训 于 它 的 最 人 - 乘 (15) 估 计 . 


是 的 ML 估计 了 ,有 


加 
2 
i 


宁 、 


此 
(这 里 的 他 即 本 简 1.1.1 节 中 的 e = 信 - 了 ,代表 IS 回归 王 着 ) 它 不 等 于 1S 估 计 字 2; 
人 之 
和 
因此 ,ML 估计 了 ?是 有 妨 误 的 .但 随 着 & 的 增 大 ,了 ?将 十 渐 近 无 偏 的 . 
理论 上 好 .估计 有 许 儿 优良 的 太 样 本 性 质 ,如 新 近 有 有效 性 、 半 这 正太 性 ,一致 
性 .不 变性 等 . 
1.1.4 时 序 相关 性 
在 误差 的 经 典 仍 设 (1.4) 式 中 , 殴 假 定 
Bo- 他 
即 误 差 是 同方 差 的 且 无 序列 相关 . 热 而 ,在 现实 中 , 许 儿 经 济 关 系 式 中 的 误差 或 者 
呈 蜡 方差 性 ,或 者 有 序列 相关 性 . 
而 序 相 关 ( 自 相 美 }serial correlation( auto-correlation}】 它 是 措 一 个 变量 的 现在 
值 和 它 的 过 去 值 的 相关 ,在 平稳 时 间 序 列 的 分 析 中 ,应 着 重 考虑 的 不 是 经 济 变量 本 
身 询 自 相 关 , 而 蚌 误 差 项 的 自 相 关 . 出 现 误差 自 相 关 有 以 下 多 种 原因 :; 
C1) 经 济 行 为 中 的 因 裙 守旧 习惯 ,如 消费 习惯 . 
(2) 模型 的 设 定 误差 ,如 在 需求 逊 数 中 ,忽略 蔡 代 品 价格 ;在 边际 成 本 函数 中 怎 
上 暗 产 量 的 二 次 效应 ;在 供 瘦 钞 数 中 和 把 略 宪 期 江 后 现 浓 ,等 等 . 
{3} 数据 修 义 后 呈现 规则 性 ， 
(4) 在 横 截面 中 相 邻 单位 的 仿效 作用 、 训 类 现象 ,等 等 . 
误差 序列 和 它 的 江 后 序列 的 相关 关系 , 称 自 相关 或 序列 相关 {不 排除 有 序号 的 
机 截面 数据 也 会 有 序列 {序号 } 相 关 ) ,其 一 般 模 型 为 
Y=a+ARtw, €=1,2,°°° 


对 工夫 9， 
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Cowf Hh) = E(t ) FO. 
协 方差 不 为 零 表 明了 误差 & 的 时 序 相 关 ， 
常用 的 一 眉目 相关 模型 为 
= 二 
Hs = OU E, 
(1-:6) 
0 3 
8g(e] =0 Eleg,)= | a 
其 中 ,(1:6) 式 表明 ws 性 从 一 阶 自 回归 过 程 ( 即 上 为 一 阶 自 回归 序列 ). 可 以 求 出 ， 
对 一 切 1， 


1p1<1. 


Et)}=0, 
2 

E(w) = 7s, (1-7) 
2 

El .,) 三 og, 


因 因而 
_ Et Te 1) 
0 

为 上 与 邮 _ 之 间 的 相关 系数 .(1-7) 式 给 出 过 程 的 自 相关 画 数 mr 为 E(w,)/o2， 
其 图 形 称 次 相关 图 (correlogram). 

息 略 自 相 关 而 用 普通 最 小 二 乘 (0LS) 法 作 回归 居 计时 ,往往 严重 地 下 曲 了 回 
归 系 数 让 的 真 像 .8 的 普通 最 小 二 乘 估 计量 , 记 为 kms, 会 有 很 大 的 波动 ,而 且 按 普 
通 最 小 二 乘法 计算 的 hos 的 抽样 方差 var( 5ous) ,当下 有 正 的 序列 相关 且 p > 人 时 ， 
可 能 大 大 地 低估 了 它 的 真 值 .但 是 ,仍然 可 以 证 明 , 估 计量 bors 是 无 仿 的 . 

德 宾 - 沃 森 (D- 允 ) 检 验 是 最 常用 以 检验 一 阶 外 相关 的 方法 ,所 用 的 检验 统计 是 
称 4 统计 量 ,其 定义 为 


其 中 4 是 最 小 二 秉 回归 误差 ( 残 差 ). 容易 推 知 ， 


4 后 j -20- 人 2 (1-8) 


其 中 Pp 代表 一 阶 自 相关 模型 中 的 相关 系数 p 的 估计 值 .由 于 1p1<1, 知 4d 国 绕 2 而 


波动 ,其 波动 范围 从 零 到 4. 当 且 仅 当 >0 时 ,d <2; 当 且 仅 当 P<0 时 ,d>2. 

因 4 的 抽样 分 布依 赖 于 数据 的 结构 , 故 德 宾 - 沃 森 只 能 建立 dd 的 相对 于 茶 
个 显著 水 平 的 上 界 了 和 下 界 丰 . 先 考虑 4 <2 的 一 桐 ,. 对 应 于 一 定 的 显著 水 平 (5 名 
或 名) ,可 查 表 (D-W 统计 量 4 检验 表 ) 得 到 di 和 


1 强 性 回归 权 型 11 ， 


车 di< 由 , 则 认为 有 正 的 自 相关 ; 
车 d > 册 ; 则 认为 无 自 相关 ; 
车 di 志 d 专 dv; 则 不 作 结 论 ， 
至 于 负 相 关 , 则 取 对 称 于 2 的 男 一 笛 , 即 4>2 的 一 侧 : 
若 4- 下 <d<4, 则 认为 有 负 的 自 相 关 ; 
若 d<4- 西 , 刚 认为 无 自 相关 ; 
若 4- 古 笠 ds<4- 上 出 ; 则 不 作 结 论 . 


参看 下 面 的 4 检验 示意 图 1-1. 
正 自 无 无 钢 旧 
相关 结论 无 和 相关 结论 机关 
必 d do 2 ,| 


图 1-1 dd 检验 示意 图 

机 和 du 的 确定 仅 与 观测 次 数 了 ,解释 变量 的 个 数 上 上 以 及 显著 水 平 有 关 , 注意 ， 
d 检验 表 的 计算 假定 了 回归 方程 含有 截 距 项 并 且 是 非 随机 的 ,因此 , 当 滞后 的 内 
生变 量 作 为 解释 变量 出 现时 , d 检验 表 便 不 适用 了 . 

由 于 时 序 相关 对 回归 居 计 有 较 严 重 的 影响 ,现在 在 回归 估算 程序 中 ,除了 计算 
辐 归 系数 的 抽样 方差 (或 标准 误 ) 和 回归 方程 的 相关 系数 外 ,通常 都 伴随 有 D-W 统 
计量 d 的 计算 结果 . 

为 了 解决 在 一 阶 自 相关 情形 下 的 回归 估计 问题 ,可 采用 广义 最 小 二 很 法 ,设法 
通过 变量 转换 ,把 不 满足 经 典 假设 的 误差 项 变 为 能 满足 的 情形 ,然后 实行 普通 最 小 
二 乘法 .其 步骤 如 下 : 

把 一 阶 自 回归 模型 中 的 回归 方程 淆 后 一 期 , 乘 以 (1-6) 式 中 的 相关 系数 p, 然 
后 ,从 原 回 归 方 程 中 减 去 , 即 

Y= a+ a+ w, 
Y= a + Pht+ hl 
CF oF) = oll — p) + POE - ph + &. (1-9) 


了 ”= 人 {1-10) 
其 中 ， 
7 ph X= a =atl-n), BB =Ah. 
Y* 和 XX* 就 是 7 和 五 的 转换 变量 .由 于 e 满足 经 典 假 设 , 故 适合 于 用 QS 法 估计 
(1-10) 中 的 参数 a” 和 8" ,然后 通过 转换 关系 
x"=all-p) 和 有 = 日 
解 出 a 和 和 有. 当然 ,问题 还 在 于 霞 样 求解 o. 
求解 p 的 方法 ,一 种 方法 是 利用 (1-8) 式 中 的 估计 值 6 另 一 种 方法 是 采用 柯 
克 伦 - 奥 克 特 (Cochrane -Oreutt)} 迁 代 法 ,把 (1-9) 式 写成 另 一 形式 , 即 
(Ya-pBi)}=po(T -ae- A +e. (1-11) 


: 12 ， 第 1 短 计量 经 济 


给 定 一 个 o 值 , 便 可 从 (1-9) 式 得 到 a,8 的 LS 估计 , 且 记 为 a 有 将 a ,代入 (1- 
11) 式 后 ,又 可 利用 {1:11) 式 得 到 p 的 IS 估计 , 且 记 为 2. 表 和 将 bp 代 人 (1-9) 式 又 可 


得 < ,8 的 第 二 次 1S 估计 , 且 记 为 已 人 再 代 人 (1L10 式 以 估计 p. 如 此 反复 造 代 , 直 
至 相继 两 次 估计 值 的 差异 落 在 设 定 的 范围 内 .一 般 只 要 选 代 3 次 至 4 次 便 足够 好 . 

关于 (一 阶 ) 自 相关 模型 的 估计 问题 还 有 许多 方法 以 及 伴 精 而 来 的 一 些 困扰 问 
题 ,如 是 否 漏 掉 某 些 自 变 量 ,等 等 ,这 里 就 不 一 一 叙述 了 . 


1.1.5 并 方差 性 


回归 模型 中 ,误差 项 的 皇 方 善 性 是 回归 估计 所 面临 的 另 -重要 问题 . 异 方差 性 
(heteroscedasticity) 是 指 在 样本 的 第 次 观测 中 误差 点 的 方差 中 随 i 而 异 ,结合 回归 
模型 可 表示 为 

天 = 亲本 
E(u)}=0, E(ui)=0i, E(wa)=0, ixj. 

异 方 凑 性 E(w3) = a? 是 相对 于 同方 问 性 (homoscedssticity) E(w?) = o? 而 言 的 . 
异 方 差 性 的 经 济 现象 是 很 多 的 .例如 ,一 个 家 庭 的 收入 起 多 , 它 的 储蓄 波动 就 越 
大 ,参看 图 1-2 和 图 1-3. 一 个 企业 的 规模 越 大 ,工人 所 得 报酬 可 能 越 大 ,但 报酬 的 
波动 也 越 大 .在 一 个 学 习 的 回归 模型 中 ,将 会 发 现 学 避 的 时 间 越 长 ,出 现 差 错 的 方 
差 越 小 .一般 地 说 ,在 模 截面 回归 模型 中 比 在 时 间 序 列 模型 中 异 方 差 性 的 问题 更 为 
普遍 . 


所 请 蒿 ， 


概率 密度 [u) 
| 
概率 密度 (o) 


时 收入 ) 


图 -2 同方 差 性 图 1-3 异 方 差 性 

当 异 方差 出 现时 ,普通 最 小 二 乘法 虽然 仍 给 出 线性 无 俩 估计 ,但 这 个 估计 特 不 

是 最 小 方差 的 .可 以 利用 加 权 或 广内 最 小 二 乘法 ,以 期 得 到 接近 于 最 优 的 线性 无 偏 
估计 .假定 知道 oz, 站 = 1,2,… ,#4. 将 第 i 次 观测 的 回归 方程 通 除 以 a;, 有 


Y, Ee 括 二 

了 = 本 

将 u 转换 为 m7o;, 后 者 自然 是 同方 差 的 ,其 方差 为 1, 从 而 1S 估计 是 BLUE. 当然 ， 
这 里 又 有 一 个 问题 是 :怎样 知道 或 怎样 估计 m? 在 实践 中 ,往往 考虑 m 同 (或 
mi) 的 某 个 圭 函 数 有 比例 关系 而 用 该 窜 函 数 去 代替 mi ,或 者 刊 用 时 间 序 列 回 归 提 供 


的 残 差 去 估计 5s. 
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在 有 异 方 效 情形 下 ,回归 系数 8 的 普通 最 小 二 乘 估 计 且 ws 的 方差 将 不 是 


2 er: 2 Lo ™ Ea 
Ti 是 A .车 取 var(Bos) = 02/ >) 对 , 则 房 ws 既 可 能 篇 大 ,也 可 能 全 


小 ,要 者 半 和 oa, 之 间 有 怎样 的 相关 关系 .但 可 以 证 明 , 对 有 的 广 六 最 小 二 入 估计 
Bcis; 必 有 


var( Bors) < var( ots). 


使 用 var( os) 进行 统计 推断 ,所 造成 后 果 的 严重 性 ,要 看 异 方差 程度 的 大 小 而 定 . 
对 于 横 截 面 回归 , 常 有 必要 检验 每 一 具体 应 用 中 的 借方 差 性 问题 .有 关 文 献 中 提供 
了 许多 检验 方法 ,然而 没有 哪 一 种 方法 能 被 推荐 为 较 有 通用 价值 的 标准 方法 .所 有 


方法 的 基本 思想 都 是 通过 对 原 回 归 方程 的 0LS 估计 ,看 其 18 残 鞠 平 方 由 或 绝对 


值 jx;1 是 否 与 某 一 或 某 些 变量 (特别 是 原 回归 方程 中 的 区 自 变量 ) 有 某 种 明 旺 的 相 
关 . 有 时 为 了 能 较 彻 底 地 检验 异 方差 性 是 否 显 车 ,变通 过 多 种 检验 作出 判断 . 


1.1.6 自 回 娄 条 忻 凡 方差 性 


自 回 归 条 人 忻 异 方差 性 { auto regressive conditional heteroscedasticity 简 记 为 ARCH) 
的 发 现 ,是 近 找 金融 统计 研究 的 一 个 重要 成 果 .表明 在 时 间 序 列 的 分 析 中 ,不 仅 要 
考虑 序列 (特别 是 误差 序 烈 ) 率 鼻 的 自 相 关 , 还 可 考 塌 其 平方 的 自 棚 区 .例如 人 们 发 
现 股 票 价 格 变化 的 一 个 明显 特点 ,往往 是 大 (小 } 的 波动 尾随 着 大 (小 ) 的 波动 . 因 
此 ,租价 的 方差 不 反 随 前 时 刻 的 波动 情况 而 异 ,也 就 是 在 时 间 上 有 条 件 异 方差 性 ， 
而 且 在 时 序 上 还 呈现 正 的 ( 自 ) 相 关 . 这 样 的 一 些 实际 同 题 引 发 了 对 ARCH 模型 的 
大 量 研究 及 其 在 金融 市 场 上 的 广泛 应 用 . 异 方 差 社 的 分 析 和 应 用 并 不 限于 模 裁 面 
回归， 

ARCH 的 一 个 简单 表述 方法 是 通过 以 下 的 一 个 误差 模型 来 表示 : 

站 oa (A055 O00 A < 1), (1-12) 
其 中 ,| ~ NO0,1) ,Eleg) = 人 0, 当 15 Ee) = 人 0, 当 1!1> 5s., 这 时 ,将 能 怪 出 以 的 
无 答 件 方差 
var(w» = EC we) = Elei) ECAo+ ALut.) 
= Mo+ ALECut 1) = Ao+ AAo + ALEC m2) 


A 
= ho(l+ ALtAT+) =- 一 人 


i 
为 一 常数 .然而 ,对 给 定 的 上 -is 的 条 忻 方 差 却 是 
watf wm [a1) = Eteitw tl) ECAG+ A ui ET 
= Ap+ 让 ] 2 1s 
这 一 -条 件 方差 随 前 一 时 刻 的 波动 ?2_| 而 变化 , 当然 ,还 可 以 在 模型 (1-12) 的 右边 引 
入 更 名 的 灌 后 项 .在 应 用 中 ,误差 m 往往 联系 着 一 个 回归 消 数 ,比如 ， 
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Y=at+dh+t+w, fsl,,n, 

& 是 对 让 的 回归 方程 中 的 误差 项 . 

在 有 ARCH 型 异 方差 性 捕 形 下 ,由 于 回归 揭 误 差 项 毕竟 是 无 条 件 同 方差 性 的 ， 
而 且 不 难看 出 它 又 是 没有 自 相 关 的 {但 不 能 说 是 独立 的 ) ,内 此 最 小 二 条 回归 居 计 
仍然 是 BLUE. 但 如 考虑 非 线 性 的 最 大 和 候 樵 司 计 , 则 可 以 获得 更 好 的 悄 计 .为 此 ,可 
用 (ao+ 41 梭 1) 中 通 除 回归 方程 ,得 

APPE PT 二 AT 

以 销 阶 误差 项 的 条 件 异 广 凑 性 并 使 其 独立 .为 了 得 到 = ,pn0 有 和 和 2 的 似 然 冰 数 , 通 
过 变量 民 模 得 
de, 


daY Le = (A0+ Je 


所 天 ) = 


下 
haf = 方 2jlnGao + AT 1) + Inflers Er" Er) 
于 是 得 到 所 求 对 数 似 然 函 数 (注意 var{ 6,) = 由): 


lInL = - pL + ACEI-a- 有 一 
于 1 站 (7 -ea -六 
2 nt2m -7 > + AFI a- nt 
可 见 邮 , 估 计 是 非 线 人 性 的 . 
1.2 多 元 线性 回归 


1.2.1 多 元 线性 回归 与 最 小 二 乘法 
类 似 于 二 元 线性 回归 ,对 多 元 线性 回归 模型 
Y=P+BARt +tBAst wm: i=1,",n 
中 的 参数 8, 作 晤 小 二 乘 (LS) 千 计 , 是 指 求 有 使 得 
= min > ¥ (8, + BY 十 “十 PiXa)), 


全 ,可 内 一 组 对 所 ;为 线性 的 所 谓 正 规 方程 
9 ， 
3 0, j= lk (1- 13) 
中 解 出 ,从 而 得 到 样本 回归 方程 
fF = P+ PY, t+ 
同样 ,可 将 上 , 的 总 平方 和 (TSS) 分 解 为 由 下 或 由 回归 解释 的 解释 平方 和 (ESS) 及 
剩余 平方 和 { RSS)， 
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Ah -F)? = (FF, - FR+ Zr- 人 六 )>， 


TS ESS RSS 
并 类 似 地 定义 名 元 回归 的 判定 系数 并 为 
R?2 = a, 


称 为 Y 对 全 部 计 ,i=2,3,… ,的 复 相 关系 数 .显然 ,| RI<1. 由 于 自 变量 不 止 一 
个 ,7 与 X 的 关系 是正 是 负 不 明 , 故 通常 计算 中 ， 


在 wu 满足 经 典 鼻 设 的 条 件 下 ,1S 估计 有 仍然 是 BLUE. 

为 了 保证 正规 方程 组 对 B 有 唯一 解 , 要 求 诸 看 ,= 1,2,… 尖 无 共 线性 , 即 不 
在 在 一 组 非 零 的 A 和 ,使 得 

用 1 十 并 党 十 "十 A = 洋 ， 
其 中 X=1. 也 就 是 说 , 诸 天 是 线性 无 关 的 .反之 ,所 就 是 线性 相关 的 .在 线性 相关 
的 情形 下 , 任 一 可 以 表示 为 其 余 的 线性 组 合 .例如 
此 3 = -信守 加 

这 表明 总 与 其 他 苇 (z#2) 有 完全 的 线性 相关 ,其 相关 系数 为 1. 实际 上 ,至 少 是 由 
于 观测 上 的 误差 ,不 会 出 现 上 述 情 形 . 真实 的 问题 却 是 存 企 有 一 组 非 0 的 41,4;， 
,机 :使 得 

! 六 | 性 1 二 入 2 三 2 十 十 入 = 人 0 【1. 14) 
这 个 接近 于 零 的 等 式 表明 某 悟 与 其 余 先 (iz 站 有 高 度 相 关 , 甸 重 共 线性 (multi- 
collinearity) 指 的 就 是 由 {1-14)? 式 引起 的 估计 问题 .无 碍 于 -- 般 性 ,假定 上 =3, 由 最 小 
二 条 法 (如 由 正规 方程 (1-13)), 有 


全 - (Pri) ( 23) - (Yea) (xa) 
> (人 > > 一 (Dr 六 
2 


人 o 
vartP2) = Ss 


加 《 >， 人 
其 中 rw 表示 读 与 庆 的 相关 系数 ,如果 二 = CS CS =1, 则 8, 无 解 . 击 


县 , 当 P-1 时 ,war( 有 外) 一 o , 即 记 作为 房 的 居 计 是 非常 不 可 靠 的 ， 
在 二 元 回归 方程 了 Y=a+ 让 + ww 中 , 称 为 回归 系数 ;在 多 元 回归 
了 = 让 + 记 E + B+ 和 (1-15} 
中 , 称 记 ,i =2,3,…, 上 ,为 偏 回归 系数 .虽然 当 上 =2 时 ,所 无 异 于 二 元 回 妇 中 的 回 
归 系 数 ,但 除非 如 与 其 余 的 五 ,i = 3,4,… ,上 不 相关 ,作为 二 元 回归 (上 =2) 来 逢 
计 尼 和 作为 多元 癌 归 (上 > 2 来 估计 房 , 估 计 的 结果 是 不 -- 样 的 . 


1.2.2 偏 辐 归 系数 与 偏 相 关系 教 
下 面 解释 偏 回 归 系 数 的 售 叉 如 何不 同 于 上 =2 时 的 回归 系数 .为 了 使 于 解释 ， 
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下 面 把 二 元 同 归 方 程 写成 
Y= B+ BoA2t+ 4. (1-16) 
在 多 元 同 归 方 程 (1-14) 中 , 偏 回归 系数 启 的 合 义 是 ,在 保持 ;高 ，,… ,大 不 
变 的 条 侍 下 , 关 每 变化 1 单位 ,平均 而 言 了 将 变化 记 单 位 ,或 者 说 条 性 (数学 ) 期 
望 E74 ,各 ,… 入) 将 变化 局 单位 .但 实际 上 , 当 读 变化 时 , 而，, 素 会 随 之 
而 变 , 所 谓 " 保 持 " 不 变 , 是 "统计 意义 上 "的 不 变 . 无 得 于 … 般 性 , 且 考 虑 上 = 3 的 情 
形 . 有 
Y= B+ Pot+ Pa43+ 1， 
及 其 最 小 二 匀 知 计 
了 = + 人 K+ 有 + a C1-17) 
“保持 " 不 变 , 是 指 用 统计 方法 去 掉 计 ; 在 其 变 北 中 对 了 和 总 的 影响 .通过 了 对 
的 号 回归 


Y = BL + PaXy+ 用 ~ {1-18) 
得 到 的 残 差 全 ,就 代表 除 掉 大 的 影响 之 后 的 了 . 同 理 ,再 通过 敌对 有 的 LS 回归 
A = A + ba, + ey C1-19) 


得 到 的 残 着 ,就 代表 除去 X3 的 影 喝 后 的 二. 

现在 再 求 人 i 对 名 的 1S 回归 

= +t Ea, 

所 得 到 的 回归 系数 全 , 便 是 上 述 三 元 回归 方程 (1-17) 式 中 的 偏 回 归 系 数 语 , 即 x 
- 命 . 

由 此 可 见 ,(01.16; 式 中 的 回归 系数 Bs, 是 没有 去 掉 X; 的 影响 之 前 了 对 和 的 网 
归 系 数 (可 称 为 简单 回归 系数 ) , 它 含 有 无 对 了 的 直接 影响 (8) 和 通过 如 对 了 起 
的 间接 影响 (Bi Bo 两 个 部 分 . 其 最 小 二 乘 估计 有 如 下 关系 : 

P= P+ Bp. 

其 中 ,间接 影响 由 XX 对 了 的 直接 影响 (全 ) 乘 以 入 对 和 的 影响 (ys) 而 得 到 . 易 
见 ,除非 和 与 而 不 相关 或 五 对 了 无 直接 影响 ,简单 回归 系数 将 不 等 于 偏 回归 系 
数 .由 于 间接 影响 可 正 可 负 , 命 , 既 可 大 于 也 可 小 于 命 ,两 者 甚至 可 以 符 导 相反 .这 
在 解 赤 才 元 回归 时 ,应 加 注意 . 

偏 回归 系数 的 含义 有 一 重要 应 用 :如 果 怀 有 履 了 和 无 之 间 的 关系 或 相互 影响 是 
由 第 三 者 (比如 说 由 时 间 1 的 变化 ) 引 起 的 ,那么 在 了 对 X 的 回归 方程 中 增加 一 个 
代表 第 三 者 的 自 变量 (比如 +) , 便 能 把 问题 弄 清楚 . 

与 贸 回 归 有 密切 联系 的 一 个 概念 是 仿 相 关 . 仍 以 上 = 3 的 三 元 回归 为 便 , 了 与 
1 的 仿 相 关系 数 是 指 除去 生 的 影响 后 的 Y 和 加 的 相关 系数 , 即 8 和 42( 见 


| 线性 同 归 模 型 17 * 
(1-18) 式 和 (1-19) 式 ) 的 相关 系数 , 记 为 ra ;, 表 示 终 定 "x 而 得 到 的 Y 和 的 相 
关系 数 , 以 区 别 于 简单 相关 系数 r= ry 和 复 相 关系 疾 上 二 Ri .可 以 证 明 , 对 于 IS 
回归 , 户 , rp 和 ri2,3 有 如 下 关系 : 
R= 7 + (1 — rb) rh.2. 
(由 六 解释 的 平方 和 ) (Xo 未 解 藉 而 由 入 解 关 的 站 方 和 ) 
工 式 加 写成 
(1- Re)=(1- rh) (1 - rh.2), 
并 容易 推广 到 卡 元 回归 的 情形 : 
1—- R= ri) a) i rh 
其 中 1- 序 ;5 代表 ,各 ,…, 千 -所 未 能 解释 的 平方 和 中 入 也 未 能 解释 的 
部 分 . 


1.2.3 多 元 回归 的 一 些 特 殊 形 式 及 其 应 用 


1， 多 项 式 回归 
在 多 元 线性 回归 模型 
Y= portrpit Pdt r++ 
中 , 取 天 = 下, 便 是 -个 多 项 式 回 归 , 它 在 经 济 分析 中 有 ”: 定 的 应 用 场合 .例如 根 
据 理 论 分 析 .生产 的 边际 成 本 先是 递减 然后 递增 . 记 产 荐 为 对 ,成 本 为 了 ,关于 边际 
成 本 的 变 尼 ,就 可 用 三 的 二 次 方程 
YY= 记 + 癌 下 + 房 瑟 + 下 

懂 了 的 回归 分 析 , 而 总 成 本 的 变化 就 可 由 三 次 密 项 式 加 归来 表示 - 低 次 多 项 式 回 
归还 适用 于 工资 报 本 与 工作 经 验 之 间 的 描述 ,经 济 增长 或 发 展 { 如 国民 产值 在 时 间 
上 的 变 北 ) 的 勾画 ,等 等 . 

2. 虚 氢 变 量 (dummy variables] 

在 经 济 分 析 中 常 通 到 一 些 定性 变量 ,如 性 别 、. 种 族 .季节 等 作为 回归 元 ( 解 稼 变 
量 ) .此 时 可 把 某 些 无 虚拟 为 (0,1) 变 量 . 例 如 


1 则 性 ， 
取 XX=| 

0 康 性 ; 

i 窜 季 ， 夏季 ， _ 1 秋季 ， 
取石 = to 非 春季 ; -to 非 夏季 ; it 上 秋季 ， 


这 里 要 注意 ,如 果 在 回归 方程 中 舍 有 常数 项 ,就 不 可 再 取 Xi = {0 非 入 于 ,以 性 多 


出 现 自 变量 之 间 的 完全 共 线 性 .因为 ,不 言 而 喻 ,已 设 的 常数 项 即 代表 了 冬季 效 
应 . 

3. 请 后 变量 [lagged variables} 

在 经 济 关 系 中 ,-- 些 回归 元 往往 有 一 种 持续 效应 .例如 收 人 对 消费 (或 伪 著 ) 一 - 
般 都 有 较 持 久 的 影响 .消费 不 仅 受 当前 收入 并 且 受 过 去 收入 的 影响 .这 样 ,就 可 考 
已 省 沾 后 项 的 回 妇 ,如 

=ao+Bol+tpB Tt + B+ th. 
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其 中 了 代表 时 期 z 的 消费 , 1 代表 时 期 的 收入 jia,p 为 参数 .又 如 某 农产品 的 供 
给 1 依赖 于 一 年 前 的 价格 五 -小 可 将 其 回归 模型 写 为 
=e+8x:-i+ 其 他 名 变量 的 线性 绝 合 + 凸 - 
如 果 使 用 季度 数据 , 则 可 写 
Y =az+x -4+ 其 他 自 变量 的 线性 组 合 + 点. 

在 多 元 回归 的 应 用 中 ,不仅 要 考虑 选择 秆 么 自 变 量 作为 解释 变量 ,而且 还 要 适 
当 考 错 这 些 自 变量 或 解释 变量 的 带 涌 数 和 滞后 期 , 尽 可 能 使 模型 接近 于 描述 现 
实 . 

4. 对 数 变 换 

在 线 狂 回归 中 ,无 论 对 回归 元 芋 或 对 回归 值 了 取 对 数 ., 对 回归 方程 中 的 参数 
来 说 仍 可 以 是 线性 的 . 在 经 济 分 析 中 ,根据 具体 问题 ,对 了 或 二 适当 作对 数 变 换 其 
有 明确 的 经 济 舍 习 的 .由 于 对 数 的 变化 是 一 种 相对 变化 , 吉 者 说 是 百分比 变化 ,对 
数 了 相对 于 对 上 数 工 的 变化 就 是 经 济 学 中 所 描述 的 一 种 弹性 .例如 ， 

iny= 记 + 民 lnxas + 记 jnXa3 十 忆 ， 
当 了 代表 需求 , 妈 代 表 价 格 , 司 代 表 收 人 时 , 记 和 户 就 分 别 是 需求 的 价格 弹性 和 
收入 弹性 . 区 如 ， 
ny=a+AX+u, 
适用 于 措 述 国民 收 八 了 与 年 度 大 之 间 的 关系 ,其 中 
8 = 国民 收入 的 相对 变化 /时 间 { 年 ) 的 绝对 变化 ， 

代表 一 定时 期 内 国民 经 济 的 恒定 增长 率 . 

述 可 以 考虑 

T=a+ Bhi+u, 

用 于 描述 国民 总 产值 了 与 货币 供给 芋 的 关系 ,等 等 . 


1.2.4 下 补 验 统计 量 及 其 应 用 


计量 经 济 学 常 借 助 于 数理 统计 学 中 的 假设 检验 手段 来 对 计量 模型 进行 验证 和 
选择 .在 多 元 同 妇 中 ,F 统计 量 是 检验 假设 的 最 重要 也 是 最 主要 的 检验 统计 量 .其 
方法 是 对 模型 中 的 参数 作 线 性 约束 ,借以 比较 未 受 约束 的 回归 剩 余 平 方 和 与 受 约 
东 的 回归 剩余 平方 和 ,看 两 者 的 差异 是 否 在 “统计 上 "显著 . 这 里 关键 在 于 涯 样 把 模 
型 揭 验 证 或 选择 问题 化 为 对 参数 的 约束 是 否 成 立 的 问题 . 

在 LS 的 理论 背景 假设 下 ,增设 误差 项 uw 的 正 态 性 , 即 


1 机， 2 
uw: N{O,o 了】 ， 
则 以 下 的 正统 计量 (又 称 FF 比率) 服从 自由 认为 /1 和 所 的 下 分 布 , 即 
一 A 
pe (AS Sf -已 (1.20) 


其 中 ,RSSs 和 RSS 分 别 表示 受 约 束 和 无 约 东 的 最 小 二 条 回归 剩余 平方 和 ,所 和 己 
分 别 是 分 子 和 分 母 的 自由 度 .具体 地 说 ,fi = 约束 的 个 数 , 户 = 误差 (或 剩余 ) 平 方 和 
(RSSv) 计 算 中 的 自由 度 . 
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例 2 对 回 妇 模型 
Fi=P + PRt +thist, Ei=1,2,.",n, 
检验 { 堆 ) 假 设 
Ho:PB= B= = B=0, 
即 检验 整个 回归 模型 的 显著 性 ,对 立 假设 为 
瑟 :并 非 所 有 回归 系数 均 为 零 . 
在 假设 加 届 真 的 情形 十 ,(1-20) 式 可 化 为 
Fe Rk-1) 
{1— Ryn RY) 
其 中 只 为 复 相关 系数 .此 时 天 检验 等 价 于 产检 验 . 对 选 定 的 显著 水 平 < ,如 严 > 
一 5 则 皂 绝 加 , 埋 则 接受 Ho. 
当 上 =2 时 ,下 =?*,F 检验 就 等 价 于 :检验 . 
例 3 柯 布 -道格拉斯 生产 函数 的 回归 模型 


jn 无 = 记 + 记 lngoi+ 房 lnwWai tm, i=1,2, ,ns 《1-31) 
其 中 了 代表 产 出 ,代表 资本 投 人 人, 代表 劳力 投入 . 现 愉 验 假设 
Ho:Hh+ Bs=1, 
Hi:P+Bssl1. 


当 约 东 D2 + a =1 成 立时 ， 
lnY= B+{1- BnAs + BylnXa+ no 
或 
ln Y/R) = By + Paint Ny Xo) + to. C1-22) 
其 中 ， (YA)= 产 出 /劳力 投入 比率 ， 
(XA) = 资本 /劳力 比率 ， 
均 有 重要 经 济 合 义 .用法 分 别 对 (1-21) 式 和 (1- 芝 ) 式 计算 回归 列 余 平方 和 ,有 


> 2 = RSS 及 > = RSSh， 
代 估 (1-20) 式 即 可 算出 天 :35 来 同 所 ,4_3; 比 较 . 当 > 所 时 拒绝 丽 , 和 否则 接受 
th. 
例 4 结构 性 变化 的 检验 . 
设 了 = 储 蕾 ,在 = 个 人 收 大 .为 判断 两 个 时 期 的 情 闭 行为 有 无 变化 , 考 形 
第 一 个 时 期 了 对 工 的 回 妇 
Y=atartt us (=1,2 ,A 
第 二 个 时 期 立 对 工 的 过 归 
=PB+BL + wr t=] ,2 , ns 
并 检验 假设 
mo:ai= 启 且 az= 应 ， 
Hal= 启 和 as= 启 不 同时 成 立 . 
为 了 应 用 下 检验 统计 量 , 假 定 两 时 期 的 回归 误 莽 相互 独立 ,将 两 时 期 的 数据 合并 
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使 用 以 估计 共同 的 回归 方程 
=A+tAT + ua t=1,2," (RL+ na), 


当 所 属 真 时 ,这 样 做 是 合理 的 .用 1S 法 合计 以 上 回归 的 剩余 平方 和 

2 Da 及 之 /23 
不 难 理解 ,无 约束 平方 和 将 由 

RSSU = DO + D0 
给 出 ,而 受 约束 平方 和 可 由 ,iy 来 代表 , 即 
RSSk = 03. 
eo (RSSR - RSSu)2 
RSSux((n 2) + (Cn 2)) 
2 


(CO + Dn + N27 4) 


这 样 就 算出 


当下 > 所 时 ,以 显著 水 平 a 拒绝 品 , 认 为 铺 蓄 行为 有 所 变化 ; 理 则 认为 储 董 行为 无 


显著 变 必 . 
1.3 ”线性 回归 的 矩阵 表述 


用 矩阵 表述 线性 回归 的 最大 优点 在 于 它 的 形式 简洁 ,便于 统一 处 理 任 意 客 个 
变 元 的 回归 模型 .一 旦 把 上 个 变 元 的 回归 模型 建立 并 求解 ,其 解 式 将 适用 于 卡 等 
于 2?,3, 以 至 任意 多 个 变 元 的 情形 .但 是 ,矩阵 代数 的 简洁 形式 容易 掩盖 其 内 在 的 


详细 含义 和 微细 差别 ,阅读 时 必须 入 意 . 
1.3.1 最 小 二 来 回归 的 超 阵 方法 
一 个 让 元 线性 回归 模型 可 写 为 
Y=B+bhY,+ 1+,+ ni; =1,2， 让， 
其 中 rn 民 表 对 变 元 的 观测 次 数 , 它 是 如 下 的 一 组 n 个 方程 的 缩写 ; 
=AB+pBdat "+A +t kt 
Y= +h hp + + hia+ i, 


=PB + Hin +t + Pdi t+ th. 
用 和 矩阵 代数 表示 , 便 可 写成 


1 1 XT 11 
| [1 | | 
1 1 让 2 """ b B&B ti, 
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或 缩写 成 
过 才 | 于 电 由 | nxl 


其 中 了 表示 y 为 上 行 1 列 矩阵 , <, 表示 六 为 4 行列 知 阵 ,其 第 一 列 可 理解 为 
和 1 的 列 元 素 , 余 类 推 . 当 行 数 和 列 数 清楚 而 不 致 引起 误解 时 ,可 仅 写 


nH 


Y= 如 +&. (1-23) 
用 4 '" 表示 第 阵 4 的 转 置 , 关于 误差 项 #7 了 = [ww , 上,…, 贡 jj 的 经 典 盘 设 , 可 对 
照 纯 量 情形 列 出 表 1-2. 
表 1-2 关于 线性 回归 模型 的 经 典 假 设 


纯 量 表示 敌阵 表示 


1. E(u) =0, 对 每 个 i 1 Btw) = 外 其 中 和 0 均 为 sx1 列 向 量 
2， E(w) ={ a 2, E(u8T) =o21 ,J 履 中 为 nx nn 恒 等 拒 阵 


3,Ax 反 钼 阵 王 为 非 随机 的 , 即 由 一 组 图 
3.12,A3 将 非 随机 或 而 定量 定数 构成 


4.4i 诸 变量 之 问 无 准确 的 线性 关系 , 即 无 | 4. 著 的 秩 ptX) = 上 ,其 中 二 是 天 的 列 数 并 


多 重 共 线性 Hk<n 
5. 为 了 假设 检验 ,假定 a 独立 . 同 正 态 分 | 5. 向 量 n 遵从 多 维 正 态 分 布 & -~ 


id: 0,.9 NO, oe) 
纯 量 最 小 二 乘 剩 余 平方 和 
Dur = DT 一 记 -Bh BX) 


的 矩阵 形式 为 
ETE=(Y- 瑟 个 TCF- WF) 
= YY-2 Xr7+AX'@. (1-24) 
(注意 ,后 XTY 为 一 纯 量 ) 为 使 六 T= 了) 8 最 小 ,将 其 对 天 求 导 并 令 导 数 为 
零 , 得 正规 方程 组 
n SE Sh i TA 
> 2 > Kok: 人 人 > 合 
DX 了 > 之 区， 2 Ts 


2 Xs >) Xk DV 机 Dx 个 ， 
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1 1 1 I 
A Xn Xn || Y, 
=| A dm aA, | 玖 
Na Ma A 
或 简洁 她 写 为 
X= XTY. 


和 1-24) 式 通 寺 和 矩阵 求 导 得 和 到) 两边 左 科 以 (车 ) … , 即 得 记 的 最 小 二 
乘 佑 ; 


B= (XTEX)~IXTY. (1-25) 
这 一 解 被 视 为 LS 基本 理论 结果 的 矩阵 表述 .这 一 结果 不 论 回归 方程 含有 多 少 个 解 
释 变 量 ,也 不 论 是 否 包 含 截 距 项 ,都 一 律 适用 . 


为 了 对 有 进行 统计 推断 ,需要 计算 及 的 抽样 方差 协 方 其 
var cov{ 及) = E{[f- E(B) IF- E(hY) ]3| 


vart 有 cov(P,B) 2 cov( PP) 
= cov{ Bz, B1) var( 2) cov( 记 PN) , 


cov(Bi BI) cor(BsB2) va 
可 以 证 明 ,在 经 典 假设 下 
var oov( fF) = o2( KTKXY)-), 《1-26) 
其 中 a* 为 所 有 & 的 共同 方差 ,其 IS 估计 为 
a7 Dn) = (nk), 


而 wTw 可 由 下 式 计算 : 


TT 个 Er 
(由 此 可 得 判定 系数 R= 1- 一 和 和 一 = 和 XY 星 2) 在 误差 苯 从 正 态 分 布 
Yr¥- nr? YiY- nr: 
| NO0, oT) 
的 假设 下 ,可 以 推出 包 注 从 以 有 为 均值 .sz2(XTX)-1 为 方差 的 正 态 分 布 , 即 
NLP, oCXTX)-!]. 
为 了 检验 个 别 贪 回归 系数 8B 是否 显 著 异 于 fn, 可 利用 以 下 的 :统计 重 : 
Bj- 启 


t= ~ 


A nn- 
oi 
} 
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对 于 参数 的 -一 组 线性 约束 , 则 可 利用 下 面 贝 矩阵 表示 的 FF 统计 量 
(ulap- duu/m 
ubav/( 一 大 
其 中 下 标 R 和 UU 分 别 表示 受 约束 和 无 约束 的 情形 ,m 为 线性 约束 的 个 数 . 
1.3.2 广 闷 最 小 二 来 法 的 和 给 阵 表 述 


不 论 回 归 模 型 中 的 误差 项 是 否 满 足 经 典 假 设 , 都 可 以 把 它 的 方差 -要 方差 矩阵 
表示 为 


Ff 二 


var cowf a} = E(u HT) = a, 
其 中 必 为 nxn 对 称 正定 秆 阵 .例如 , 当 点 满足 经 典 假设 时 ,如 = 了 ; 当 5 属于 异 方 
着 情形 时 ， 


ol 
于 - 工 * 
了 一 , {不 妨 取 全 ”二 Ls 
| ol 
当 属于 一 阶 序列 相关 情形 时 ， 

i 五 后 pl! 
p 1 p pr 

2=| PP oo 1 pr 
7-1 poT-2 pr 1 


当 上 不 满足 经 典 假设 时 ,将 和 分 解 为 及 = PPT, 了 PP 为 某 非 奇异 #4 x rn 矩阵 , 然 
后 对 回归 方程 (1-23} 作 如 下 变量 代 搁 :; 
P-iYy=P iWpB+ Pi'n, 
其 中 P-! 基 的 洲 , 或 记 为 
Y, = .ftw,. (1-27) 
其 中 YY =P-'Y,X.=P ixXnu.=P'u. 
因 a.aTr=P-ianet PT -1= PP-102( PT)-'= 了, 故 对 (1-27) 式 可 用 1S 法 .这 种 
先 将 误差 项 变换 ,使 它 满足 经 典 假设 ,再 使 用 LS 法 的 方法 ,就 是 广义 最 小 二 乘 
(GIS) 法 , 且 记 蝴 的 广义 5S 司 计 为 8, ,由 (1-25) 式 和 (1-26) 式 ,有 
BF, = EE) YY = (XR RX) XY, 
var cov{B, ) = or (KV = oR TD)!, 
o 的 GLS 无 仿 估 计 为 
ee 
nk 
其 中 e 是 原 回 归 方 程 的 GLS 回归 残 差 , 即 
e= 了 -总 ,. 
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2 预期 与 分 布 滞后 模型 


预期 在 现代 经 济 活 动 中 扮 读 着 极为 重要 的 角色 ,如 投 寞 依赖 于 预期 的 利润 , 生 
产 依赖 于 预期 的 销售 额 , 长 期 利率 依赖 于 了 预期 的 短期 利率 利 顶 期 的 通货 膨胀 率 等 . 
早期 的 预期 模型 , 冤 赁 直觉 对 预期 变 曾 的 过 去 值 进行 简单 的 外 推 .例如 ,投资 
方程 
Y=e+ ATI+ i 2-1) 
其 中 ,只 汶 时 期 上 的 投资 ;4 为 预期 的 时 期 :+ 1 的 利润 1 为 干扰 或 误差 . 
令 上 为 时 期 的 实际 利 狂 ,由 最 简单 的 外 推 方 法 有 如 
X= 一 和 ， 
此 f 1 一 和 = 和 一 人 -1 或 生生 一 和 1 
用， 
等 等 .预期 (预测 ) 值 人 ,1 完全 取决 于 模型 (2- 电 以 外 的 观 调 体 而 与 模型 无 关 , 至 于 
预期 效果 ,常用 平均 绝对 误差 AAE 来 衡量 ， 


AAE= 一 > 1 实际 值 ; - 预期 值 , |. 


进 - - 步 的 外 推 方法 将 涉及 预期 变量 的 驳 期 过 去 值 以 全 全 部 过 去 值 的 基 种 加 权 
平均 ,同时 也 就 产生 了 和 估计 方法 的 问题 . 先 考 虑 用 过 去 有 限 的 二 个 时 期 取 和 值 的 可 
反 平 均 ,作为 下 一 时 期 的 预期 值 x | 的 情形 ，; 

= B+- + +k 
上 式 称 为 有 了 委 分 布 涨 后 预期 模型 . 如何 确 定 校 数 六 (=0,1,…, 不 ) ,特别 当下 较 大 
时 ,自然 是 … 个 疑难 问题 .但 当 +%m 并 取 记 为 递减 的 几何 数列 时 ， 
B=foA, Oc<A<l, (2-2) 
却 能 导出 - - 些 富 有 实际 意义 的 结果 . 
2.1 适应 性 预期 模型 
由 于 无 穷 级 数 
> = BA -A), Oc<Acl. 
取 后 =1-, 这 样 ， 就 可 把 (2- 2) 式 中 的 B&B 作 为 总 -项 的 权 数 ,而 把 预期 值 XX, | 巾 
示 为 如 下 的 用 权 平 均 : 
Xn = A AW {2-3) 
ja 站 
将 此 方程 滞后 :期 并 乘 以 人 ,得 
MA = DAA 
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即 
MA = ANN (2-4) 
将 {2-3) 式 减 去 (2-4) 式 , 便 得 
,AX = 1- AN (2-5) 
或 
XX {1A) 《一 (2-6) 
a a 
网 期 的 烽 改 前 期 的 芯 期 讽 癌 


(2-6) 式 表明 ,要 根据 前 期 预期 的 误差 来 修改 下 . -期 的 预期 .顾名思义 ,所 以 把 这 种 
预期 方式 名 为 透 应 性 {或 自 适 应 } 预 期 模型 (adaptive expectations model) ,模型 中 0< 1 
“1 表明 ,预期 修改 的 幅度 { 3- ) 比 预期 误差 (后 一) 要 小 些 . 

由于 模型 42-3) 中 的 全 部 系数 站 和 为 1 ,如果 站 有 上 天 的 长 期 趋 执 ,预期 值 
《1 还 应 系 以 (1+ g) ,其 中 吕 找 表 天 的 平均 增长 率 , 理 则 ,预期 模型 便 会 系统 地 低 
估 所 的 真实 值 . 

把 (2-5) 式 同 (2-1) 式 联系 起 来 即 可 请 去 (2- 力 式 中 涉 能 育 接 观测 的 i | 项 .为 
地 ,将 (2- 0 法 后 一 期 , 飞 以 ,然后 从 (2-1) 式 减 去 , 便 得 

FAY .=a{tl—-AD+ BON — AN tm A 
=atl—AY+B1—A)L+u oo Am_I 
或 
¥ =a +AY .I+ E+. {2-7) 

其 中 =a-AP=B -A = Ab.1. 

(2-7) 式 就 是 从 适应 性 预期 假说 (2-6} 式 导出 的 一 个 咱 归 模 型 , 它 含 有 一 项 湛 
后 -期 的 应 变量 作为 解释 变量 . 几 是 含有 混 后 一 期 或 多 期 河 后 应 变 基 的 回归 
方程 都 称 为 自 回 归 模 型 {autorepgressive model) ,也 称 动态 (dmamic) 模 型 , 它 描 证 了 应 
宣 量 是 怎样 同 它 自己 过 去 发 生 关 系 的 时 间 走 道 Ctime palh) .(2-7) 式 是 一 个 动态 模 
型 ,其 中 元 的 系数 良 仅 代表 一 -种 短期 的 投资 行为 , 南 7 _ ,的 系数 4 则 反映 了 一 种 
长 期 的 投资 效应 .参看 下 例 ， 

例 1 短期 与 长 期 总 消费 孙 数 

设 消 费 C 和 永久 收入 XX* 有 如 下 的 线性 关系 : 


C=o+A t+ ww. (2-8) 
按照 适应 性 预期 模型 (2- 人 起 ,可 导出 -全 形 如 (2- 刀 式 的 方程 : 
和 = 二 放生 + 二 二 放下 机 - (2-9) 
假定 通过 适当 的 估计 片 法 得 到 宁 
他 -2.361 + 0.2959 站 + 0.6755 G1. 


标准 误 (1.229) (0.0582) 


全 ， 利 用 辐 . 忆 .Lovell, Macmeconomicst 二 esurement ,Thoory and Policy,1975 ,第 M8 上 丰 的 数据 ， 
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这 一 数值 结果 表示 :边际 消费 个 向 (MPC) 鸭 0.2959, 即 当年 可 支配 收入 充 每 增加 1 
元 ,消费 穗 即 时 增加 约 0.3 元 .如 果 收 入 的 增加 是 持久 的 . 则 消费 最 终 增加 8 = 
A-4)=0.2959/A(1 -0.6755)] 有 0.91 元 .这 点 也 可 直接 从 (2-9) 式 看 出 . 当 + 很 
大 时 ,也 就 是 从 长 期 者 消费 达到 均衡 时 ,CI 可 视 同 妃 , 即 可 仿 C1= 局 ,于 是 从 
(2-9) 式 解 出 
GT +I 

其 中 系数 PAC1- 4) = 8 就 成 为 相对 于 介 -8) 式 中 的 X* 的 长 期 MPC, 而 FF 仅 是 相 
对 于 (2-9 式 中 的 的 短期 ( 即 期 )MPC. 


2.1.1 部 分 调节 模型 


一 个 酷似 模 型 (2-7) 的 形式 ,还 可 从 另 一 种 经 济 行为 的 措 述 得 到 .人 和 们 考 虚 如 
何 使 自己 的 行为 达到 最 优 ,往往 变 经 过 一 个 调节 过 程 .出 如 ,石油 价 暴涨 ,如 何 将 消 
费 芋 调节 到 最 优 水 平 ? 从 短期 看 订 减 少 开车 率 , 降 低 取 暇 标准 等 等 ;从 长 期 看 可 提 
高 石油 燃烧 率 , 开 发 新 能 源 等 等 . 故 消 费 量 一 时 只 能 做 到 部 分 调节 . 设 相应 于 油价 
X 的 最 优 消 费 Y 为 


Yr =atAh+ mh {2-10) 
部 分 调节 (partial adjustment) 过 程 为 
FT.-k-l = 分 人 人 7， - -17 < 和 1. {2-11) 
eh 人 六 
实际 调节 最 优 调 


上 式 表 明 ,实际 调节 仅 为 最 优 调节 的 一 个 分 数 ， 其 太 小 5 称 为 着 节 系 数 . 将 (2-10) 
式 代 信 (2- 11) 式 可 得 

Y=ad+(l-d) .+ /E+ du, (2-12) 
这 就 是 根据 部 分 调节 假说 (2.11) 式 导出 的 回归 模型 , 同 模 专 (2-7) 相 比 , {2-12) 式 
的 误差 项 较为 简单 ;(2-7) 式 的 误差 项 明显 是 自 相 关 的 ,而 (2-12) 式 则 未 必 如 此 ， 
因此 还 有 必要 对 (2-7) 式 考虑 不 同 的 估计 方法 ， 

类 似 于 适应 性 预期 模型 之 用 于 长 .短期 分 析 , 对 部 分 调节 模型 来 说 , (2-10) 式 
代表 一 种 长 期 消费 行为 ,其 长 期 MPC 为 8, 而 (2-12) 式 则 描述 了 一 种 短期 消费 行 
为 ,其 短期 MPC 为 和 项 , 后 者 要 除 以 去 才 给 出 长 期 MPC, 是 洞 节 系数 , 它 表 明 消 费 
者 在 时 间 走 道上 迈 向 最 优 的 长 期 消费 术 平 的 每 一 时 期 的 进程 ， 


2.1.2 工具 变量 法 


在 回归 模型 中 ,只 有 灌 后 应 变量 {作为 解释 变量 ) 而 无 时 序 相关 干扰 ,或 只 有 时 
六 相关 干扰 而 无 滞后 应 变量 时 ,普通 最 小 二 飞 {9LS) 估 计量 是 相合 或 一 致 性 的 .但 
长 有 二 者 时 (如 在 适应 性 预期 模型 中 那样 ) ,0OLs 佑 计 基 是 不 相合 的 .工具 变量 
(inatrumemtal variables , 简 记 [Y) 法 是 解决 估计 的 相合 性 问题 的 一 个 主要 方法 ， 

用 矩阵 符号 表示 ,DLS 癸 计 = (XTE)》 -1ETY 可 看 作 是 用 冯 左 乘 回归 方程 了 
= 了 + #5, 鸽 
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F= B+ +, 
并 在 XT 非 奇 异 假 设 下 令 Tn = 人 0 得 到 的 结果 , 故 可 把 工 看 作 一 种 求解 的 “下 
具 ”, 当 回归 模型 ,比方 说 ,适应 性 预期 模型 
=a+ + A + 
中 的 多 =[ 计 .1] 不 适合 作为 求解 参数 的 “工具 "时 ,是 否 可 以 另 找 其 他 变量 代替 
天 ?鉴于 在 发 = [XX ,了 ,并 适合 作为 最 小 二 乘法 求解 的 “工具 "的 情况 下 ,有 


(1 E(XTW 20 左上 =0i 
{2] var(b) = ot 本 本 ) 1 


(其 中 "一 "表示 "概率 意义 下 趋 于 ”) 因 此 ,要 寻找 工具 变 莽 (FV) Z = [Zi Zaz], 使 
得 

(P) plim( 二 zfe) =0, plim( 28v) =0 《鉴于 (D); 

(2 ) plim( Lzrx) 及 ”plim( 站 27X) 均 为 异 于 零 的 有 限 值 , 且 最 好 是 Z 与 
蕊 高 度 相 关 ( 鉴 于 (2)). 

作为 -一 种 建议 ,可 取 ZZ, = 沁 , Zou = 三 -1. 对 适应 性 预期 模型 来 说 ,就 是 用 所- 
代替 站 作为 回归 知 计 的 工具 变量 . 

记 工 具 变量 法 的 估计 量 为 bn, 将 有 

bv= (ZX) ZL， plimbr = 8, (2-13) 

后 一 等 式 表明 bn 是 相合 或 一 致 性 估计 . 


2.1.3 会 滞后 应 变量 的 自 相 关 检 验 


在 部 分 调节 模型 (2-12) 式 中 ,如 果 iu 无 时 序 相 关 ,w = 各 也 就 无 时 序 相关 :;: 而 
在 适应 性 预期 模型 中 ,即使 w 无 时 序 相 关 , = 由 - X41 仍 有 时 序 相关 .由 于 自 回 
归 模 型 含有 滞后 应 变量 , 若 用 D-Wd 统计 量 检验 一 阶 时 序 相 关 , 则 & 值 有 偏 近 于 > 
的 屈 向 ,从 而 导致 过 多 地 接受 无 时 的 零 候 设 所 ,也 就 司 增 大 了 第 卫 类 错误 
的 概率 . 为 了 寻求 适当 的 检验 统计 量 , 德 宾 (J. Durbin) 得 到 了 -- 个 大 样本 结果 :在 自 
回归 模型 中 ,可 用 有 统计 量 代替 dd 统计 晤 ,4 和 4 的 关系 如 下 : 


A 1 
k=p 一 一 一 一 一 ， =-—d 
~ 1 nvar( ty)) “ 

1 i 
h~=(l- dd) 一 一 一 一 . 

1-n(lvaria,)) 


其 中 5 为 样本 大 小 ,za 为 回归 模型 中 4_1 的 系数 m 的 最 小 二 乘 居 计 . 德 宾 证 明 ， 
当 很 太 时 ,上 渐 近 地 遵从 标 淮 正 态 分 布 . 
he NO,1). 
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不 论 回归 模型 中 含有 和 多少 个 自 变 其 和 多少 期 滞后 应 变量 ,这 个 渐 近 的 正 态 分 布 都 
成 并 .这 样 就 可 以 利用 正 态 概率 ,比如 用 
vm%shel.%W)=0.0 
作 沁 淹 断 ; 当 141>1.96 时 ,以 显著 水 平 (1 -0.95) =0.05 扣 绝 无 一 阶 自 相关 的 零 
假设 后; 和 否则; 当 181 志 1.%6 时, 接受 而 ， 


泊 nvar(a2) > 1 时, 占 检 验 便 不 适用 .这 时 , 德 宾 建 议 先 对 自 回 归 方 程 求 IS 误 


关 帖 计 值 全 ,再 艇 训导 六 ,jy 先 的 司 归 ,然后 根据 #1 的 系数 异 于 零 的 
外 阔 性 ,以 判断 而: 自 相 关系 数 p=0 可 否 接 受 . 


2.1.4 多 项 式 滞后 


以 上 主要 讨论 无 穷 滞后 分 布 ,并 且 滞 后 项 的 权 数 分 布 是 以 几何 级 数 递 减 的 ,下 
所 讨论 :种 较 常 应 用 的 有 限 滞后 分 布 一 一 多 项 式 滞后 ( polyromial lag), 它 的 滞后 项 
的 权 数 基 按 -个 设 定 的 多 项 起 拟 合 的 .不 论 原来 加 归 模 型 含有 多 少 个 灌 后 项 ,都 能 
把 它 减 少 到 同 所 设 多 项 式 的 次 数 一 样 儿 (甚至 更 少 ) 的 项 ,从 而 避免 灌 后 项 较 多 时 
中 估计 中 扰 大 的 多重 共 线 性 问题 . 

例 2 对 含 * 个 王后 项 的 自 回归 模型 (不 妨 看 作对 投资 方程 (2- 0) 的 另 一 种 选择 ) 


Y= t+ (2-14) 
中 的 兵 拟 会 一 个 r 次 名 项 式 
B=fi)=a+ a oi +t + dt, (2-15) 


比方 说 , 取 Fr=2.s= 了 ,天 是 得 
f= eorB = a0t+ A+ dar fr = m0 + 7a) + 和 a, 
将 鞭 代 大 待 佑 方程 (2- 14) 得 
= a 
t+ 
a (2-16) 
这 样 ,对 8 个 系 歼 记 Gi=0,1,2,…,7} 的 估算 就 碱 为 对 3 个 系数 上 全 =0,1,2) 的 居 
从 .人 关键 是 要 在 应 用 中 把 最 可 能 长 的 请 后 期 ; 和 多项式 的 次 数 + 定 得 适当 . 
从 (2-15) 式 看 出 ,8 随 r 深 和 多项式 的 值 而 变化 ,名 
A 项 式 灌 后 是 否 具有 合理 性 就 在 于 它 所 描 综 的 几何 形 
状 是 否 代 表 种 灌 后 项 应 有 的 权 数 .不 过 ,一 个 同 次 { 比 
方 说 2 次 ) 吕 项 式 可 以 有 许 宪 不 同 的 形状 ,可 志 通 过 
对 B 的 线性 约束 (线性 约束 使 下 统计 检验 ), 适 当地 
限制 它 的 几何 图 形 ,使 之 更 为 合理 , 最 常用 的 约束 是 
° 5 端点 约束 .例如 对 
图 2.1 少 项 式 分 布 谐 后 B=Ai)= oo+ ait i, 
跟 定 B_，=0 及 及 ,=0( 参 看 几 2-1) 就 得 到 
所 -= 如 -ai+ 如 = 人 及 大 Ti = q+ tst+l)+ dtst+ 1Y¥=0. 
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由 此 给 出 如 下 约束 关系 : 
a0= — Gats+1) 太 a = - 0s, 
从 而 把 (2-16) 式 简化 为 
到 二 丰 ? 忆 十 外， 


其 中 
2 = > (ez -5 -1)4 (5= 了 ). 


以 上 简 例 说 明了 多 项 式 洲 后 在 应 用 中 还 有 许多 灵活 性 . 
多 项 式 沾 后 又 称 阿 尔 蒙 (Almon) 洁 后 ， 


2.2 合理 预期 


适应 性 访 期 用 于 研究 某 些 带 有 长 期 趋势 的 变量 如 通货 膨胀 率 等 ,是 不 能 令 人 
满意 的 .如 果 价 格 缓 慢 地 或 升 或 降 , 一 味 按 上 期 价格 水 平 进行 部 分 磁 改 的 适应 性 柄 
期 , 则 尚 可 理解 .担当 价格 出 现 一 次 性 跳动 或 兼 有 较 强 的 长 期 增长 或 意 退 趋势 时 ， 
缓慢 改 动 的 适应 性 预期 其 误差 将 越 变 越 大 ,合理 的 预期 庶 参 考 过 去 更 多 的 价格 其 
至 全 部 价格 历史 作为 依据 ,而 不 局 撒 于 仅仅 过 去 一 期 的 价格 数据 .不 仅 如 此 ,还 应 
参考 直至 现在 为 止 的 全 部 过 去 的 有 关 信 息 作 为 预期 的 条 件 . 所 谓 有 关 信 息 ,不 仅 包 
括 价格 信息 ,还 包括 其 他 有 关 变 量 ,至少 包括 全 部 价格 历史 ， 

记 直 至 前 -时 期 末 的 信息 集 为 于 1: 简 言 之 ,合理 预期 {rauonal expectation) 就 是 
以 元 -1 为 条 件 的 条 件 预 期 或 条 件数 学 期 望 E( 17 7), 共 中 "代表 所 预期 的 变 竹 ， 
合理 的 预期 应 有 妨 下 性 质 : 

(1) 预期 ( 值 ) 应 是 无 偏 的 . 比如, 记 时 期 + 的 价格 的 预期 ( 值 ) 为 了 ,预期 识 
差 为 s ,预期 的 无 偏 性 是 措 


FV=Y+e, gE(e)=0. {2-17) 
如 果 把 了 看 作 随 机 的 , 则 对 的 “主观 "预期 Y* 就 等 于 它 的 "客观 " 均 盾 ; 
(2) Y* = ECVIDLN), Ee lh)=0. {2-18) 


这 也 可 看 作对 (2-17) 式 两 边 分 别 求 客观 数学 期 望 的 结果 . (2-18) 式 现 已 成 为 所 有 
有 关 合 理 预 期 的 计量 经 济 研究 的 基础 . 
合理 预期 的 无 偏 性 要 求 {unbiasedness requirement) 的 个 重要 含义 是 ,对 所 有 林 
来 时 期 的 预期 来 说 ,预期 误差 的 期 望 值 均 为 零 .比如 ,对 提前 一 期 和 提前 二 期 的 全 
理 预 期 应 有 
区 Er 
| = EC(Y NN) tes Ete lh)=0, (2-19) 
Y= ECF lh) + ents Elearrili 1} =0. 
其 中 ,6,,, :表示 提前 i 期 的 预期 误差 ,并 和 撤 定 6 与 相 奈 独立 ,el 与 上 以 及 2 与 
1_| 均 不 相关 {这 个 “不 相关 ”的 含义 将 在 下 面 说 明 ) ,将 (2- 19) 式 中 的 两 等 式 相 减 再 
求 条 件 期 望 ,得 
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ElLECY NID) EC IL!=0. 
国 ei 及 ea 的 条 件 期 望 为 零 ,由 此 导出 有 重要 意义 的 所 谓 每 期 望 律 {law of iterated 
expectations} : 

{3) 下 [有 YE = ECY ,lh 1). {2-20) 

车 期 望 律 表明 ,在 合理 预期 假设 下 ,不 公所 有 未 来 时 期 的 预期 是 无 偏 的 ,而 且 

切 需 期 ( 值 ) 的 预期 也 是 无 偏 的 .在 金融 学 史上 有 一 个 蔡 名 的 委 期 望 律 的 应 用 成 
有 米 .这 就 是 萨 继 尔 进 (P.Samuelson)1965 年 通过 着 期 望 律 证 明了 “适当 地 预测 的 证 券 
价格 是 随机 地 波动 的 "这 -一 命题 . 

巷 期 望 律 的 一 个 更 .-- 般 的 表述 形式 为 

E{XIID= ELECXIIOIL] LC. 
这 里, 二 忆 妈 表 示 信 息 集 J】 蕴含 着 (例如 上 面 的 £_ 1c 1). 关 把 对 《的 合理 预 山 
个 作 最 优质 测 , 划 释 期 望 律 又 可 解释 为 

对 二 的 最 好 的 预测 总 等 于 对 工 更 好 的 预测 ( 值 ) 的 最 好 预测 .{ 因 为 上 包含 到 
所 以 靖 ( 克 4) 是 比 E( X14#) 更 好 的 预测 . ) 

的 确 , 用 8- 作 条 件 预测 的 目的 , 正 是 为 了 作出 * 最 优 "预测 .所 以 在 预测 中 要 
充分 利用 x - ,这 就 意味 着 预期 误差 s: 应 与 上 无关; 否则 还 可 以 利 才 se 和 了 -之 
闻 的 相关 性 以 改进 预测 . 

(4) 假定 6 与 上 面 (2- 18) 式 中 的 二 无关 ,那么 (2-17) 式 中 的 YY 与 se 无关， 
对 [2-17) 式 两 边 求 方差 ,得 

VC = Var 了 ) + var(te,). 
因 上 方差 var(s,) 非 负 , 鼓 
var( 天) 3 var( Yi ). {2-21) 
项 期 ( 值 )Y; 有 较 小 的 方差 ,合理 预期 的 "最 优 " 含 义 就 在 此 . 

以 上 无 假 性 和 较 小 方差 性 是 合理 预期 假设 (rational expectation hypothesis) 的 两 
个 基本 性 质 .至 于 主观 预期 等 于 客观 { 总 体 ) 平 均 以 及 琶 期 音律 , 则 可 视 为 无 偏 性 的 
次 一 层 推 论 . 仅 要 求 无 篇 性 的 合理 预期 定义 称 为 境 式 {weak fom) 合 理 预 期 , 兼 要 求 
较 小 上 方差 的 合理 预期 称 为 强 式 {sirong fomj} 合 理 预 期 , 弱 式 和 强 式 台 理 了 预期 假设 都 
任 金 融 学 或 经 济 学 中 有 过 重大 的 应 用 成 果 . 


2.2.1 应 用 举例 :预期 无 恼 性 与 政策 无 将 性 推理 


现代 新 右上 典 经 济 学 与 合理 预期 的 结合 ,产生 如 下 的 总 供给 与 总 需求 模型 : 
总 供给 全; 
Y=_+HP- PP)+e,. {2-22) 
总 需求 DD: 
P= -上 有 (2-23) 
上 两 式 中 , Pr (或 记 Pi 1) 表 示 在 时 期 :-1 末 对 价格 PP 的 预 卉 ,无 碍 于 一 般 性 ， 
假定 Pi 已 单位 化 为 P| = 1; 为 国民 产 出 或 收入 ; M, 为 货币 量 ( 代 表 政 策 恋 
量 ) ,并 取 及.,=1;a 和 有 为 参数 ;se, 各 为 误差 ， 


2 预期 与 分 布 请 后 模型 ，31 ， 
把 P” 和 形 , 看 作 预 先 给 定 , 即 可 将 P 消去 而 解 出 世 ( 称 8 的 诱导 或 约 简 式 ， 
参看 下 一 章 3.3 节 ) ， 
hh ta MP ) + +e). (2-24) 
怎样 决定 中 ? 如 按照 适应 性 预期 , 则 即使 看 到 村 这 个 政策 变量 在 变 , 也 位 
人 妈 是 根据 已 发 生 的 预期 误 盖 来 改变 中 * ,可 以 说 这 是 一 种 面向 过 去 的 方法 .这 种 方 
法 仅 当 价格 一 直 在 围绕 茶 均 衡平 均 水 平 而 随机 地 波动 时 才 有 意义 .而 如 果 按 照 合 
理 预 期 , 则 应 看 到 村 的 未 来 变化 而 加 以 预测 ,所 以 它 是 -种 面向 未 来 的 方法 .这 
就 需要 根据 理论 模型 来 决定 Pi . 
为 此 ,将 (2-23) 式 中 的 时 期 提前 一 期 考虑 . 因为 在 时 期 : -1 尚 不 知道 时 期 ， 
的 实际 值 , 故 用 预期 值 代 蔡 实 际 值 , 得 
Pr=-alyY 一 下 |]+i， (2-25) 
其 中 & 消 朱 是 因为 它 的 合理 预期 为 零 . 
再 对 已 -和 2) 式 作 合理 预期 ,由 于 { PP - 户 1) 和 的 合理 预期 均 为 零 , 故 对 的 
合理 预期 为 
Y*=.1. (2.26) 
将 (2-26) 式 代 人 (2-25) 式 使 得 
P= -afr -FI)+ M* = NM, (2-27) 
这 是 合理 或 内 生 ( 即 由 模型 内 导出 前 ) 预 期 的 一 个 有 深刻 意 多 的 结果 ,因为 ,将 {2- 
27) 式 代入 从- 守 ) 式 中 的 P* 可 得 


¥, = Vt TM MI) + Ta B+) (2-28) 


(2-24) 式 和 (2.28) 式 同 是 了 的 诱导 式 , 但 其 经 济 合 义 巡 异 . 在 人 2-24) 式 中 , 产 出 的 
蛮 攻 由 好 和 P; 的 差异 决定 ,按照 适应 性 预期 , P* 仅 由 过 去 的 价格 决定 ,而 过 去 
的 价格 怎样 地 同 现在 的 货币 政策 发 生 联 系 , 就 难于 解释 . 州 在 (2- 妆 ) 式 中 , 产 出 的 
变化 完全 由 于 和 上 时; 的 差异 决定 , 如果 预 期 是 合理 的 , 村 ;应 接近 于 并 且 平 均 而 
言 等 于 顺 , 产 出 的 变化 就 会 很 小 . 

因此 得 出 结论 :不 论 政策 变量 虹 怎样 变 , 邵 果 它 的 变化 完全 为 人 们 所 意 笛 ， 
这 种 政策 对 产 出 的 影响 将 是 零 , 基 4 = -1, 这 就 是 现代 合理 期 望 学 派 所 谈论 的 著 
名 的 "政策 无 效 性 "定理 的 基本 依据 ,只 有 非 预 期 的 政策 (或 政策 的 非 预 期 部 分 ) 才 
能 对 产 出 的 改变 起 作用 ， 

上 述 “ 政 策 无 效 性 "定理 所 依据 的 仅 是 合理 预期 的 无 偏 性 , 即 贡 式 合理 预期 叙 
设 . 即 使 考虑 强 式 合理 预期 ,“ 政 策 光 效 性 ”结论 在 平均 意义 上 仍然 成 立 ,只 不 过 误 
差 项 (Ba +6)A(l1+ o8) 的 方差 从 {2-24) 式 到 (2-28) 式 会 有 所 改变 而 已 . 凤 


D 族 风 :Branson W H, Maotroeconomic Theory and Policy. Srd, el. New York: Hamper & Row, 
1992 . 
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2.2.2 合理 预期 假设 的 检验 


1. 弱 式 (无 偏 性 ) 检 验 
通常 能 从 市 场 调查 资 料 中 直接 询问 或 收集 到 的 预期 值 Y* .预期 的 无 赂 性 要 求 预 
斯 误差 e = YY 与 信息 集 | 无关 , 因 不 -必定 属于 寺 _，, 故 可 通过 图 归 方 程 
-=a0toaF_itw, {2-.20) 
检验 假设 而 ;ao=0,ai =0. 无 偏 性 意味 着 a1 =0. 拒 黎 所 好 表示 否定 预期 ( 值 } 的 
无 篇 性， 
还 可 司 计 男 一 个 回归 方程 
-Y=ato(lh- i YD+tiw. (2-30) 
看 预期 误差 由 是 否 有 非 堆 均值 和 是 理 与 过 去 的 预期 误差 恩 自 相关 ,无 仿 性 要 求 自 
相关 系数 as =0. 如 果 通 过 假设 检验 认为 al 0, 则 表明 在 项 期 中 -| 中 的 信息 未 
得 到 充分 利用 . 
然而 ,在 做 回归 (2- 为 ) 式 或 2- 其) 式 之 前 ,又 不 妨 先 党 试 - 个 更 简单 的 回归 方程 
F=P+rtAY + 二， {2-31) 
以 检验 向: 和 =0.8 =1, 看 预期 误差 是 否 平 均 为 零 { 参 看 5.3.1 节 ). 
2. 强 式 { 较 小 方 莽 性} 检验 
当 和 = +e6 且 s 与 说 无关 时 ,将 有 
varf YF ) = wa 了 ) + var(e, ) var( 了” )， 
强 式 检验 以 不 等 式 var( 了 )3var( 了 ) 是 否 成 立 作为 依据 . 这 个 检验 又 可 分 别 为 对 
ver( 了 ) = var( +* ) 的 正 交 性 (了 ?Js,) 检 验 和 对 var( 了 ) > var(Y> ) 的 边界 检验 ,中 
在 弱 式 检验 中 不 免 有 一 个 疑问 , 即 在 信息 集 4,_| 中 --… 艇 都 用 个 变量 ,比方 
说 , 变 丰 Z 和 Z, 都 属于 #1, 即使 (YF -了 癌 ) 对 Zi 的 回归 不 显著 ,但 如 果 2 与 
Z| 无 关 ,(7Y -YY ) 对 丈 的 回归 仍 可 能 是 显著 的 .那么 , 仅 任 (比如 说 了 _ 1) 的 信 
息 就 可 作出 预期 是 否 合理 的 判断 ? 这 似 有 问题 .这 个 问题 - -方面 确实 存在 ,但 另 一 
方面 ,不 难 想象 ,1 _ ,中 的 变量 虽 煞 ,但 大 过 数 情形 下 这 些 叙 证 都 是 相关 的 ,能 抓 住 
十 要 变 其 问题 就 不 大 ， 
洛 弗 和 东 (M,C.Lovel 由 在 1986 年 利用 市 场 调查 资料 ,对 销售 .库存 价格、 工资 等 
的 预测 数据 做 过 许 密 弱 式 和 强 式 的 合理 预期 假设 检验 ,发 珊 大 多 数 情形 的 预测 值 
者 不 符合 人 台 理 预 萌 盆 设 . 


3 联 立 方程 模型 


在 单方 程 回归 模型 中 ,因果 关系 被 认为 是 单 向 的 , 即 从 … 个 或 多 个 解释 变量 x 


们 参阅 Jourl .of Econommic Literature ,Dec,1989,vol.27, 第 1595 -1003 页 :nevican Economie 
THeview ,Mar.1986,vol76, 第 10- 124 页 . 
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到 一 个 被 解释 的 应 变 基 y. 但 更 多 的 情形 是 .同时 有 客 个 方程, 一 方面 决定 于 *, 另 
一 方面 某 些 y 又 决定 于 男 一 些 y, 简 言 之 , 诗 Y 之 间 的 因 业 关系 是 双向 或 相互 的 .这 
尤其 因为 经 济 数 据 是 一 种 非 实 验 数据 ,一 般 不 能 人 为 地 固定 - 些 变 萎 而 去 观测 另 --- 
些 变量 . 若 把 应 变量 和 解释 变量 截然 分 开 , 则 是 不 切实 际 的 .例如 ,工资 与 价格 是 互 
相 影 响 的 ,市场 上 的 价格 与 成 交 量 世 是 同时 诀 定 的 ,等 等 .四 此 ,合理 的 做 法 将 是 用 
一 组 联 立 方程 (simultaneous equations system) 去 搞 述 变量 之 间 的 相互 依从 关系 ,使 其 中 
的 一 组 变量 (内 生变 量 } 在 妆 定 其 余 变量 {外 生变 贡 ) 的 情况 下 同时 被 决定 . 


3.1 结构 方程 


在 联 立 方程 中 ,每 个 方程 描述 一 种 经 济 结构 , 故 联 立 方程 模型 又 称 为 结构 方程 
组 {systiem of sbuctural equationa) 模 型 ,或 简称 结构 模型 .其 中 每 个 方程 均 称 为 结构 方 
程 . 它 可 以 是 技术 性 的 ,如 生产 方程 ;也 可 以 是 行为 社 的 ,如 消费 方 程 ;还 可 以 是 定 
多 性 的 ,如 会 计 上 的 恒等式 .下 面 通 过 两 个 例子 来 表明 这 种 结构 模型 的 性 质 ,其 中 
一 个 涉及 机 截面 数据 , 另 一 个 则 涉及 时 间 序 列 数据 . 

例 + 在 市 场 经 济 中 , 女 职 工 每 周 的 劳动 时 数 和 领取 的 工资 都 是 有 一 定 变 化 
的 .从 一 个 雇主 的 观点 着, 考虑 到 职工 的 责任 感 和 连续 工作 的 重要 性 ,将 劳动 时 数 
适当 延长 ,每 小 时 劳动 的 价值 会 大 些 . 由 此 可 导出 他 所 需求 的 工作 时 数 与 他 实际 支 
付 的 工资 之 同 的 一 种 劳动 需求 关系 (3-1) 式 .而 从 一 个 职 汪 的 观点 看 ,她 愿意 提供 
的 工作 少时 数 和 工资 报酬 .家庭 其 他 收 人 以 及 抚养 的 儿童 人 数 有 关 . 直 此 可 导出 好 
的 劳动 供给 关系 (3-2} 式 ,把 这 两 方面 的 行为 合并 起 来 考虑 , 即 得 到 一 个 结构 模型 . 

需求 ; 工时 ,= + 户 工资 ; + 点 ， (3-1) 

供给 : 工时 ， = yo+ FI 工资 ， + 3 其 他 收入 + | 六 童 数 + 中 - {3-2) 

在 此 模型 中 ,工时 既是 需求 量 又 是 供给 量 ,作为 实际 了 作 时 数 , 这 两 个 量 是 在 
观测 上 等 效 (observationally equivalent) 的 ,但 在 概念 上 须 区 糙 为 工时 上 (需求 是) 和 工 
时 :{ 拱 给 量 ) ,只 不 过 工时 4 = 工时 : 而 已 .为 简单 起 见 ,{3- 昌 式 和 {3-2) 式 省 掉 了 下 
标 d 和 : ,也 就 省 掉 了 一 个 等 式 : 工 时 4= 工时 :. 

联 立 方程 模型 的 分 析 ,需要 对 变量 作 新 的 分 类 .因为 L. 时 和 工资 这 两 个 变 基 由 
系统 内 部 { 指 方程 组 本 身 ) 决 定 , 故 称 内 生 {endogenousj 变 量 , 而 其 他 收 人 和 儿 章 数 
雇 定 于 系统 之 外 , 故 称 外 生 ({exogenous) 变 
量 . 为 了 突出 需求 和 供给 两 种 不 同行 为 , 比 工时 
较 自 然 的 表达 式 是 把 工时 这 个 变量 都 放 在 
方程 的 堪 端 .事实 上 ,工时 和 工资 作为 内 生 工时 
变量 有 完全 等 同 的 地 位 的 . 

为 了 说 明 内 生变 量 工时 和 工资 是 怎样 
同时 被 决定 的 ,不 妨 考 虑 其 他 收 人 和 儿童 数 
都 取 因 定 值 的 一 组 关于 工时 和 工资 的 观 出 
值 ( 由 图 3-1 中 的 散 点 表示 ). 这 时 (3-2) 式 中 i. 

的 (其 他 收入 ) 和 (儿童 数 ) 都 是 常数 ， 图 3! 一时 工资 网 时 被 决定 
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如 果 取 干扰 (误差 ) 项 =0,s=0, 就 可 通 出 代表 (3-1) 式 利 (3-2) 式 的 系统 部 分 的 
两 条 直线 ,如 图 3-1 中 线段 I 和 .两 线 的 交点 同时 决定 了 工资 和 工时 .从 鹿 主 的 
观点 看 ,工资 越 高 ,表明 对 工作 小 时 数 的 需求 越 大 ;从 工人 的 观点 看 ,工资 越 高 , 表 
明 对 工作 小 时 数 的 供给 越 志 , 故 两 个 土 率 BI 和 7 都 取 正 什 ， 

由 于 干扰 的 随机 福 , 每 次 观测 的 结果 都 不 一 样 . 如果 第 i 次 观测 的 为 负 而 六 
为 正 , 如 图 3-1 所 示 ,那么 ,对 这 个 观测 点 来 说 ,工时 -工资 的 需求 关系 式 ( 其 截 距 和 和 
斜率 就 分 别 为 B+ uw 和 8B, 且 和 将 位 于 系统 的 需求 关系 式 的 下 方 ,其 距离 相当 于 
负数 ww. 同 理 , 对 这 个 观测 点 来 说 ,供给 关系 式 位 于 它 的 系统 关系 式 上 [之 上 .这 两 
个 关系 式 由 图 中 通过 观测 点 i 的 两 条 线段 置 和 轩 表 示 ., 在 两 线 交 点 处 ,两 个 方程 都 
泪 满 足 , 即 工时 和 工资 再 次 同时 被 决定 .对 于 其 他 的 观测 点 , 均 可 作 类 似 的 解释 . 

当 其 他 收 人 和 抚养 儿童 数 歌 另外 两 个 给 定 值 时 ,就 会 得 到 另 一 条 供给 曲线 如 
图 3-1 中 的 5. 比 如 说 , 5; 代表 有 更 密 其 他 和 收 人 和 抚养 更 多 儿童 的 女 职工 工 时 供 
给 线 , 则 不 论 现行 工资 如 何 , 她 愿意 工作 的 小 时 数 都 要 少 些 . 

例 2 根据 凯 思 斯 理论 ,一 个 简单 的 国民 收入 宏观 (总 址 ) 模 型 如 下 : 

假定 是 一 个 无 外 贸 的 封闭 经 济 系统 , 则 有 恒 等 关系 式 

Y=C+i+g. (3-3) 
其 中 ,Y 为 国民 收入 (GNP), C 为 消费 支出 ,i 为 投资 额 ,gy 为 政府 支出 .为 了 解释 其 
中 的 构成 部 分 ,通过 经 济 行为 的 分 析 , 认 为 消费 支出 是 税 后 收入 和 利息 宰 的 函数 ， 
而 投资 是 GNP 的 变化 和 利息 率 的 钞 数 .假定 函数 是 线性 的 ,有 
C=antall- cc)Y +ayt+ uu, (3-4) 
=Bot+ AAT_1+ By- 1 二 二， 立 攻 -1= 天-1- 下 -2- (3-5) 
其 中 r 为 税率 ;7 为 利息 率 ;w 和 au 代表 误 善 ;下 标 表示 时 期 ;参数 ai 表示 过 妹 背 
费 倾 向 ; 馈 代 表 投 资 可 速 作用 ,并 县 甫 料 
Oa<l,a < 让 > 站 <0- 
为 了 注 明 (3-3 式 相对 于 (3-4) 式 和 (3-3) 式 的 时 间 , 可 将 (3- 提 趟 与 为 
到 = 站 二 上 + 站 ， (3-6) 
至 于 利息 率 > 和 政府 支出 g 是 怎样 决定 的 ,就 不 再 追问 ,而 认为 是 外 生 的 . 如 果 还 
有 哪个 外 生 蛮 量 被 认为 不 是 外 生 而 需要 解释 , 则 要 为 它 再 增设 一 个 关系 式 , 从 而 把 
它 内 生化 .现在 既然 把 ” 和 8 看 必 外 生 , 方 程 (3-4)、(3-5) 利 (3-6) 就 构成 一 个 完整 
的 联 立方 程 模型 .其 中 结构 方程 的 个 数 等 于 内 生变 量 的 个 数 ( 本 例 中 都 是 3) . 一旦 
给 定 了 外 生变 量 的 值 , 即 可 通过 解 联 立方 程 组 (3 个 变 元 的 3 个 线性 方程 组 ) , 定 出 
全 部 三 个 内 生变 量 的 值 ， 


3.1.1 普通 最 小 二 来 法 与 联 立 性 偏 误 


最 小 二 乘 回 归 的 优良 性 质 BLUE 有 一 个 重要 的 前 提 假 设 , 即 解释 变量 与 误差 
无 闫 .在 联 立 方程 模型 中 ,作为 解 琶 变量 的 内 生变 量 一 般 都 与 误差 项 有 相关 关系 . 
例如 ,在 例 2 的 结构 方程 (3-4) 中 ,作为 解释 变量 的 了 ,由 于 (3-6) 式 的 关系 ,是 一 个 
凡生 变量 , 便 和 误差 w 有 关 . 车 直接 用 0LS 法 估计 结构 系数 fi, 则 这 种 居 计 不 但 不 
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是 BUE, 而 且 是 非 一 致 性 {incoansistent) 佑 计 . 这 就 是 说 ,不 管 拌 本 宗 坟 ,都 消除 不 了 
估计 的 杭 误 .为 了 确切 地 说 明 这 点 ,作为 示例 ,二 入 把 俩 2 中 的 模型 再 进一步 简化 . 

假定 投资 i 也 是 外 生 的 .这 时 (3-5) 式 可 以 略 去 ,i 和 g 就 没有 和 什么 区 别 了 ,而 
可 将 (3-6) 式 写成 


也 = (Zi+tg). {3-7) 
再 记 (3-4) 式 中 的 wo= a,aitl -z= 有 ,02 = 人 DD), 则 (3-4) 式 可 简 记 为 
C=at+A+t (3-8) 


从 而 (3-7) 式 和 (3-8) 式 构成 了 一 个 更 为 简单 的 联 立 方程 模 再 .收入 了 在 (3-8) 式 
中 是 内 生 解 释 变 量 ,但 在 (3-7) 式 中 却 是 内 生 被 解释 变 贡 .只 要 把 (3-8} 式 中 的 已 
代入 (3-7) 式 ,就 能 看 出 7 与 w 相关 ,具体 步 又 是 

Vi= 人 ta+thlt t+ 22, 
由 此 得 


2 2 
co Ft} = EI ~ ECY)]a| _ Elur) _ 


一 1 -及 
可 见闻 和 各 有 角 确 的 相关 关系 ， 
记 8 的 1S 信 计 为 人, 则 


将 (3- 中 式 代 入 上 式 得 
pe fa 十 BY, + 和 
和 


_ a jy + BO Yy + jum _ 二 于 BO 二 人 > uw 
7 > 
np al- PB) 
= p+ Dn B+ ct > 2. 
( 因 0< 8<1). 其 中 ' 必 "表示 "概率 上 趋 于 ". 可 见 人 过 大 信 计 了 8. 无 论 n 多 大 ,这 
个 过 大 的 偏 误 都 不 会 消失 ,这 种 偏 误 是 由 方程 的 联 立 性 引起 的 , 故 称 之 为 (LS) 联 立 
性 依 误 (asinpltaneity bias}. 


*。 36 ， 第 1 简 计量 经 济 


3.1.2 诱导 方程 与 间接 最 小 二 磁 法 


为 了 得 到 8 的 -~ 致 性 千 计 ,可 考 上 处 间接 最 小 二 莱 (ndirect least squares, 简 记 
1S) 法 ; 先 从 模型 中 把 待 佑 的 内 生变 量 解 出 来 ,得 到 所 请 诱导 (型) 方程 (reduced 
(form)equation) ,再 用 LS 法 佑 计 诱 导 方 程 的 系数 , 即 所 谓 倍 ( 乘 ) 数 (mutiplierj ,然后 
通过 倍数 与 结构 系数 的 代数 关系 式 , 求 出 结构 系数 .例如 ,由 (3-8) 式 和 (3-7) 式 构成 
的 结构 模型 ,从 中 消去 了, 即 解 出 和 的 诱导 方程 为 

C= ot+ HR,+ to. (3-9) 
其 中 


] - 
诱导 方程 (3-9) 的 系数 | 惯 称 倍数 . 由 于 (3-9) 式 中 的 解释 变量 ZZ 是 外 生变 量 , 与 
误 莽 项 w 无 关 , 故 可 用 01S 法 估计 参数 JT。 和 厅 . 再 由 于 1S 估 计量 启 入 的 


-至 性 ,通过 代数 关系 式 {3-10) ,将 估计 值 页 和 六 代入 16 和 盯 , 便 可 求 出 a 和 
B 的 一致 估计 . 
但 是 ,并 非 任何 模型 的 结构 方程 都 能 通过 ILS 法 或 其 他 方法 求 得 结构 系数 的 
-- 致 性 估计 ,不 乱 看 看 上 述 例 1 中 的 供给 方程 (3-2). 为 说 明 简单 起 见 ,把 供给 方程 
(3-2) 中 的 抚养 灿 童 项 划 掉 ,来 考虑 一 个 较 简 单 的 供求 模型 , 纪 


Do= Te = 中 = (3-10) 


需求 : 工时 ;= 记 + 记 工 资 ,+ 二， (3-11) 
殿 辣 ， 工时 ， = yo+t+ | 工资 ， + 其 季 收 入 ; +4， (3-12) 
注意 "其 他 收入 "是 给 定 的 外 生变 量 , 由 解 二 元 联 立方 程 的 标准 代数 方法 能 得 到 
工资 ,= 太 io+ 了 | 其 他 收入 ,+ 1,， {3-13) 
工时 ,= In + 1 其 他 收入 ,+ sar， (3-14) 
其 中 
的 -和 _ 扫 
Ho= B= yi PA 


Br- Bon 0 By 3 
di-Y >” 1 
在 {3-15) 式 中 ,只 有 4 个 了 系数 方程 ,将 无 法 确定 全 部 5 个 结构 系数 P,P 和 
Yo; 71,72. 进 一 步 的 演算 可 知 房 = Tw -Ho,Bi = JaAITn- 人 得 yo,Yi 及 72 则 无 
法 确定 .这 就 是 说 ,通过 对 诱导 方程 (3-13} 和 (3-14) 的 一 致 性 估计 ,可 得 到 需求 方 
积 53-11) 的 一 致 估计 ,但 却 得 不 到 供给 方程 43-12)? 的 一 致 估计 . 
是 否 能 从 模型 的 诱导 式 系数 (二 ) 推 出 某 一 结构 方程 所 含 的 全 部 参数 ,取决 于 
该 结构 方程 的 可 识别 性 {identifiability) .一 个 结构 方程 可 识别 ,是 指 可 通过 模型 的 诱 
导 式 的 一 致 性 估计 推算 出 该 结构 方程 的 一 致 性 估计 ;否则 , 它 就 基 不 可 识别 
(unidentifiable 或 underidentHied) 的 .就 上 而 的 供求 模型 来 说 , 击 求 方程 是 可 识别 的 ， 
而 殿 给 方程 是 不 可 识别 的 . 
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3.2 识别 问题 


一 个 结构 方程 可 和 否 识别 ,万 相 对 于 其 余 方程 的 设 定 情 总 而 言 . 如 果 对 它 的 设 定 
无 法 使 它 区 别 于 其 余 方 程 ,或 区 别 于 与 其 余 方 程 相 并 的 - -个 混合 恢 , 则 是 不 可 识别 
的 .对 不 可 识 曾 的 方程 进行 估计 将 是 无 意 习 的 .因此 ,在 等 卉 估计 方法 之 前 ,应 先 考 
虑 识别 问题 . 

盘 定 在 工时 的 供给 方程 (3-2) 中 去 掉 其 他 收 人 和 抚养 儿童 数 丙 个 外 生变 量 , 那 
公会 出 现 但 么 问题 呢 ? 这 时 结构 模型 变 为 

需求 : 工时 ,= B64+ 8 工资 ,+ uw， (3-16) 

供给 ; 工时 ;= yo+ 六 工资 , + vw;. {3-17) 
其 中 只 有 两 个 内 生变 量 , 而 无 外 生变 量 . 它 们 的 系统 部 分 的 图 形 忆 及 对 工资 -工时 
的 观测 点 如 图 3-2 所 示 . 根 据 拟 合 LS 回归 线 的 经 验 , 世 许 认为 总 可 以 圭 出 一 条 工 
时 对 工资 的 回归 线 , 然 而, 谁 能 说 这 根 线 是 需求 线 还 是 供给 线 ,或 者 是 侍 人 么 别 的 线 
卫 ? 看 来 可 不 能 .这 就 是 说 无 法 对 需求 系数 或 供 答 系数 作出 有 意 广 的 估计 , 换 言 
之 ,它们 是 不 可 识别 的 . 

假定 正确 的 供给 方程 包含 其 他 收入 一 项 ,但 不 包 合 抗 养 儿 章 数 , 则 整个 模型 变 
为 {31 日 式 和 {3-12) 式 .这 样 ,图 形 的 系统 部 分 如 图 3-3 中 更 多 的 供 答 线段 所 示 . 供 
给 线 是 诸 才 根 平行 线段 中 的 哪 一 绢 ,就 决定 于 其 他 收 和 人 的 天 小 了 ,然而 ,不 难看 出 ， 
如 果 按 照 拟 合 LS 回归 线 的 经 验 , 利 用 图 中 随 其 他 收入 而 变化 的 观测 点 ,合计 出 来 
的 回归 线 就 应 该 是 需求 线 . 像 这 样 的 情形 ,就 认为 模型 中 的 需求 方程 可 以 识别 ,而 
供给 方程 则 不 可 识别 ， 


图 3-2 ”供需 两 线 均 不 可 识别 图 3.3 需求 可 识别 ,供给 不 可 识别 
可 识别 和 下 可 识别 的 区 分 ,关键 在 仁之 她 方 ? 比较 :下 (人 3-10 式 租 ( 避 ) 式 中 

的 变量 , 便 赴 出 在 需求 方程 中 把 其 他 收入 这 个 镍 生变 攻 菲 斥 掉 是 识别 的 关键 所 在 . 
3.2.1 阶 条 件 


如 果 联 立方 程 模型 中 的 每 一 个 方程 都 可 识别 ,就 说 这 个 模型 是 可 识别 的 .要 判 
断 模型 中 某 一 个 方程 是 否 可 识别 ,一 般 都 要 用 联 立方 程 的 和 矩阵 代数 方法 才 便 于 导 
出 它 的 识别 条 件 . 这 里 从 同 ， 
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在 一 个 现实 的 结构 模 弄 中 ,必定 合 有 若干 个 内 生变 中 和 若干 个 前 定 {predeter- 
mined)( 指 外 生 和 内 生 滞 后 }) 变 量 . 一 个 方程 能 被 识别 的 关键 企 于 ;并 不 是 模型 的 全 
部 变量 都 出 现在 这 个 方程 之 中 ,那些 不 出 现 的 变量 ,内 生 也 好 ,外 生 也 好 ,都 称 之 为 
被 排斥 的 {excluded) 变 量 . 

识别 的 一 个 必要 条 件 是 ; 如果 一 个 方程 可 以 识别 , 则 被 排斥 的 前 定 变 量 的 个 数 
必须 大 于 或 等 于 它 所 会 内 生 蛮 量 的 个 数 碱 1. 这 个 必要 条 件 称 为 阶 条 件 (4order con- 
dition ) . 

如 果 上 述 阶 条 件 中 的 “大 于 "适用 , 则 该 方程 是 “过度 识 别 "(ovenidentifed) 的 ;如 
果 * 等 于 "适用, 则 方程 是 “恰好 识别 "(juat idemtified) 的 ,虽然 阶 条 件 是 必要 的 而 不 是 
充分 的 ,但 它 在 实践 中 被 广泛 地 采用 为 识别 的 评判 准则 .之 所 以 这 样 做 是 因为 满足 
阶 条 件 的 方程 很 少 是 不 可 识别 的 ,而 要 引用 充分 条 件 却 是 相当 麻烦 的 . 

现 利用 防 条 件 判 别 由 (3-fi) 式 和 (3-12) 式 构成 的 模型 .(3-11) 式 中 鹤 排 乒 的 
外 生变 斌 个 数 为 上 ,内 生变 量 的 个 数 是 2; 按 阶 条 件 ,I1=2- (, 上 改 (3-11) 式 可 识别 .但 
(3- 12) 式 不 可 识别 { 因 为 0<2- 1 

如 果 -- 个 方程 不 可 识别 ,估计 它 就 设 有 意义 .例如 , 俱 定 用 了 某 种 方法 把 (3- 
12} 式 犀 计 出 来 了 ,但 这 并 不 能 使 人 相信 所 生计 的 方程 就 是 供给 方程 (3-12), 甸 为 
如 把 (3-11) 式 和 (3-12) 式 按 革 种 方式 相 并 ,比如 按 各 击 和 0 免 的 比例 相 加 , 便 得 


工时 ;= 印字 加 4 生计 工资 ,+ 如其 他 收入 ;+ 和 二 


或 . 
工时 = oo+ oi 工资 ,+ as 其 他 收入 ;+ 赤 ;. (3-18} 


其 中 ， 
+ + ? ;二 二 
m=, = 电 二 六 oa= Fm. 


那么 ,用 同样 的 观测 值 去 估计 (3-12) 式 和 (3-13) 式 会 得 到 相同 的 结果 ,所 估计 的 系 
数 既 可 说 是 8, 也 可 说 是 .这 当 热 就 不 能 肯定 所 估计 的 是 供给 方程 了 .事实 上 (所 
估计 的 )(3- 12) 式 或 (43-18) 式 均 可 被 解释 为 供需 两 方程 的 任意 线性 组 合 ,它们 在 观 
测 上 是 等 效 的 ， 

还 可 以 从 诱导 型 系数 和 结构 型 系数 之 间 的 关系 来 说 明 这 个 识别 和 情 计 的 关系 
问题 . 如 果 一 个 方程 不 是 恰好 识别 的 ,就 不 能 从 诱导 型 系数 唯一 地 解 出 结构 型 系 
数 . 当 它 是 不 可 识别 时 ,无 解 ; 而 当 它 是 过 度 识 别 时 ,有 多 个 解 ; 饮 当 它 是 恰好 识别 
时 , 才 有 唯一 解 .这 时 才 好 用 1IS 法 . 


3.2.2 秩 条 忻 


如 上 所 述 , 阶 条 件 仅 是 可 识别 性 的 必要 条 件 而 非 充分 条 件 . 例 如 需求 方程 (3- 
11) 之 所 以 满足 内 条 件 ,是 因为 它 不 含有 供给 方程 (3-12} 式 所 含 的 "其 他 收 人 “项 ， 
但 可 识别 性 的 实现 ,还 需要 供给 方程 中 “其 他 收入 ”项 的 系数 ?2 不 为 零 (也 就 是 仅 
当 * 其 他 收入 ”项 不 仅 有 可 能 而 且 确 实 出 现在 供给 方程 之 中 ) 才 能 保证 . 

为 了 便于 下 面 的 叙述 , 令 
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时 = 模型 中 内 生变 量 的 个 数 ， 

m= 某 特定 方程 中 内 生变 芝 的 个 数 ， 

天 = 模型 中 前 定 变 量 的 个 数 ， 

上 = 某 特定 方程 中 前 定 变 量 的 个 数 . 

某 特定 方程 即使 满足 阶 条 件 , 即 

K-kezm-1, 

仍 有 可 能 因为 (出 现在 模 于 中 但 不 为 该 方程 所 含有 的 ) 那 些 (K -上 个 ) 被 排斥 的 前 
定 变量 不 全 是 独立 的 ,致使 结构 型 系数 {让 和 诱导 型 系数 ( 订 ) 之 间 浴 有 一 一 对 应 关 
篆 , 而 不 可 识别 .下 面 给 出 的 鞭 条 件 则 是 可 识别 性 的 充分 针 必 要 条 忻 . 

秩 条 忻 Crank condition) :在 舍 村 个 内 生变 量 的 市 个 联 立 方程 模型 中 , 某 一 方程 
是 可 识别 的 . 当 昌 公 当 模型 所 含 而 该 方程 所 不 含 的 变量 (出 生 或 前 定 ) 的 系数 矩阵 
能 提供 至 少 一 个 (4M - 1) x (时 一 1) 阶 的 非 零 行列 式 ， 

为 了 说 明 秩 条 和 件 的 应 用 ,下 面 以 如 下 的 一 个 人 为 的 (好 = 4, 天 = 3) 联 立方 程 组 
(3-19) 式 ~ (3-32) 式 来 说 明 ,其 中 了 和 天 分 别 代 表 内 生 和 和 定 变 量 ， 


ty — Bio -BaYs— BaFy— YhnRi = Ht 3-19) 
f — Pm -Bak Ya — Yn Xz = tty? (3-20) 
F3. — Bn — Pa Fs — Fa 一 YY 于 = tar (3-21) 
Ya — Pio — Ba Tr ~ Paz Y2 — Ya = Lr (3-22) 
为 了 重 于 判断 ,可 将 方程 组 烈 成 一 个 明显 的 表格 形式 , 见 表 3-1. 
表 3-1 


一 二 定 扎 


运用 阶 条 件 , 容 易 判 知 每 个 方程 都 满足 阶 条 性 . 现 青 按 秩 条 忻 作 进一步 的 判 

断 . 考 虑 到 第 一 个 方程 (3-19) 式 , 它 不 省 变量 ,和 和 站, 为 使 该 方程 能 被 识别 ， 
必须 能 从 该 方程 所 不 包含 而 又 为 其 余 方 程 所 包含 的 变量 的 系数 矩阵 中 ,至 少 划 出 
一 个 3x3 阶 的 非 零 行 列 式 来 .为 此 , 先 将 对 应 于 方程 (3-19) 的 一 行 系数 划 掉 ,再 将 
相对 于 {3-19) 式 来 说 是 非 零 的 列 划 掉 .把 剩 下 的 系数 矩阵 记 为 4, 有 

0 -yy» 0 

‘| 一 Yn 用 | 

! 90 — 74 

从 站 只 能 构造 出 唯一 的 一 个 3x3 行 列 式 
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0 -yx 0 
0 -Ys 0 
1 0 — Ya3 
由 于 det4 =0, 即 4 的 秩 小 于 了 3, 因此 方程 不 满足 获 条 件 , 从 而 判 知 它 不 可 识 曾 . 
det4d = 表明 4 的 行 或 列 并 非 线 性 独立 ,这 意味 着 变量 了 ,和 XX 之 间 存 在 某 种 
数值 关系 ,致使 没有 足够 的 信息 能 教 人 从 已 知 的 诱导 型 系数 推算 出 结构 型 系数 来 . 
一 般 地 ,常用 秩 条 件 判 别 一 个 方程 是 不 是 可 识别 的 ; 如 果 可 识别 , 则 用 阶 条 件 
进一步 判别 是 恰好 识别 还 是 过 记 识 草 ， 
-* 个 恋 贡 被 排 斥 在 一 个 方程 之 外 ,也 可 说 成 这 个 变量 的 系数 被 约束 为 答 . 除 了 
利用 这 种 零 约束 来 判断 可 识别 性 外 ,还 可 异 助 于 许多 其 他 的 约束 形式 ,如 对 系数 的 
线性 或 非 线性 约束 ,对 误差 项 的 约 东 等 ,来 确定 一 个 方程 是 徊 可 以 识别 ， 


3.3 估计 方法 


联 立 方程 的 估计 方法 可 分 两 类 :一 类 是 单一 方程 方法 ,多 称 有 限 信息 法 (limited 
information methoxds) ; 另 一 类 是 方程 组 方法 (system methords), 又 称 完 全 信息 法 (6l- 
information methods) .简单 地 说 ,前 者 就 是 对 方程 组 中 的 每 一 个 方程 个 别 地 进行 估 
计 , 只 考虑 该 方程 所 受 的 约束 ,而 不 问 其 余 方程 受到 什么 限制 ; 拓 者 则 适当 考虑 方 
程 组 中 每 一 道 方程 所 受 的 药 束 ,同时 并 举 地 帖 计 全 部 方程 ,例如 , 设 模型 由 (319) 
式 ~ (3-22) 式 组 成 ,如 果 要 估计 (3-21) 式 ,单一 方程 法 仅 要 求 青 到 该 方程 不 依 内 和 
双 3 ,而 未 问 其 他 方程 如 何 .方程 组 法 则 要 兼 闫 其 他 方程 所 受 的 限制 ,如 方程 (3-19) 
中 不 合计 ,无 和 庆 , 方 程 (3-20) 和 (3-22) 中 又 不 合 什 么 ,等 等 .当然 ,还 可 能 有 方程 
与 方程 之 间 { 比 方 说 ,误差 项 与 误差 项 之 间 ) 的 约束 条 件 ,等 位 . 明 然 方程 组 法 有 信 
息 方 面 的 优越 性 ,实际 上 上 却 很 少 应 用 .其 原因 一 方面 是 计算 复杂 (特别 是 大 型 的 宏 
观 计 基 经 济 模型 动 辑 色 含 数 百 个 方程 ), 另 一 广 面 是 信息 上 的 优越 性 是 建立 在 模型 
设 定 的 正确 性 基础 之 上 的 .一 旦 模型 设 定 有 误 , 哪 怕 是 一 道 方程 或 一 个 约束 条 人 忻 有 
误 ,都 会 影响 全 部 计算 的 效果 ， 

基于 上 述 考 虑 ,下 面 将 着 重 介绍 单一 方程 法 中 的 主要 方法 一 一 二 段 最 小 二 入 
{two stage least squares) 法 ， 


3.3.1 二 段 最 小 二 来 法 


为 了 消除 用 OLS 法 直接 估计 结构 方程 的 联 立 姓 搞 误 ,方法 之 一 有 是 用 HS 法 .但 
当 结 构 方程 为 过 度 识 别 情形 时 ,ILS 无 法 给 出 结构 系数 的 崔 … - 解 . 为 克服 这 一 
巴 斯 曼 (1R.L. Basmann) 和 秦 尔 (H.Theil) 设 计 了 二 段 最 小 二 胶 1[SLS} 法 .此 法 至 今 是 
人 和 们 估计 联 立 方程 模型 最 常用 的 方法 . 它 的 思想 方法 是 , 先 几 LS 法 把 结构 方程 右 
迪 的 每 一 个 内 生 解 释 变 最 换 成 一 个 与 误差 项 无 关 的 替代 变 碾 ,然后 再 用 色 法 去 个 
计 其 结构 系数 .具体 地 党, 假定 整个 方程 组 的 全 部 前 定 变 基 二 2,; 223,…, 各 ,表姐 
定 待 徒 的 结构 方程 队 去 左 端 有 一 个 内 生变 贡 外 , 右 问 还 含有 出 生 解 释 变 生 YY,， 


detd = 
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“"", .这 时 ,需要 用 1s 法 求 每 个 V(r= 1l,2,°, 5) 对 全 部 前 定 变量 Zl; By, 2 
的 回归 方程 . 记 所 求 得 的 1S 回归 系数 为 2 尼 , ,让 , 则 了 的 蔡 代 变量 就 是 
他 = 站。+ HZ i (3-23) 

可 见 ,人 ;是 利用 了 的 诱导 方程 估算 出 来 的 

假定 模型 由 (3-1) 和 (3-2) 两 式 构成 ,其 中 (3-1D) 式 可 识别 , 现 以 (3- 日 式 为 例 ， 
它 的 TSLS 步骤 是 : 

{1) 写 出 工资 的 诱导 方程 

工资 ， = lo+ I 其 他 收入 ， 十 了 儿童 数 ， + ti:, 

用 IS 法 估计 诱导 方程 得 


工资 ,= 语 + 合 其 他 收入 ,+ 个 儿童 数 ， (3-24) 
(2) 将 工资 , 代入 (3.0D 式 中 的 工资 ,, 因 工资 , = 工资 , + 公 , 故 
工时 ;= 名 + 局 工资 ， + i , 


其 中 ?= 志 + 有 ;再 用 LS 法 估计 尼 系 数 ， 

在 (3-23) 式 或 (3-24) 式 中 ,由 于 前 定 变量 Z 0 = 1,2.…,#) 与 全 部 误差 项 无 
关 , 厅 又 是 互 的 一致 性 估计 ,从 而 了 可 基本 上 视 为 诸 2 的 线性 组 合 , 故 可 认为 了 
与 误差 项 奖 近 无 关 . 这 样 就 说 明 TSLS 法 估计 的 一 致 性 . 

事实 上 ,TSLS 法 是 一 种 工具 变量 法 (参看 2.1.2 节 ) . 衣 面 说 以 六 作为 了 的 替 


代 变 量 , 其 实 是 用 和 作为 工具 变量 .为 了 易于 说 明 ,不 芒 用 年 阵 符号 把 模型 的 第 一 
个 结构 方程 写 为 

y= YB+ 是 1 了 十 中 。 
其 中 了 ， Fi ,是 第 - -个 结构 方程 所 含 的 内 生变 基 ( 非 滞后 ); xX 是 它 所 售 的 前 定 
变量 . 第 " 跨 1S 是 求 Y, 中 每 一 内 生变 量 对 模型 中 的 全 部 前 定 变量 的 LS 回归 ,得 


= A = KCOXTE) -TY ， 


为 模型 的 全 部 前 定 变 世 ， 
第 二 段 IS 是 求 了 对 人 和 充 | 的 愉 回 归 , 即 
| | 0] -| | (3-25) 
XT XTX Xiy 


其 中 [ 。] ,或 记 [ 。s] ,是 [ ?] 的 TSLs 估 计量 


车 记 工 = [了 ,=[ XL 和 6 = 了 Pr 和 则 有 
ZT Zr = ZTy, 
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然而 ,可 以 证 明 
T= 人 Tz, 
破 
Zriia=7 TZ = 人 "Ty, 
上 是 得 og=( 人 TZ) -12 Ty. 
对 有 照 (2- 13) 式 , 便 知 Z 是 工具 变量 ,可 以 证 明 ,在 一 些 慰 准 的 条 件 下 ,TSLS 估 
计量 gaT=[B YY 的 渐 近 方差 


| 了 (TY no] 可 
XTY¥, I, 
其 中 
n—m—k+ 
m = 方程 所 含 内 生变 量 个 数 , 上 = 方程 所 售 前 定 变量 个 数 . 
注意 :上 式 右 映 的 内 生 和 解释 变量 是 Y 而 不 是 全. 
需要 指出 , 仅 当 识别 的 必要 条 件 成 立时 ,才能 从 正规 方程 (3-25) 式 解 出 []， 


在 说 好 识 黑 的 情形 下 ,TSLS 无 异 于 ILS. 
究竟 0LS 和 TSLS 相差 密 天 ? 实际 计算 表明 ,有 时 OLS 和 TSLS 的 司 计 结果 十 


分 相近 ( 对 和 高 度 相关 ) ,但 有 时 又 差异 较 大 .那么 ,到 底 有 证 有 必要 作 TSLS 佑 
计 ? OLS 估计 是 否 会 比 TSL5 估计 更 好 ? 这 些 问题 都 是 难于 上 明确 回答 的 . 当 铬 重 共 
线性 较 强 时 ,两 种 估计 方法 都 有 较 大 偏 误 .但 当 抽 祥 波 动 较 大 ,不 宜 只 考虑 估计 方 
法 上 的 偏 误 时 ,OLS 可 能 在 革 些 情况 下 优 于 TSLS, 然 而 ,更 多 的 迹象 表明 ,TSLS 是 
更 为 可 取 的 方法 , 若 计算 条 件 多 许 , 应 尽 可 能 使 用 ,或 者 把 O1S 和 TSLS 的 估计 结果 
并 列 出 来 ,让 起 者 去 评比 ,选择 . 


3.3.2 遂 归 系统 


有 --- 种 特殊 的 同时 也 是 重要 的 联 立 方程 模型 ,可 以 避免 复杂 的 估计 和 识别 问 
题 ,这 就 是 所 谓 递 归 {recursivej 系统 .在 这 个 系统 中 ,可 以 把 方程 排 成 这 样 的 磊 序 : 
前 面 出 现 的 内 生变 量 依赖 于 后 来 出 现 的 内 生 恋 量 ,而 后 来 的 却 不 依赖 于 前 面 的 . 换 
名 话说 ,因果 关系 是 单 回 的， 
例如 ,两 个 方程 
Y=BtAX+u, (3-26) 
R= 0+ YS+v, (3-27) 
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其 中 ,了 ,为 内 生变 量 ,2 为 外 生变 量 .方程 (3-26) 式 表明 ,了 依赖 于 三 ,而 方程 (3- 
27) 式 表明 工 不 依赖 于 了 . 如 再 假定 其 中 的 误差 项 w 和 w 不 相关 ,就 可 看 出 元 和。 
不 相关 ,从 而 0LS 适用 于 估计 每 一 方程 ,而 且 没 有 识别 问题 ， 
相对 于 递归 系统 来 说 ,平常 说 的 联 立 方程 模型 天才 属于 一 种 相依 系统 (interde- 
pendent system) .在 递归 系统 中 内 生变 量 之 间 的 关系 是 单 向 的 ,而 在 相依 系统 中 内 
生变 量 之 间 的 关 隶 是 双 回 的 . 
六 了 把 浊 司 系 宽 雪 计 中 人 般 ， 可 把 它 的 形式 适 1 扩充 ,如 
= Bo+ Yooat+t FBat+ ZIYI+ di, 
ye Ya + ZYy 十 Has 
3= Pw + L373+ Lt 
其 中 ,为 内 生变 量 , Zz 为 外 生 或 前 定 变量 . 
eof Wi: 2) = OVC LL hs) = Go ba, Ly) =0. 
还 可 把 ,2Z 看 做 向 量 , 并 且 每 个 所 售 元 素 全 不 相同 ,自然 ,8,Y 和 "= 也 都 
是 相 适 (eonfornable) 向 量 .于 是 每 一 方程 代表 一 个 方程 组 ,作为 整个 模型 的 一 个 分 
块 ,而 整个 模型 就 成 为 一 个 分 块 递归 {block recursive} 系 统 : 前 面 分 块 的 内 生变 量 依 
赖 于 后 面 分 块 的 内 生变 量 ,但 后 面 的 不 依赖 于 前 面 的 ,这 样 就 能 把 由 联 立 性 引起 的 
咎 计 和 识别 问题 限于 每 个 分 抉 之 内 ,分 块 之 间 恒 没有 联 立 性 所 带 来 的 麻烦 的 估计 
和 识别 问题 了 . 


3.3.3 “外 生性 "检验 


在 联 立 方程 模型 中 ,外 生变 量 和 内 生变 量 的 区 分 ,是 估计 和 识别 问题 的 关键 所 
在 .传统 的 计量 经 济 模型 设计 者 ,对 外 生 和 内 生变 量 的 分 类 ,是 凭 先 验 知识 作出 判 
断 的 .即使 模型 的 设计 者 受到 某 种 经 济 理论 观点 的 指引 . 也 会 因 观 点 的 不 同 而 对 变 
量 作出 相 异 的 分 类 .为了 提供 一 种 客观 的 判别 准则 ,下 面 介绍 一 种 * 联 立 性 "检验 ， 
它 是 豪 斯 量 {J.A,. Hausamann) 模 型 设 定 检验 的 一 个 应 用 . 
假定 一 个 含有 3 个 方程 的 联 立 方程 模型 ,其 中 有 3 个 内 生 恋 量 由, 丈 和 中 及 
了 个 外 生变 量 -| , 碟 。 和 和 在 3， 并 且 第 一 个 方程 是 
Y=P+PY+tBY+t ad+t W,. (3-28) 
为 了 判断 可 否 用 OLS 法 估计 (3- 欠 ) 式 , 需 确定 二 和 工 可 否 当 作 “ 外 生 " 变 量 处 理 . 
为 此 ,可 通过 诱导 方程 ( 像 做 TSLS 的 第 一 段 IS 那样) ,得 到 六 和 为 的 1IS 佑 计 多 
和 侈 ,然后 利用 这 两 个 估计 量 数 如 下 的 LS 回归: 
Y=B+p th aT t+ y+ wp (3-29) 
以 检验 假设 珊 : j = y=00 可 用 下 检验 ). 如果 负 被 拒绝 ,就 认为 hh 和 不 能 被 
看 做 “外 生 "; 反 之 ,如果 接受 三 ,就 把 1 和 六 看 做 “外 咎 ”， 


上 述 方法 的 逻辑 性 在 于 :通过 对 诱导 式 的 估计 可 得 Y= 了 + ey(j=2,3), 其 中 
人 为 诱导 方程 的 LS 误差 估计 .了 , 作为 外 生变 量 的 线性 组 合 ( 渐 近 意 义 的 ) ,将 与 误 
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差 wi 无关. 若 将 $= 售 + 8 代 人 (3-28) 式 徐 如 下 的 回归 : 
=pBotpBF +hF y+ ak t+ Ae + A + dl. (3-30) 
(其 中 B= ,j=2,3), 并 通过 检验 本 := ala= 人 而 认为 4 三 入 3 二 口 , 蓝 ( 比较 13- 


28} 式 和 {3- 30) 式 ) 可 将 了 和 帘 同 它 和 家 , 亦 即 视 同 “ 外 生 ”, 可 以 证 明 , 对 (3- 
29) 式 检验 矶 :ya = 7 =0, 渐 近 等 效 于 对 {3-20) 式 检验 所 :4;= 49=0( 其 中 = 
= 1) ,但 通过 (3-29) 式 后 检验 更 为 有 效 . 


3.4 模拟 与 预测 


-个 涉及 不 同时 期 的 内 生变 量 的 结构 模型 如 3.1 节 例 2, 具 有 描述 每 一 个 内 生 
牵 蕙 的 时 间 走 道 的 功能 ,可 用 于 预测 性 一 内 生变 量 的 未 来 悄 形 , 为 此 ,可 通过 解 联 
立 线 性 方程 组 的 方法 ,将 其 结构 方程 转换 为 诱导 方程 
Y= Hotfig+ fant Dor tHaY-t+HsY,_2+elr, 
I: = Han+ fg+ Hyrt Horn_yt+ HuyYl+ Hw 2+€&y, {3-31) 
i= [w+ Hag t+ Hr t+ Ian_i+ [a+ HyY_2+ ey 
其 中 ,Ho= (oo0+ BoB, = ,T= od, Hn= Pd, Nu= - Hs=A6,6=1Al- 
aitlt -<r)), 余 类 推 ,eyeaysy 和 是 由 和 vw, 的 线性 组 合 . 
从 预测 的 角度 考虑 ,在 诱导 方程 中 ,除开 端 一 个 内 生变 量 外 , 石 端的 变量 都 是 前 定 
变量 , 砍 从 右 端 预测 左 端 ,可 以 说 是 "真实 "的 预测 , 对 比 之 下 ,在 结构 方程 中 , 央 寂 
及 从 右 端 的 内 生变 量 到 左 端 的 内 生变 量 的 推算 ,而 右 端的 内 生变 量 又 不 能 事先 给 
定 , 故 属 于 一 种 理论 上 的 "预测 ”. 

凡是 已 估算 出 来 的 结构 方程 ( 指 其 结构 系数 已 被 估算 出 来 } ,不论 用 什么 证 算 
方法 , 均 称 模拟 方程 .从 模拟 方程 组 解 出 内 生变 量 ,无 异 于 从 结构 方程 解 出 诱导 方 
程 .但 这 时 诱导 方程 的 系数 有 了 有 具体 数值 (从 结构 式 的 系数 值 推算 诱导 式 的 系数 值 
总 是 可 能 的 ). 于 是 ,对 给 定 的 外 生变 量 值 ,并 令 干 扰 项 =0, 即 可 对 解 出 来 的 内 生 蛮 
量 进 行 预测 . 若 把 外 生变 莉 厦 佑 政策 变 世 ,通过 预测 便 可 进行 政策 性 分 析 . 

人 是 ,诱导 方程 主要 适用 于 组 期 预测 .因为 ,一 般 来 说 ,--: 个 诱导 方程 除 含有 外 
生变 量 外 ,还 会 富有 不 同 内 竺 变量 的 沾 语 新 . 例 如 消 费 CC 的 活 导 式 中 含有 TY 的 沸 
后 项 ,为 了 分 析 € 如 何在 外 生变 量 的 影 响 下 发 生变 化 ,不 免 还 挫 杂 蔷 最 近 、 过 去 的 
7 的 影响 ,而 不 能 纯粹 地 看 到 外 生变 量 对 的 连续 影响 . 为 了 描述 外 生变 量 的 某 
种 时 间 走 道 如 何 影 响 C 的 时 间 走 道 ,还 需要 把 诱导 方程 转 措 成 除 含有 外 生变 量 外 
仅 言 过 这 一 个 内 生 恋 量 及 其 澡 后 项 的 形式 .现在 ,T 的 诱 异 式 怡 好 是 这 种 形式 , 即 
除外 生变 量 外 ,只 了 本 身 及 其 河 后 项 .下 面 就 拿 它 来 做 模拟 试验 和 预测 分 析 . 

例如 , 若 想 知道 如 果 政 府 从 了 时 期 起 增加 100 亿 元 的 开 芭 会 对 国民 收入 产生 
什么 影响 ,不 妨 把 (3-31) 式 写成 差分 形式 . 记 AFE = 和 -下 -可 得 

AY, = Ag + oAr + aAr +ITAF + saAY,.». (3-32) 
为 了 便于 说 明 ,固定 r 不 变 , 即 Ar =Ar_i=0, 则 (3-32) 式 就 简化 为 


4 定性 与 限 值 应 变量 :45 ， 


T= HS + at _1+ HsAY_2. (3-33} 
设 政府 在 时 期 :+ 1 增加 开支 4= 100 亿 元 , 且 以 后 一 直 保 持 这 一 新 的 开支 水 平 , 即 
Ag i=d, Ar yy=Ar = = (3-34) 


(3-34} 式 代表 外 生变 量 g 的 一 种 时 间 走 道 .设想 g 和 + 在 过 去 是 够 长 的 一 段 时 
间 里 保持 不 变 , 议 致 了 能 稳定 在 茶 个 不 变 的 均 隐 水 半 上 , 即 A = AY.=Ak.-.; 
=…=0, 那 么 ,由 (3-33) 式 知 ,d 对 国民 收 大 的 倍数 效应 中 

在 时 期 ++ 1,A 贡 = nd, 

在 时 期 1: +2,AY ,2= AY ,+ HstY = Hallyd. 

在 时 期 :+ 3,AY. ;3= HuhY.2+ TsAY = (Hi + sln)d, 


由 此 得 
即 期 倍数 i; 
中 期 倍数 a, + sn; 
长 期 倍数 H+ H+ fn + sf +. 
这 些 倍 数 说 明了 增加 政府 开支 #4 = 100 亿 元 对 国民 收入 在 不 同时 期 的 影响 . 
方程 (3-31} 式 除外 生变 量 外 ,只 会 一 个 内 生变 量 了 的 过 去 和 现在 -这样 的 方程 
称 为 基本 动态 方程 {furdamental dynamic equation) ,为 了 了 和 解 外 生变 量 对 某 一 内 生变 
基 的 悦 数 效应 ,就 需要 导出 相应 于 这 个 内 生变 量 的 基本 动态 方程 . 
把 {3-31} 式 写成 
Y.-Hak_i- HsY.2= /gr) + er 
其 中 ARgry= Ho+ 机 + zr + sn- 这 是 一 个 . 阶 差 分 方程 ,其 自由 项 为 
gg:r) .可 以 证 明 , 对 线性 联 立 方程 模型 来 说 ,每 一 内 个 性 明 的 基本 动态 方程 都 有 
同样 的 齐 次 部 分 ( 指 方程 左边 的 了 系数 ), 所 不 同 的 仅 是 月 由 项 . 例如 ,投资 的 基本 
动态 方程 是 
+ 
对 消费 也 是 如 此 .所 以 它们 都 有 共同 的 动态 特征 . 
还 可 以 通过 对 参数 的 适当 改动 ,做 其 他 方面 的 政策 分 析 . 例 如 ,根据 理论 分 析 
或 实际 计算 ,如 预期 某 项 碱 税 措施 会 起 到 提高 边际 消 绽 航向 名 的 效果 ,就 可 作 减 
税 前 和 减 税 后 两 个 模拟 试验 以 资 比较 ,看 结果 是 否 和 预期 的 相 -- 致 . 


4 定性 与 限 值 应 变量 


在 统计 调查 中 , 常 遇 和 到 定性 (qualitative) 或 限 值 应 变 域 (imited dependent vani- 
ahles) 问 题 . 如 某 家 庭 是 否 购买 某 一 商品 ; 某 人 是 否 接受 多 职位: 某 家 庭 对 耐用 消 
费 品 的 开支 要 么 是 .- 大 笔 钱 ,要 么 等 于 零 ,而 不 是 一 个 连续 变 基 .又 如 , 基 一 戏院 的 
门票 销售 量 受到 戏院 座位 的 限制 ,一些 商品 的 买卖 有 时 受到 限量 和 中 价 的 约束 ,等 
等 .从 加 世纪 辑 年 代 前 后 开始 , 随 着 家 计 调 查 数据 的 上 泛 收集 ,如 何 建立 定性 或 
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限 值 应 变量 异型 ,对 人 们 的 这 些 买 卖 或 选择 行为 作出 解释 ,已 成 为 近代 计量 经 济 学 
发 展 的 一 个 活跃 的 研究 领域 . 


4.1 线性 概率 模型 


设想 一 个 家 庭 英 或 不 买 一 件 耐用 消费 品 如 洗衣 机 ,与 它 的 收入 有 关 . 买 或 不 严 

可 直 - 一 个 虚拟 变量 ( 即 (0,1) 变 量 ) 来 表示 . 现 考虑 -一 个 简单 船 回归 模型 
Y=aetitwu, i=1, ,rn, {4-1) 
其 中 ,= 家庭 收 人 ; 
yo f ( 若 购买 洗衣 机 )， 
0 【〈 若 不 购买); 
& = 随机 干扰 . 
如 假定 ”E(w) =0, 便 有 条 件 期 望 
FYIX) = a+ BY,. 
这 个 期 看 值 可 以 解释 为 收入 等 于 天 的 家 庭 购买 许 衣 机 的 概率 .假定 买 和 不 买 的 概 
率 分 别 为 
PiF=1)=fH 和 PP(F=0)=1-1i., 
就 知 的 期 望 值 
Et{F)=1:1+0:(1- 0)= HH.. 
模型 (4-1) 也 因此 称 为 线性 概率 模型 (hinear probability medel) . 长 中 自 变 量 并 不 限于 
i 个 ,可 将 多 推广 为 向 量 ,而 将 a + 有 BX, 写 为 打 半 ,显然 ,在 此 模型 中 ， 
Og F(T IX) El. 

在 a 和 8 的 估计 间 题 上 ,普通 最 小 二 剧 法 将 会 遇 到 一 些 因 难 : 

(1) gm 不 基 正 态 分 布 . 

因 = Y- a- APY, 故 它 只 取 两 个 值 : 

当 Y=l 时 ,uw =l-a- Rs 

当 其 =0 时 ,点 = - a- A. 

{2) mm 有 异 方 差 性 ， 

为 了 使 E(wm) =0, uw 的 概率 必须 是 

当 为 -a- BX 时 ,其 概率 为 1-a- PX=1- 

当 目 为 1-a- 名 时 ,其 概率 为 w+ BX = 了,. 


因此 ， 
var( ww = Ca) 
= a A a AX) + a- BY(a+t RX) 
=.(1 — 1,}, 
将 随 而 变 . 


(3) 存 实际 佑 计 中 不 能 保证 总 = 成 于 1 天) 的 个 计 
FF =a+pBL 
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确实 落 入 区 间 避 ,t .这 是 估计 的 真正 困难 所 在 .如果 用 OIS 法 估计 线性 概率 模型 ， 


不 仅 会 出 现 个 <0 或 个 > 1 的 情形 ,而 且 拟 合适 度 低 , 判定 系数 大 多 在 0.2-0.6 
之 间 . 


4.2 氢 率 单位 与 对 数 单位 


解决 线性 概率 模型 估计 问题 的 较 好 办 法 ,是 把 a + BX, 换 成 基 种 概率 单位 .不 
妨 把 a + 所 ; 写 成 更 一 般 的 向 量 形式 二 污 , 以 包括 多 个 解释 变量 的 情形 . 设 对 应 于 
PTX ,Y= 1! 的 概率 为 

PLY=1})= ,= F(X), 
要 求 变换 六 有 以 下 两 个 性 质 是 自然 的 , 即 
| 严 (PTE |, 
| 看 “ 呈 
FF (PX)0. 
癌症 
而 这 正好 是 任何 适当 的 连续 的 累积 概率 分 布 函数 的 应 有 性 质 . 故 作 为 变换 严 , 原 则 
上 可 选用 任 有 概率 分 布 攻 数 .但 在 实际 应 用 中 ,大 网 选 册 正 态 分 布 或 者 轴 辑 斯 带 
(]ogistic) 分布 丽 数 , 若 修 定 严 为 累积 正 态 分 布 嚼 数 , 即 


FBx) = BFE) = | en-iep(- Edr. (4-2) 
这 种 变换 称 为 概率 单位 (probib 或 正 态 单位 (nommib 模 型 .但 它 不 是 一 个 封闭 形式 而 
不 便于 分 析 运 算 . 现 假定 护 无 的 分 布 曲 线 是 选辑 斯 蒂 曲 线 . 即 
ep 三 I 


{I: = 


1 + ef Le 
、 {4-3) 
这 策 是 -个 封闭 而 又 接近 正 态 的 形式 ,而 和 且 不 论 五 怎样 空 化 , 均 能 保证 0< 左 < 1. 
于 是 ,容易 推出 


mn (和 ) = Px 

(4-4) 
即 了 和 1- I; 这 两 个 概率 之 比 的 对 数 ,或 称 对 数 单位 (logit) ,正好 是 X 和 月 的 线 
性 函数 . 变换 (4-3) 式 或 函数 形式 (4.4) 称 为 对 数 单位 模型 


4.2.1 广义 最 小 二 素 法 


如 果 存 在 对 万 重复 观测 的 数据 , 便 可 对 对 数 单位 模型 做 GLS 回归 估计 如 下 : 
为 了 估计 及 ,将 (44) 式 写 为 


(1) -any (4.5) 
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假定 对 相同 的 万 作 过 次 重复 观测 ,其 中 有 次 下 = 1, 就 可 把 样本 比值 wm = 去 


作为 总 体 比值 1 的 近似值 .可 以 证 明 , 当 n.( 对 不 同 的 沾 均 较 大 且 每 次 观测 结果 可 
视 同 二 项 式 变 大 那样 独立 地 分 布 时 , uw 渐 近 于 正 态 分 布 , 即 


1 
uu~ 0mir a) (4-6} 
于 是 ,在 估计 中 用 pi 代替 (4-5) 式 和 (4-6) 式 中 的 品 , 对 {14-5) 式 做 GLS 回归 估计 ， 
可 以 收 到 大 样本 渐 近 有 效 估 计 之 效 . 

概括 起 来 ,如 单 存在 对 瑟 适 当 划 分 的 五 的 较 和 多 重复 的 观测 数据 , 较 好 的 估计 
方法 将 是 

(D 从 样本 比率 p 计算 样本 对 数 单位 in( 二 】. 

(2) 用 疡 代替 (mail - 开 )) -中 的 卫 ,, 用 (nipy(1 一 p,)) 中 通 乘 (4-5) 式 ,然后 
对 有 做 LS 估计 . 

类 位 地 ,可 对 probit 模型 做 GLS 估计 .所 不 同 的 仅 是 按 昱 果 积 正 态 概 率 分 布 作 
变换 .例如 , 抬 =[Bi 2], 计 =[1 读 ]. 先 按 下 面 的 美 系 式 把 1 换算 成 所 谓 效用 指 
数 futility index) 让 : 

=D)= B+ BL. 
由 于 pi 是 开 ; 的 样本 估计 值 ,用 p; 代替 五 时 上 式 可 写 为 
六 = 一 ( 站)= 记 二 记 厂 ， 
然后 利用 实测 的 和 所 撞 算 的 六 对 六 = 训 + 记 计 + 志 敌 GS 估计 . 
由 于 
2 -U1) 
“ng 


其 中 砚 是 对 应 于 更 -!(p) 的 区 值 ,应 用 时 取 其 样本 估计 az? = 呈 


4.2.2 孔 大 位 然 法 


如 果 扇 少 适当 分 组 的 重复 观测 数据 (这 是 较 带 见 的 情形 ), 则 家 采用 最 大 和 似 然 
《ML 法 ,把 每 次 观测 视 同 伯 努 利 LD. Bernoulli) 试 验 ( 即 二 项 式 分 布 中 的 一 次 抽样 })， 
其 成 功 概 率 为 FOBTX}),n 次 独立 观测 移 联 合 概率 分 布 PP 或 似 然 函数 上 为 


POY= ,b= =)= To- reprx)) |] reprx) ， 
Li r=1 
或 
5 = [TE FPO FOBTAOT. 


n={ (车 成 功 (购买 )); 
”0 {车 不 成 功 ). 


取 对 数 得 
inL = SplnF(pTX) + Cl- Fnfl - FBTEY)!. 
其 最 大 化 的 -- 阶 条 件 为 
= SIE: (1 - 由 六 入 1% = 0. 
其 中 了 是 下 的 导 函 数 ,下 标 i 表明 函数 依赖 于 变量 六 . 


最 大 似 然 估计 鞋 及 其 信息 矩阵 的 计算 是 比较 麻烦 的 {常用 办 民法 ). 但 现在 引 
利用 计算 机 程序 软件 ,如 SAS,RATS 等 来 计算 ,还 包括 对 异 户 差 性 进行 校正 . 


4.2.3 边际 效应 分 析 


一 个 在 分 析 上 要 注意 的 问题 是 ,尽管 logit 和 probit 模型 的 计算 结果 会 给 出 很 
不 相同 的 8 估计 秆 .但 从 肥 辑 斯 蒂 曲 线 和 正 态 曲 线 的 近似 程度 看 ,两 者 的 什 率 系 
数 ( 即 xX 的 变化 对 荆 的 边际 效应 ) 会 是 差不多 的 .不 妨 拿 这 两 个 模型 同 线性 概率 模 
型 (LPM) 比较 -- 下 : 


LPM: I., = BTX., dF 


dX = P: 


logits = (+ eH), PBA- I) 


probit: ,= BBX), TE = (BX) 
为 了 分 析 边 际 效应 ,对 logit 模型 来 说 ,要 计算 如;(1 - 1) ,实际 上 由 忆 :(1 - 
pi) 来 符 代 ;对 probit 模型 来 说 , 则 要 计算 层 (BX,); 但 对 LM 来 说 ,用 就 是 它 的 斜率 
系数 (或 边际 效应 )， 


至 于 怎样 选择 模型 ,还 不 能 单 赁 所 估计 和 的 方差 (o 六 ) 大 小 作为 标准 . 由 于 概 
齐 变 柳 形式 的 选择 有 -- 定 任意 性 , 故 还 要 看 实际 估计 或 天 油 的 效果 . 


4.3 截取 回 时 与 断 尾 回 少 


假定 要 研究 消费 者 打算 花 在 购买 房子 的 支出 和 他 的 收入 (以 及 其 他 经 济 变量 ) 
之 间 的 关系 ,那么 会 遇 到 一 个 难题 :如 果 消 费 者 不 买房 卫 . 则 显然 不 会 有 他 为 买房 
子 而 支出 的 任何 数据 ;已 经 获得 的 购房 数据 仅 限 于 实际 |. 天 了 房子 的 消费 者 .为 
此 ,可 把 消费 者 划分 为 两 类 :一 类 是 兼 能 提供 回归 元 (regressorms)( 如 收入 ,抵押 利率 
等 } 和 回 妇 值 (regressand)( 如 购房 开支 两 方 面 信息 的 消 竟 痢 ; 另 一 类 是 仅 能 提供 回 
归 元 信息 而 不 能 提供 回归 值 信息 的 消费 者 ,下 面 介绍 解决 这 类 问题 的 方法 . 


4.3.1 截取 与 断 尾 变量 
设 对 大 小 为 n 的 样本 (YY ,了 ,7 ), 仅 如 实 记 贡 大 于 忒 的 FY’* 什 ,对 于 小 
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于 或 等 干 局 的 了’ 值 则 一 律 记 为 C. 这 样 ,从 记录 得 到 的 现 测 值 将 是 
和 => 
Y=C,， 车 Y< 人 0 
样本 了 ,了 ,… 称 为 截取 样本 .相应 的 被 观测 变量 了 称 为 截 肥 变量 ,其 铬 率 分布 称 
为 截取 分 布 .显然 ， 
P= Cai eC, 
设 ?~ Ap) 则 对 给 定 的 了 ,用 以 佑 衬 和 sa? 的 拟 然 函数 是 


Epo21 下 = I (4 i—£ ) Ho(*34). 


其 中 g 是 正 态 (累积 ) 分 布 函 数 ， 由 是 相应 应 的 密度 函数 

若 对 Y* 的 观测 只 限于 大 到 (或 小 到 )Y*” = 世 为 止 ,而 对 1” > C{ 或 Y" < TD) 
的 了" 根本 不 作 记 录 , 这 样 也 就 不 知道 有 多 少 个 Y” > C{ 或 Y” < 0). 这 样 得 到 的 
样本 了 了 (-%m<Y" sc 或 Y*(CsY" < + %)) 称 为 断 尾 样 本 ,可 相应 地 定义 断 
尾 变 量 和 断 尾 分 布 .例如 ， 断 尾 正 态 分 布 的 密度 销 数 为 


NYY <0)- Ls( Te ~-£) /7 o( £4), {fmeY ee). 


4.3.2 截取 正 态 变量 的 均值 与 方差 


下 面 权 角 述 而 不 去 证 明 一 个 关于 截取 正 态 变量 的 答 定理 . 
车 7” -~ N{p, 中 ) ,并 且 
Y=C， 若 Y* =， 
Y=Y*， 车 > 
则 
E(YY= PY= Ox EOYIY= COOP YS Cx FYIY> 0) 
= C+- (+), 
ra T=- BT -8 + a- A |. 
其 中 :BC-n)/o]= Be)= PY e000= BA=$Al- 中) ,而 6=A:- Na. 
这 是 从 下 载 取 的 情形 .如 果 是 从 上 截 腾 , 则 要 把 式 中 下 和 {] - 瑟 ) 对 调 , 并 且 取 A= 
-名 / 古 . 见 戎 考 文献 [3] 或 [4]. 

例 1 现 要 研究 人 人们 对 基 戏 院 的 某 次 演出 的 门票 需求 基 . 仅 有 的 观测 数据 是 
实际 售 出 的 门票 数 . 当 一 场 演 出 的 门票 被 上 售 光 时 ,可 知道 实际 ' 震 求 量 大 于 出 化 额 ， 
即 当 需 求 量 被 转换 成 出 此 数 时 ,该 需求 量 已 被 裁 取 为 戏院 的 床位 数 . 

假定 戏院 有 20 000 个 座位 ,在 当前 季节 里 有 冯 多 的 机 会 出 现 满座 ( 即 全 部 门 
票 被 售 完 ). 如果 包括 满座 的 情形 在 内 ,每 场 平 均 现 众人 数 是 18 000 人 , 问 门票 需求 
的 均值 和 方差 是 名 少 ? 

根据 上 述 定 理 ,18 000 将 是 如 下 数学 期 望 的 一 个 合计 值 

E( 销 售 量 了 =20 000(1- 再 ) + (p+, 
因为 本 全 是 从 上 而 不 是 从 下 截取 ， 
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A= -$a)/Ble). 
其 中 a ={20 000- py)7o. 因 有 25% 的 机 会 洪 座 , 故 B=0.75, 代 人 道 标准 正 态 函数 
得 a= 吕 -=0.675, 从 而 -$0.675}/0,.75= X= -0.424. 
于 是 得 到 yy 和 a 的 两 个 方程 : 
18 000 = 0.25(20 000) +0.75( -0.4240) 
和 
0.6755 = 20 000 - , 
由 此 解 出 
s=24% 和 p= 18 362. 
这 里 gz 代表 所 潜在 销售 红 了 } 的 估计 量 . 
作为 比较 ,如 果 上 述 均值 18 000 侈 代表 非 满座 情况 下 的 均值 ,但 满座 的 情形 占 
25 人 .那么 ,用 以 求解 ke 和 a 的 两 个 方程 将 是 
18 000 = 产 - 0.4246 
和 和 
0.6755 = 20 000 ~ p. 
于 是 解 得 
ogo=182D 和 j= 18772. 


4.3.3 截取 回归 


这 里 研究 如 何 把 截取 或 断 尾 分 布 的 参数 估计 和 回 妇 分 析 联 系 起 来 .例如 ,研究 
电 订 箱 的 需求 量 时 ,统计 中 人 们 填报 用 于 购买 电 冰 箱 的 费用 了, 要么 大 于 Yo(l 设 ro 
基本 上 代表 电 洒 箱 最 低 价 格 ), 要 必 等 于 零 .因此 在 线性 模型 假设 下 , 电 冰 箱 开 支 了 
和 和 解释 变量 无 之 间 的 关系 为 
Y=PY+u,， 若 YY; 
Y=0, 车 了 < Yn. 
即 当 Y< 3 时 一 律 截取 为 零 .这 就 是 截取 回归 ( censoned repression). 
托 富 (JJ.Tohioy1958 年 提出 了 一 种 截 凶 回 归 摸 型 
= PX+ wu 若 等 式 右 岗 >0， 工 = 1，…,m. 
Y =0， 若 等 式 右 端 二 0 


其 中 所 是 (上 x 由 未 知 参数 向 量 ,XX 是 (x 1) 已 知 常数 向 让 ,wi 中 NW(0,52) ,该 模 
型 后 来 被 称 为 托 宾 模 型 .显然 , 托 宾 模 型 是 截取 回归 模型 的 -种 特殊 情形 . 
托 宾 模型 又 可 表示 为 

YY = E+ 

Y=Y, 若 Y” >0, 

Y=0, 车 了 志 0. 
这 里 了 * 扮演 着 一 个 潜 变 量 的 角色 . 仅 当 它 大 于 0 时 才 是 叮 观测 的 . 若 将 上 述 模 型 
中 第 二 个 等 式 二 了 * 改 为 了 =1, 就 成 为 probit 模型 .因此 托 宾 模 型 可 看 做 是 probit 
模型 的 延伸 . 
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托 宾 模 委 还 可 表示 为 
Y= maxf AX + ,0). 
托 宾 模型 要 求 在 对 了 和 天 的 aa> 和 人 钦 观测 的 基础 上 估计 用 和 全. 对 此 , 托 
宾 指 出 ,如 果 运 用 最 小 一 乘法 (1S) 来 估计 , 则 困难 较 大 ;运用 01S 估计 ,用 有 含 误 ， 
允 具 有 菲 -- 致 性 .因此 , 醋 行 的 是 应 用 景 坟 似 然 法 来 估计 . 些 软件 如 RATS ,TSP， 
SAS 等 已 有 计算 托 宾 回归 模型 的 ML 程序, 这 里 就 不 再 著述 . 
对 托 宾 模型 来 说 ,潜在 有 三 种 条 性 均值 可 以 考虑 : :种 是 对 潜 变量 的 ER(Y" | 
4 , 它 就 是 外 X; 另 - :种 是 对 观测 到 的 .包括 截取 和 非 截取 的 变 贡 的 可 (了 | 下) , 利 
用 截取 变 增 入 定理 ,者 
ECYIAX)= BC+(1- Bpyta), A=Ata); 
第 汪 种 是 促 包 括 非 截取 观 调 值 的 变量 的 
EC(YIX;Y>0)=p+a. 
可 以 证 明 , ECY* < CF) < ECFIY>0) .注意 ,对 不 同和 菜 件 的 均值 ,边际 效应 
是 不 同 的 . 例如 ， 
2 有 了” 1X) 
a = 用， 


而 
DE(CFIE) TY 
dX Bo{ Ez) : 
在 实际 应 用 中 ,应 考虑 哪 -- 种 均值 ,将 视 研究 的 上 自 的 而 定 . 


4.3.4 断 是 回归 


在 回归 中 ,如 仅 当 应 变节 小 于 (或 大 于 ) 等 于 某 个 门 眼 值 时 , 才 具 备 有 解释 变 其 
的 观测 值 , 则 此 时 所 做 的 回归 称 断 属 回 归 . 例 如 ,为 实行 某 种 补贴 政策 而 调查 居民 
收入 ,在 这 种 调查 中 只 收集 有 收入 小 于 某 门 限 值 Ct 6 是 与 居民 的 特征 有 关 的 
数 ) 的 样本 信息 . 告 建立 收入 和 的 回归 方 恕 ,出 对 第 ;次 观测 可 写成 

Y= PE+u,, EE N(0, a), 
其 中 代表 向 呈 解 释 变 其 如 教育 ,年 龄 .经 验 等 , 收 人 也 过 已 (C: 是 与 家 庭 人 口 有 
关 的 常数 ) 这 一 条 件 意 味 着 
A'X, + 上 和 或 wa- EE. 

很 明显 ,数学 期 望 E(uln < 6 -所 无 ) #0, 而 县 它 特 妨 六 的 函数 . 即 是 说 ， 
识 差 & 与 解 灵 灾 基 夸 相关 ,可 普 遂 最 小 二 乘 估 计 既 是 有 偏 误 的 , 又 是 非 一 致 社 
的 . 

断 尾 样本 的 似 然 硼 数 是 

1 让 (1/o}$[(CY - PTX)/o] 
iml PG- FX 
其 中 外 ,下 分 别 是 标准 正 态 分 布 与 密度 函数 ,nm 代表 样本 大 小 . 可 用 牛顿 -拉夫 生 选 
代 法 求 8 和 oi 的 最 大 似 然 估计 . 
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4.4 非 均衡 模型 


本 节 描 述 在 供求 不 平衡 的 情况 下 ,由 超 需 (excess demand) 或 起 人 殿 (excess supply) 
来 昔 画 市 场 或 计划 经 济 过 程 的 模型 ,是 的 在 于 获得 供 . 求 (发 其 调节 ) 方 程 的 慎 计 ， 
非 均衡 模型 (disequilibnium models) 的 正确 统计 分 析 有 赖 下限 供 应 变量 的 适当 应 用 ， 

一 个 简单 的 非 均衡 模型 有 

需求 图 数 D,= oliX + 出 ， 

供给 困 数 5 = 所 + 9， 

成 次 呈 0 = min( D,, 5), 

比例 假设 AP,= Y(tD,- 5),7Y>10. 
其 中 误 其 项 & 入 上 既 与 序列 无 关 , 双 无 同期 相关 ,并 分 别 服 从 N00,g23) 和 NN(0， 
0 ) 

模型 的 需求 和 供给 函数 可 按 通 各 方 式 详 细 列 出 ,其 中 ,由 为 回归 系数 向 时 ， 
解释 变量 X, 和 2 可 以 包括 价格 户 , 但 PP 仍 是 内 生变 基 . 

最 小 条 件 0, = min( D,S) 是 一 切 非 均 衡 模型 的 基石 ,用 以 找 蔡 均衡 条 件 上 = 
5. 最 小 条 件 表 明 , 当 供不应求 即 出 更 超 需 时 ,0, = 5{ 成 交 针 就 是 供 纵 其 ); 当 供 过 
于 求 即 出 现 超 供 (或 负 超 需 ) 时 ,4 = DD,( 成 交 基 就 是 需求 负 ). 但 在 不 能 分 清 市 场 是 
超 需 还 是 超 供 的 情况 下 ,参数 估计 是 非常 困难 的 .为 了 分 消 5 和 ,方法 之 一 是 利 
用 比例 假设 . 

可 通过 涨 价 期 AP, = PP.1>0 和 赎 价 期 AP, <0 米 判 别 正 的 或 负 的 超 需 ， 
而 将 模型 重新 建立 成 隐 值 应 变量 的 形式 .再 由 比例 依 设 ,2 六 户 > 下 时 ， 

0=5.D= +(D- $5) = 0+APY. 

于 是 有 需求 函数 


他 = a - AP, + 下， 卫 记 > 人 
同 理 有 供给 函数 
0. = PZ + 六 AP + 和 AP <0. 
将 SP, 表示 为 潜 变 量 , 则 烧 型 又 可 写 为 
已 = 在 天， 一 Tg 十 名， 
其 中 
-人 若 AP, > 0; 
名 [0， ”车 不 然 ， 
到 
0, 二 PZ, 一 地 hh +, 
其 中 
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-全 车 A&P, <0; 
0, 著 不 然 . 
可 采取 适当 的 最 大 似 的 法 或 二 有 段 最 小 二 秉 法 知 计 模型 中 的 参数 mw ,有 ,ro 和 
oz, 
非 均 衡 模 型 可 用 来 描述 计划 经 济 如 何 根据 超 需 或 超 供 情况 调节 它 的 产量 或 价 
和 铬 的 时 知 走 道 , 或 描述 一 个 市 场 ( 如 受 价格 管制 的 石油 市 场 } 的 超 需 向 男 一 市 场 (如 
有 高 度 代 替 性 的 煤 市 场 ) 谥 出 的 多 市 场 非 均 奖 效 应 ,等 等 . 详 见 参考 文献 [6]. 
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来 章 考虑 时 间 序 列 的 计量 经 济 学 方法 问题 .相对 地 说 ,前 面世 考虑 的 主要 荐 频 
率 分 布 领 域 的 计生 经 济 学 方法 ,其 中 假定 了 每 次 "观测 "都 在 "同一 "的 观测 环境 中 
进行 , 即 有 ` -个 “不 变 " 的 频率 或 概率 分 布 作为 条 件 . 把 这 个 “不 变 " 的 条 件 移植 到 时 
间 领 域 ,就 表现 为 时 间 序 列 和 的 "平稳 性 ”. 如果 时 间 序 列 是 不 平稳 的 ,那么 ,通常 讲 的 
以 4, 下 或 Y? 等 检验 为 根据 的 般 设 检验 方法 ,都 会 变 成 无 效 ， 以 至 造成 课 误 回归 
{ spurious regression} . 

然而 ,经 验 表 明 , 许 多 宏观 经 济 变 量 的 时 间 序 列 是 不 中 稳 的 ,那么 ,一 个 经 济 序 
到 对 另 … 个 或 -- 些 经 济 序 列 的 回归 分 析 就 需要 有 一 定 的 合 弄 程序 .下 面 主 要 讨论 : 
名 如 何 检 验 一 个 时 间 序 列 的 平稳 性 , 址 及 如 何 化 不 平稳 序 州 为 平稳 序列 ;名 为 了 判 
断 一 个 不 平稳 时 间 序 列 的 回归 分 析 是 否 有 效 , 特 别 是 提防 ` 北 误 " 回 雪 的 出 现 , 专 门 
A 和信 了 * 协 积 ”( 或 “ 协 整 "(cointegration) ) 的 概念 以 及 “误差 纠正 机 制 " (Ceror correction 
mechanismy 的 应 用 . 


5.1 趋势 平稳 与 差分 平稳 
考 虞 时 间 序 列 站 .如 果 


均值 ECY)= pg, 
方差 var( FY.) = E[(Y. -p=07 
协 片 差 covt 了 ， F- 1) = ELCY,— CF. | x)]= Fr 


ys 表示 与 滞后 天 期 的 世 - 的 协 方差 (或 自 协 方 差 ), 即 呈 的 均值 、 方差 和 协 方 差 
郁 与 时 间 1 无 关 ( yi 虽然 不 一 定 是 零 ,但 它 只 与 两 个 时 期 的 疗 隔 二 有 关 , 而 与 具体 
的 时 间 + 无 关 ) , 则 说 了 是 能 平稳 或 协 方 差 平 稳 的 ,也 简单 地 说 了 是 平稳 的 . 如果 
中 不 是 平稳 的 ,为 了 化 为 平稳 ,还 须 区 分 两 种 情形 : 

(1) 如 果 ¥, 有 某 种 上 升 或 下 降 趋 势 , 而 这 一 趋势 可 [一 个 时 间 的 吗 数 上 所 昌 ， 
比方 说 ,28) = a + 应 来 表示 ,从 中 减 去 所 1) ,有 

FT A -ta+Bt)=w, 

或 
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Y=atptt th, (5-1) 
就 能 得 到 一 个 平稳 序列 &, 则 称 7 为 趋势 平稳 过 程 (TSP) .内 此 ,对 于 一 个 TSP, 在 
做 一 站 分 析 时 ,加 进 一 个 时 间 因素 作为 解释 变量 即 可 避免 由 于 不 平稳 性 引起 的 分 
问题 . 
(2) 如 果 是 按 如 下 机 制 生成 的 , 即 
Y=F_tw, BT AY= YF-Y ,=uwu; {5-2) 
或 Y=P+Yitm, BH AY=Y- Y=A+m. (5-3) 
其 中 ,ww 上 D(0,c2]) 是 所 谓 * 自 噪声 "( white noise) 平 稳 序列 ,表示 z 是 按 某 个 以 0 
为 均值 .为 方差 的 分 布 D 独立 击 间 分 布 的 ;8 是 所 谓 “ 漆 移 "(dn 和) 常数 , 顾 名 思 
尽 , 则 可 称 Y 为 差分 平稳 过 程 {DSp) .这 是 一 个 一 盘 差分 平稳 过程 ,又 称 随机 游 动 
《random walk) 模 型 ,其 中 !5-3? 式 代表 一 种 带 溧 称 的 随机 庆 动 1{random walk with a 
daft) ,而 {15-2) 式 则 代表 一 种 无 漂移 的 随机 游 动 .显然 ,当世 是 DSP 时 , 取 它 的 差分 
TY. 便 得 到 一 个 平稳 过 程 . 
从 (5-3) 式 容易 导出 一 个 酷似 (5-1) 式 的 形式 
=A+ RL+y 
=B+{B+ Fz+ 1) + ti, 
-pet Dm, 
但 (5-3) 式 和 (5-1) 式 的 根本 区 别 在 于 误差 天 的 方差 .对 TSP 来 说 是 到 好) = 吧 , 而 
对 DSP 来 说 则 是 5E[ (这 ) w》] = w?. 后 者 将 随 ; 的 增 大 而 趋 于 无 穷 大 ,所 以 说 
TSP 是 一 均值 不 平稳 过 程 ,而 DSP 是 一 方差 不 平稳 过 程 .检验 一 个 时 间 序 列 ¥ 是 
否 平稳 ,区 分 TSP 和 DSP 是 重要 的 . 当 是 一 种 带 漂移 的 DSP 时 , 它 的 变化 趋势 是 
随时 改变 的 ,就 是 说 , 它 的 趋势 是 随机 地 变化 的 ,并 不 像 TSP 那样 有 一 个 稳定 的 长 
期 变化 趋势 .因此 , 当 没 有 把 所 分 清楚 是 TSP 或 是 DSP 时 , 放 其 不 能 单 任 对 时 间 : 
的 回归 而 轻易 地 做 过 长 的 长 期 预测 . 当 过 程 是 DSP 时 ,对 误差 项 的 一 个 冲击 (比如 
从 到 恋 到 上 +e) 将 产生 永久 性 的 长 期 效果 (oe)， 


5.2 单位 棋 检 验 
为 了 检验 时 间 序 列 ,是否 平稳 ,并 区 分 它 是 TSP 还 是 DSP, 可 通过 回归 方程 
Y=at+Br+ph.1+ th (5-4) 


的 估计 来 检验 假设 所 :p= 1 且 户 =0, 及 其 相对 的 假设 太 :1pl<1( 或 p<1). 庆 当 
的 检验 方法 是 本 篇 1.2.4 所 讨论 的 下 检 验 .但 车 将 (5-4) 式 等 同 于 一 个 一 阶 自 相关 
模型 
Y=60+ i+, = + ed p(0,o?), 
或 将 其 合并 为 
Y=[6001 -p+pd tol pt+ pl+é, 


56 ， 第 1 篇 计 基 经 济 


a=S0tl -pt 和 B=B(1-p) (15-4) 式 中 的 机 视 同 se) 

此 时 p = 1 意味 着 =0, 从 而 可 利用 : 统计 量 仪 检验 而 :w=1, 车 接受 两 , 则 认为 
序列 是 DSP[ 参见 (5-3) 式 ] ;车 拒绝 而 , 则 认为 它 是 TSP[ 参见 (1-7) 式 ]. 

接 照 博 克 斯 -入 金 斯 (Box-Jenkins) 时 间 序 列 分 析 的 一 套 方法 论 ,如 果 序 别 7 本 
身 不 是 平稳 的 , 则 总 可 以 通过 取 差 分 (一 阶 或 高 阶 差分 } 的 方法 得 到 一 -个 平稳 序列 . 
7 是 否 平 稳 , 关 键 在 于 判别 模型 

=oh-it+wm (5-5) 
中 的 p=1 或 lp1<1 这 两 个 关系 式 中 哪 一 个 适用 .如果 是 1p1 < 1, 就 表示 序列 站 
是 平稳 的 ;如 果 p= 工 适用 ,就 再 检验 其 一 防 差 分 
A = eAF. +Am 
中 的 p=1 或 1p1<1, 直 至 得 到 一 个 适当 高 阶 的 差分 ,比方 说 { 阶 差分 Asy ,是 平 
稿 序列 为 下 ,这 里 
Ad 三 A{A™ yy) ,Ay, 三 Fl. 

如 果 从 d 开始 ,ae 为 平稳 序列 ,而 ty,(6 < dd) 和 皆 为 不 平稳 序列 , 则 称 为 d 
阶 积 整 序列 , 记 为 所 熙 .根据 经 验 ,宏观 经 济 变量 如 国民 收入 .货币 供给 量 .股市 指 
数 等 时 间 序 列 太 才 为 一 阶 积 整 序 列 ( 即 站 1 少数 为 霍 阶 ( 即 并 0 和 二 院 ( 即 
开 2)) 或 高 阶 积 整 序列 .检验 一 个 序列 是 拖 阶 积 整 的 方法 ,就 是 检验 该 序列 及 其 各 
阶 差 分 的 自 回 归 方 程 中 的 p 系数 是 属于 "p = 了 全 还 是 "161< 1 ,这 种 检验 叫 伐 单位 
根 检验 {unit root tests}. 

常用 的 :检验 (或 下 检验 ) 并 不 适合 于 用 来 检验 类 似 方 程 (5-5) 或 (5-4) 中 的 p 
是 否 等 于 1. 当 p=1 时 ,p 的 最 小 二 乘 佑 计 并 不 畏 绕 1 而 是 围绕 比 1 要 小 的 数 来 分 
布 ( 昌 热 这 个 负 的 偏 误 会 随 样本 的 增 太 而 减 小 ). Dickey 和 Fuller 曾 用 蒙特 卡 罗 
(Monte Cado) 法 表 算 出 用 以 检验 对 立 于 lp1<1 的 假设 是 :op=1 的 上 统计 量 临界 值 
这 些 临 界 值 一 般 要 比 标准 的 上 的 临 措 值 大 许多 .为 了 区 别 于 标准 的 上 检验 ,人 们 称 
这 种 有 关 单 位 根 的 : 检验 为 DF 的! 检验 或 + 检验 . 

单位 根 检 验 鼠 可 直接 针对 诸如 (5-4) 式 或 (5-5) 式 中 的 p 而 检验 ,但 通常 更 志 
地 采用 以 下 的 变 按 形 式 : 

=e+poh_i+w, Hop=1, 

从 方程 两 边 减 去 ¥_ | 得 


AF=e+t+tp- DY tw=e+dr_+ mH:#=0, (5-6) 
类 做 地 ,对 和 =a+pi+eo it+ 丰 ,下 :pp=1 也 可 变 为 
生疏 = 立 二 月 上 + 全， HH:=0. 《5- 了 1 


一 般 地 说 ,在 不 同 的 回归 方程 (5-6) 式 和 (5-7) 式 中 ,6 的 LS 估计 分 是 不 相同 
的 .如 果 仅 考虑 不 带 漂移 的 随和 机 游 动 ; 
=ph-.+w, H:o=] 
或 
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A = (5-8) 


则 3 的 LS 估计 售 又 将 是 不 局 的 .因此 ,检验 :8 =0 的 1 统计 量 临 界 值 将 随 回 归 
方程 的 不 同 设 定 而 有 所 区 分 .一 般 的 单位 根 ! 检验 临界 值 表 都 区 分 三 种 情形 ; 
(1) 回归 方程 中 仅 含 滞后 项 ,如 (5S-8) 式 ， 
{2) 碰 洛 常数 项 和 澡 后 项 ,如 15-6) 式 . 
(3) 章 售 常数 项 . 清 后 项 秆 权势 项 ,如 (34-7) 式 . 查 表 时 ,应 加 广 意 .参看 表 5-1. 
于 纪 单位 根 :检验 临界 什 


号 本 表 取 自 Maddala 龙 ,S，Introduction to Eeonometrries,1992 .第 606 页 
考虑 到 uw 可 能 有 有 自 相关 (一 乔 或 高 阶 ) 的 情形 ,可 在 检验 单位 棋 的 回归 方程 中 
适当 加 进 一 些 差分 的 滞后 项 ,如 对 带 常 数 和 趋势 的 方程 (5-7) ,把 它 扩充 为 


AY = a +AB+r d+ DodY.i+ 
全 


EL ~ Dp(0,0), 
其 中 严 根据 经 验 决 定 .这 时 可 应 的 对 假设 8=0 的 DFT 检验 称 为 增 广 的 (angment- 
ed)D-F 检验 ,简写 ADF 检验 .但 ADF 检验 和 D-F 检 验 , 不 管 是 1 或 是 下 检验 ,都 可 利 
用 渐 近 相同 的 临界 值 . 


5.3” 课 误 回 归 与 水 积 回 归 


考虑 长 度 相 同 的 时 间 序 列 . 一 般 地 说 ,# 阶 积 整 序列 与 六 志 4) 阶 积 整 序列 的 
线性 组 合 是 4 阶 积 整 序列 .例如 1 防 积 整 序列 与 1 阶 积 整 序 列 前 线性 组 合 是 1 阶 
积 整 序列 . 由 此 可 知 ,不 平稳 序列 与 平稳 ( 堆 阶 积 整 或 不 平稳 序列 的 线性 组 合 是 不 
平稳 序列 . 鉴于 时 阳 序 列 的 线性 回归 就 是 时 间 序 列 之 间 的 一 个 线性 组 合 ,因此 , 涉 
及 不 平稳 时 间 序 列 的 和 启 雪 ,一般 地 说 ,将 给 出 一 个 不 平稳 的 谋 差 序列 .这样 恒 不 送 
宜 于 对 回归 计算 的 结果 做 标准 的 :或 下 检验 了 . 类似 此 情形 ,如 果 错 误 地 应 用 1 或 
上 严 检 验 ,把 不 显著 的 回归 计算 结果 当 伐 显著 ,就 会 造成 请 误 回归 (spunious regres- 
区 1 . 

类 而 ,有 一 种 可 能 , 当 一 个 4 阶 积 整 过 程 f{ dd) 对 另 一 拟人 做 回归 (特别 是 《= 
1 时 ,得 到 的 误差 序列 却 是 上 0) 即 平稳 过 程 .这 时 称 这 两 个 4 阶 积 整 过 程 是 “ 协 积 
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{或 协 整 )” 的 (cointeprated) ,或 者 说 它们 之 间 有 协 积 关 系 . 通 过 一 定 的 线性 组 合 ,两 
个 不 平稳 序列 的 非 平 稳 性 互相 抵消 了 ,好 出 两 条 基本 上 平行 的 曲线 相 减 之 后 , 变 成 
了 一 条 水 平 线 . 

有 协 积 关系 的 两 个 (或 儿 个 ) 时 间 序 列 所 微 的 回归 ( 指 两 个 或 宪 个 时 间 序 列 的 
一 个 线性 组 合 给 出 一 个 平稳 误差 序列 ) 称 为 协 积 回归 15cointcgrating regressionj . 协 积 
回归 方程 中 的 条 数 (常数 和 回归 系数 ) 构 研一 个 向 量 , 称 为 协 积 向 量 ( cointegratine 


vector) , 
5.3.1 协 积 检验 的 一 般 步 腔 


假定 要 做 时 间 序 列 对 时 间 序 列 无 的 线性 回归 , 则 首先 要 通过 单位 根 检验 
以 确定 和 各 是 多 省 阶 积 整 序列 (或 讨 程 ). 设 1 是 1d), 庆 是 (dd'), 如 果 4d 
= 由 =0, 则 表明 它们 都 是 平稳 的 .这 时 做 了 对 所 的 回归 就 不 涉及 平稳 性 的 问题 . 
如 果 d= 由 关 本 则 应 做 协 积 检验 以 决定 回归 误差 序列 是 否 平 稳 , 即 是 否 为 1(0). 假 
定 回 归 模 型 为 
入 = 和 十 和 + 本， 


因 误 差 是 不 可 观测 的 ,用 LS 同 归 残 差 记 代替 巴 散 忆 ,的 单位 根 检验 时 ,临界 值 
还 要 作 适 当 调 整 .通常 采用 两 种 方法 : 


(1) 计算 
CRDW = DR, Df DR, 

但 不 按 D-W 和 的 d 值 表 查 相 对 于 五; d = 2 的 临界 值 ,而 臣 按 CRDW {Cointegrating 
Regression 六 -有 ?的 缩写 的 4 值 表 查 相对 于 妖 ; d = 0 的 临界 值 ( 鱼 见 参 考 文献 [7] 和 
[2])， 

(2) 按照 Engle 和 Granger 给 出 的 临界 值 表 , 查 # 比率 的 临界 值 ,对 Ag = 天 
+ El 中 的 检验 H:6 = 0 中 . 

当 了 关中 时 , 和 互 不 会 有 协 积 关系 -这 时 应 分 别 将 ， 和 总 化 为 平稳 序列 或 
作为 同 阶 积 整 后 再 做 回归 . 

以 上 讲 的 是 做 协 积 检验 的 正式 步骤 . Cranger 和 Newbold 曾 提 出 一 个 经 验 规则 ; 
如 果 最 小 二 乘 回归 的 结果 是 中 > did, 就 可 以 怀疑 回归 的 雇 说 性 .这 时 有 必要 对 相关 
的 时 间 序 列 仇 协 积 检验 . 


5.3.2 协 积 概念 的 某 些 应 用 


(1) 对 不 平稳 序列 中 的 合理 预期 % 应 符合 以 下 两 个 去 求 ; 
1) 7 与 了 ?7 不 但 有 协 积 关系 ,而 县 协 积 系数 等 于 1; 
2) 误差 了- Y* 是 白 赂 声 诗 程 ,因此 ,可 通过 回归 方程 


全 大 见 ge RGranger C.Fconometrioa, 1987,55,25] ~ 276 
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Y=PB+tABY, + €r 

检验 假设 ;B=0,B1=1. 然 而 ,如 果 工 和 Yr 都 是 fd) ,dz0, 则 还 要 在 王 被 接 
受 的 情形 下 进一步 检验 了- Yr = ,是否 是 10) .即使 &, 是 100) ,也 还 不 保证 8, 没 
有 序列 相关 ,因此 还 要 做 s, 是 否 有 序列 相关 的 检验 . 

(2) 金融 市 场 有 效 性 应 排除 从 一 种 价格 推测 男 一 种 价格 的 可 能 性 ,例如 ,不 5 
能 从 黄金 怕 格 的 变化 推测 白银 价格 更 变化 ;不 可 能 从 对 -种 货币 的 外 汇率 挫 测 对 
号 一 种 货币 的 外 汇率 .因此 ,黄金 价格 和 白 旨 人 价格 应 需 协 和 关系, 不同 货币 的 外 汇 
率 也 无 协 积 关系 ,等 等 .但 另 一 方面 , 远 期 汇率 在 理论 上 可 作为 将 来 的 现 期 汇率 的 
预测 元 (regressor) ,它们 之 间 应 有 协 积 关系 . 


5.4 协 积 与 误差 纠正 机 制 


按照 情 充 斯 -詹金斯 方法 ,任何 不 平稳 的 时 间 序 列 都 中 通过 取 差 分 (-…- 阶 或 高 
阶 差 分 ) 而 化 为 平稳 序列 .对 平稳 序列 做 回归 分 析 , 就 不 会 出 现 上 述 雇 误 回归 的 问 
题 .例如 ,和 和 总 都 是 一 阶 积 整 即 1) 序列 时 , 肥 它 们 的 … 阶 差分 ,再 棒 回 归 , 就 可 
按 通 常 的 方法 进行 统计 推断 . 然而 ,这 样 做 昌 解 决 了 统计 方法 问题 , 却 带 来 了 经 济 
分 析 上 的 缺陷 .因为 差分 只 反映 经 济 变量 的 短期 变化 ,而 经 济 学 家 更 关心 的 却 是 经 
济 变节 之 间 的 长 期 均衡 关系 . 经济 理论 总 是 考虑 一 个 或 多 个 经 济 变量 是 怎样 达到 
均衡 或 最 优 状 态 的 .这 只 能 由 和 本 身 ( 或 者 说 的 水 平谷) 对 总 本 身 ( 品 的 水 下 
值 ) 的 回归 表现 出 来 .也 就 是 说 ,差分 与 差分 之 间 的 回归 代 霸 不 了 水 平 值 与 水 平 值 
之 间 的 回归 .为 了 研究 变量 之 间 的 长 期 均衡 关系 , 协 积 关系 仍然 是 重要 的 . 当 和 


站 有 协 积 关系 时 ,相应 的 协 积 回归 残 差 双 , 是 一 平稳 序列 . 这样,AY,AX 和 都 
是 平稳 序列 , 便 可 艇 如 下 的 所 请 误差 纠正 模型 {error-eorrecting mode 的 回归 分 析 ， 
AY =aptaAl+ a lt+e. (5-9)》 
其 中 
w= -fA . {5-10}) 
(5-10) 式 中 的 全 和 分 别 是 卫 对 着 协 积 回归 中 的 系数 和 残 差 (代表 一 种 均衡 误 
差 ) 的 15 合计 . 当 b 的 变化 和 的 变化 达到 均衡 时 ,误差 m 应 为 零 . 因 此 ,as 代 
表 一 种 失衡 (disequilibrium) 度 量 , 在 (5-9) 式 中 , ,的 系数 a; 就 代表 时 期 ! 对 前 


时 期 上 -1 的 失衡 的 一 种 纠正 力度 , 称 为 误差 纠正 系数 .比如 说 ,wz = -0.1, 就 表示 
本 期 8 的 改变 值 AY,, 除 了 随 互 的 改变 量 A 而 改变 的 部 分 外 ,还 包含 了 到 自前 


一 期 失衡 部 分 .1 的 10% .这 样 ,7 的 短期 变化 AY, 既 联系 到 互 的 短期 变化 
A 世 ,也 反映 了 对 贪 离 长 期 艳 势 的 纠正 作用 .但 是 ,还 度 强 涯 指出 ,误差 纠正 模型 的 
理论 依据 是 以 了 和 汪 有 协 积 关系 作为 前 提 的 . 

误差 纠正 模型 早 在 加 志 纪 人 色 年 代 即 被 应 用 ,只 是 到 了 730 年 代 末 如 年 代 初 才 
得 到 “ 协 积 "理论 上 的 支持 . 
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5.5 问 量 自 回 归 方 法 


在 建立 一 个 或 一 组 结构 性 回归 方程 时 必须 事先 区 分 外 生 ( 自 ) 变 量 和 内 生 { 应 ) 
变 基 .这 种 区 分 虽说 是 经 过 一 定 的 经 济 理论 分 析 的 ,但 毕竟 带 有 主观 性 .为 了 避免 
这 种 主 现 性 ,可 把 所 有 变量 一 律 当做 内 生变 量 来 处 理 ,让 每 一 变量 都 取决 于 它 自己 
的 过 去 秆 和 其 他 有 关 变 量 的 这 去 值 ,从 而 在 时 间 上 有 一 个 从 过 去 到 现在 的 先后 导 
向 ,使 之 成 为 一 个 向 量 自 回归 (vector auto-regression, 简 记 VAR)? 模 型 .例如 ,考虑 由 国 
民 总 产值 GNP 和 货币 殿 给 量 if 摧 个 变量 构成 的 向 草 , 相 应 的 向 其 自 回 妇 形式 如 ; 


CNP， 三 站 十 PRONP,. + > ym. + yr» 


NM, = w+ 20eNp,. + > mM, 4 


其 中 误差 项 & 在 时 间 序列 特别 是 VAR 文献 中 常常 称 为 冲击 量 ( impulse) 或 新 生 量 
(innovation) ,YAR 和 结构 性 联 立 方程 组 相 比 ,可 以 说 是 一 种 非 理 论 性 (8-theoretic) 模 
型 ; 它 无 须 对 变量 作 任 何 先 验 性 约 来 以 保 证 模型 的 可 识别 性 , 因 每 个 方程 的 右 端 都 
是 前 定 变 量 , 假 定 w 不 是 自 相关 序列 , 则 可 直接 用 LS 法 估计 模型 .为 了 预测 的 日 
的 , 仍 要 求 相 应 的 ww 是 平稳 序列 . 

YAR 模型 在 详 用 上 的 用 难 主 要 是 滞后 项 的 个 数 m 难 十 决定 .如 m 取得 较 大 ， 
则 负重 共 线 性 的 影响 将 使 个 别 的 参数 估计 误差 大 幅度 增加 ,致使 一 方面 个 别 和 参数 
的 : 检验 均 不 显著 ;而 另 一 方面 ,对 一 组 参数 或 对 整个 回归 方程 的 中 检验 则 可 能 
漳 常 显著 , 有 鉴于 此 ,在 分 析 一 个 YAR 模型 时 ,往往 不 去 问 一 个 变量 的 变化 对 男 一 
个 变量 的 影响 如 何 ,而 是 考虑 当 一 个 误差 项 发 生 恋 化 ,或 者 说 模型 受到 某 种 冲击 
时 ,将 对 千 个 变量 产生 一 些 仕 么 影响 .这 种 分 析 方 法 称 为 脉冲 上 响 应 函数 (impulse 
response funetion , 简 记 IRF) 法 ， 

和 一 维 的 得 归 方 程 一 样 ,VAR 也 要 考虑 序列 的 平稳 性 问题 和 序列 之 间 是 理 存 
在 协 积 关系 的 问题 .例如 ,如 果 CNP, 和 此 有 协 积 关 系 , 就 可 考虑 它们 相互 的 误差 
到 正 机 制 (ECM) .为 说 明 简 单 起 见 , 不 妨 取 m=1. 设 GNP, 和 鼎 有 协 积 关系 

GNP,— gM = 是 所 ~ 吕 f0,a) ， 
可 考虑 如 下 的 ECM: 
AGNP, = pi -1 + lagpged( AGNP, ,AM,) + 1:， 
BM = p01 + Lageed( AGNP, ,AM.) + £3. 
其 中 lagged(* ,表示 AGNP, 和 AM 的 滞后 项 的 线性 函数 . 当然 ,在 此 ECM 中 ， 还 
可 放 进 一 些 漆 后 更 多 期 的 失衡 误差 项 (如 t-2ym -3 等 等 ) ， 

当 向 量 的 维 数 太 于 2 时 ,可 能 有 不 止 一 个 协 积 关 又, 而且, 着 干 个 协 积 关系 的 
强 性 组 合 仍 是 一 个 协 积 关系 ,那么 ,在 应 用 中 如 何 选 取 适 当 的 协 积 关系 进行 预测 ， 
就 要 看 哪 一 个 协 积 关系 有 较 好 的 经 济 含 义 并 且 最 能 说 明 问 题 . 

对 于 维 孝 较 大 的 情形 , 协 积 回 归 的 估算 检验 和 选择 是 比较 复杂 的 . 详 见 参考 文 
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经 济 控制 论 的 理论 引 应 用 

"©101) 
非 线性 经 济 系统 的 再 论 
与 应 用 
经 济 对策 系 统 的 理论 
与 应 用 


引 高 


数理 经 济 学 一 般 被 定义 为 包括 数学 概念 和 方法 在 经 济 学 特别 是 在 经 济 理论 中 
的 各 种 应 用 . 它 还 可 以 被 定义 为 采用 更 多 的 数学 方法 来 描述 的 经 济 学 . 

数理 经 济 学 的 研究 方法 可 简要 概括 为 列 方程 与 解 方程 .第 1 步 ; 列 方程 ,也 就 
是 用 数学 公式 来 描述 经 许 系 统 中 的 基本 环节 ,如 定 久 了 效用 隔 数 .产品 需求 郴 雪 、 
生产 函数 .供给 函数 要素 需求 函数 .消费 函数 .人鱼 著 函数 等 ;进一步 就 是 用 联 立 方 
程 组 来 描述 经 济 系统 中 各 变量 间 的 因果 关系 .第 2 步 : 解 方 程 并 讨论 解 的 5 个 基本 
问题 , 即 解 的 存在 性 ,稳定 性 、 合 理性 、 能 控 性 一 定时 间 内 到 达 合 理 轨道 的 能 达 性 ， 

数理 经 济 学 的 开创 性 工作 是 库 洛 特 (A. Coumot) 1838 年 完成 的 . 瓦尔 拉 斯 
(CM.E.L.， Walrms) 列 出 了 产品 市 场 殿 求 一 般 均 衡 的 联 立 方程 组 . 阿 罗 (K.J. Arrow)、 
德 布 鲁 {C. Debreu) 等 证 明了 产品 市 场 一 般 均衡 解 的 存在 性 与 唯一 性 。 其 后 斯 卡 夫 
{H.E.Scad) 等 给 出 了 求 市 场 均 衡 点 的 具体 算法 ., 冯 ' 诺 全 蜡 (J.von Neumann) 、 列 晶 
惕 夫 (W. 多 .Leontie 人 ) 等 创建 了 线性 多 部 门 模型 来 进行 产品 市 场 一 般 均 稀 分 析 , 等 
等 .数理 经 济 学 的 理论 与 实践 目前 正 妹 在 迅速 发 展 之 中 .在 深度 上 正 将 有 限 种 产品 
的 有 限 维 商品 空间 推广 到 无 穷 维 商品 空间 ,在 广度 上 将 仪 包含 产品 市 场 的 一 般 均 
繁 分 析 推 广 到 包含 产品 市 场 ,资本 市 场 .劳动 市 场 .货币 市 场 ,国际 贸易 市 场 等 的 一 
盘 均 衡 分 析 ,并 讨论 相应 的 平衡 增长 与 最 优 增 长 问题 . 


1 消费 者 理论 


1.1 效用 函数 


经 济 学 就 是 研究 如 柯 利用 有 限 资 源 合理 安排 生产 ,生产 出 来 的 产品 在 消费 者 
中 如 何 进行 合理 分 配 ,以 达到 人 类 更 在 和 将 来 的 最 天 满足 .人 类 的 最 大 注 足 就 是 经 
济 系统 的 目标 .数理 经 济 学 的 首要 任务 就 是 给 出 人 类 最 大 满足 的 数学 表达 式 . 由 于 
人 类 的 满足 与 所 有 个 人 的 满足 有 关 , 因 此 经 济 系统 目标 值 Us 应 该 是 个 人 满意 度 
tis oh, 的 函数 , 即 
Ua = 所 (1-1) 
其 中 ,如 是 第 i 个 人 的 福音 府 。 
第 i 个 人 的 潢 意 度 或 个 人 幸福 函数 与 许多 因素 有 关 . ~ 个 人 的 幸 楷 与 他 享受 
到 的 物质 量 有 关 , 与 亲眼 .健康 .安全 巧 、 荣 誉 感 、. 知足 感 .婚姻 与 家 庭 、 妒 尽心 等 有 
关 . 因 此 要 给 出 个 人 幸 福 画 歼 期 广 的 数学 表达 式 是 一 件 级 为 耐 难 的 事 . 由 于 在 影响 
一 个 人 生活 水 平 的 众多 因素 中 ,最 主要 的 是 享受 到 的 物质 其 与 闲暇 的 包 少 ,因此 在 
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构造 个 人 幸福 函数 表达 式 时 应 抓 住 主要 矛盾 , 如果 用 心 表 水 某 个 人 的 满意 度 ,和 表 
示 享 受到 的 第 上 种 消费 品 的 数量 ,7 表示 所 倍 吉 到 的 闲暇 时 间 ,那么 便 有 
下 = Xe (1-2) 
其 中 的 5 称 为 效用 函数 , 它 可 以 理解 汐 狭 义 的 个 人 幸福 录 数 . 如果 不 考虑 亲眼 时 
间 了 ,那么 (1-2) 式 变 为 
t= Ux, x, ). (1-3) 
1. 商品 空间 
设 有 种 商品 ,第 i 种 商 咏 量 为 x , 它 为 非 负 实 数 , 即 x, ER,,n 种 商品 量 x = 
[x ,… xa] 的 值 取 自 n 维 商 品 空间 Re , 即 x EE R' ,其 中 Rs 为 n 维 实 空间 Re 中 
正和 象限 
2. 依 好 关系 
n 维 商品 空间 中 任 取 两 点 * 与 3 ,它们 表示 两 组 商 咒 ,消费 者 可 以 比较 其 优 几 . 
记 > 表示 x 比 y 好 ,x 产 了 表示 x 比 y 好 或 一 样 好 ,x ~ 表示 x 与 3 一 样 好 或 
称 之 为 无 差异 . 
3. 用 效用 函数 反应 偏好 其 系 
设 xE€ Ry ER ,可 以 依 消 费 者 偏好 来 构造 出 相应 的 效用 函数 :对 满意 度 大 
的 商 晶 组合 赋 以 较 大 的 效用 函数 值 ,满意 度 一 样 的 两 个 商 豆 组 合 赋 以 相同 的 效用 
销 数 值 . 即 x < y 等 价 于 U(x) < UOy) ,x < 了 等 价 于 DCGx) < UY) ,x ~ 了 等 价 
于 Wx) = Up). 
当 消 费 者 拥有 商品 * 时 ,所 得 到 的 满意 度 大 小 数值 很 难 确定 ,在 实际 应 用 中 人 
们 也 不 关心 它 的 具体 数值 .因此 ,只 要 函数 U(x) 能 反 上 映 消 览 者 的 偏 好 顺序 ,就 可 
以 将 它 当 作 该 消费 者 的 效用 了 旺 数 ， 
例 1 当 某 个 消费 者 拥有 的 两 种 消 费 品 量 分 别 为 xj 与 x; 时 ,如 下 函数 颇 映 相 
同 的 偏好 顾 序 ;x x) = 友人 DT re) = = 人.3lnxzi + 
0. 6lnxa, UCxL x2) = 100x9 3 Dr ,x2) = 4 友基 中 ,4 为 正 实 孝 ,aa:b 
= 1 :2). 如 果 其 中 某 一 个 函数 反映 该 消费 者 对 消费 品 的 偏好 顺序 , 则 其 余 儿 个 也 
反 乃 相同 的 偏好 显 序 . 若 某 一 个 画 数 反映 该 痛 费 者 的 偶 好 顺序 , 则 就 可 以 将 其 当 作 
他 的 效用 汕 数 .因此 以 上 几 个 函数 都 可 以 看 作 消 费 者 的 效用 函数 . 
从 上 例 可 以 看 出 , 若 用 乙 = Adi 臣 来 近似 消费 者 对 消费 品 的 满意 度 , 则 参数 
太 ,a, 的 大 小 反映 了 满意 度 的 大 小 ,a 与 $ 的 比值 反映 了 偏好 峰 序 .在 实际 疝 用 中 ， 
,a, 上 的 具体 数 慎 测 不 出 来 ,也 不 必 去 关心 它 的 大 小 .但 a 与 的 比值 却 可 以 通过 
消费 者 行为 的 实际 数据 来 测定 . 
4. 效用 函数 的 性 质 
效用 函数 反映 消费 者 对 商品 的 偏好 硕 序 与 选择 行为 . 恢 消费 者 的 消费 行 海 ,一 
艇 仍 设 效用 函数 U(x) 是 严格 种 蓝 数 , 即 设 *,y 志 及 当 ro<a<1 时 ,成 
rT 
Uaxrt+ (la)y) >» aU(x} + {1 - oa) Uy). {1-4) 
Utx) 是 上 四 函数 意味 着 它 的 二 阶 偏 导数 的 Hessian 阵 是 负 定 的 . 即 
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RUR) 0 PUCx) 


， Fx? 避 DE 
| 0-5) 
FUx) 0 UCx) 
CE TE 2 
是 负 定 的 . 负 定 对 称 阵 主 对 角 钱 上 元 京 小 于 零 , 即 
2) OO, FE= 1,",n. (1-0) 


上 式 称 为 效用 函数 边际 递 磊 法则. 

5, 效用 函数 和 的 数学 认 达 式 

一 般 很 难 给 出 效用 函数 具体 的 数学 表达 式 来 准确 反 册 人 们 的 消费 行为 .但 在 
实际 应 用 中 ,为 了 计算 上 的 方便 ,往往 用 各 种 形式 的 数学 公式 来 近似 描述 销 费 者 的 
消费 行为 . 

常用 的 效用 函数 表达 式 有 如 下 几 种 : 

第 1 种 ”对 数 线 性 型 

Ux) = AtxI 一 21 一 如 {1-7) 

其 中 ,ma > 0 为 第 i 种 消费 品 的 最 低 需 要 量 ;4 ,8B 为 正常 数 , 且 所 ++ 有 <1. 

第 2 种 CES(eonstant elasticity of substitution) 型 


Ux) = (avant Dn (1.8) 
其 中 ,a .a,8(8 < o) 为 正常 数 ， 
与 上 式 类 委 的 效用 滞 教 有 
Ux) = (Pale bs) (1-9) 
1.2 需求 胃 数 


若 消 费 者 消费 支出 总 额 为 好 ,那么 在 市 场 价 格 证 ,… ,pe 之 下 购买 各 种 消费 品 
的 数量 由 如 下 数学 模型 求解 


maxti(xr), 
恬 PIz1+… + Pin = 肚 ， C1-10) 
= 
上 式 取 极 值 的 必要 条 件 又 称 为 效用 最 大 法 则 . 即 
Ee < ap 时 ,x = 0; 
当 2 = Api 时 ，% 守 0 人 


PIX + + Prin = MH. 
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如 果 将 (1.10) 式 中 约 东 条 件 x; 0 去掉, 那么 (1-11) 式 中 可 相应 去 掉 第 1 式 及 第 2 
式 中 的 二 避 . 

车 给 出 效用 函数 U(x) 的 具体 数学 表达 式 , 通 过 求解 (1-11) 式 可 得 类 相应 的 
消费 品 需求 函数 


x = Ep Pas MH), i = 1,.,n. £1-12} 
恒 2 如 果 效 用 隔 数 如 (1-7) 式 所 示 , 那 么 需求 果 数 为 
Pix, = pr + rr - pi -… aa, = 1 ,nn. (1-13) 


上 式 所 示 的 需求 函数 称 为 线性 支出 系统 , 即 第 i 种 消费 品 支 出 额 pjx; 是 价格 及 收入 
诗 的 钱 性 函数 . 

例 3 如 果 效 用 函数 如 (1.8) 式 所 示 , 那 么 相应 需求 沿 数 为 
PE (1-14) 
> 四 

例 4 如 果 某 消费 者 在 ! 年 中 拥有 闲暇 时 间 为 H, 那 么 工作 时 间 为 {1 -~ 万 ) 大 
年 , 当 每 人 年 工资 率 为 w 时 该 消费 者 消费 行为 由 下 式 求解 : 

人 EX 二 站 CX 一 三] 有 一 | 一 b+, 
at. PT 二 Pan = wl — H), 
其 中 ,4, gi; 记 ,让 为 正常 数 ;b 为 闲 电 最 低 需要 量 . 
从 (1:15) 起 求 出 对 第 【种 消费 品 最 优 需 求 量 x 为 


加 二 


(1-15) 


Pi = pia: 4 - ppatn — wh), (1-15) 
对 闲暇 后 的 需求 量 为 
中 | + 
H= bthr nri(l-b- 二 i }. 1-17) 


该 消费 者 工作 时 间 为 5 = (1- 外 人 年 ,在 市 场 机 制 下 它 是 产品 价格 pi 与 劳动 
力 价 格 e 的 范 数 , 称 之 为 劳动 殿 给 函数 ， 


1.3 ”间接 效用 阴 数 


从 (1-3) 式 可 知 ,效用 是 享受 物质 量 x 的 函数 ,而 在 市 场 机 制 下 本 受 的 物质 量 
又 是 价格 与 收入 新 的 函数 ,因此 效用 可 间接 看 做 是 价格 与 收入 对 的 函数 . 
RCR 兰 UExi ps, pa Hs, sa (pis pn M)], {1-18) 
上 式 中 VY(p1,… ,po ;用 ) 称 为 间接 效用 函数 , 它 有 如 下 几 个 特点 ; 
(1 齐 次 性 ”价格 及 消费 总 支出 好 同时 扩大 或 缩小 上 大 倍 ,满意 度 或 效用 值 不 
变 . 即 
人 = 了 ‘1-19) 
(2) 当 其 他 条 件 不 变 时 ,消费 总 支出 好 上 升 ( 或 下 降 ) ,满意 度 玉 也 随 之 增加 
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(或 下 降 ). 
(3) 当 其 他 条 件 不 变 时 , 任 一 种 产品 价格 上 逢 (或 于 降 ),Y 值 将 下 降 ( 或 上 升 ). 
一 瑟 给 出 符合 上 述 风 个 条 件 的 间接 效用 函数 ,消费 者 行为 就 可 由 下 式 描述 : 


人 要 CPP) (1-20) 


约束 Pi 二 … 二 prra = 时. 
上 上 式 极 值 的 必要 条 件 为 
zi = ge, i = 1,，…，P， (1-21) 


给 出 一 种 了 的 具体 表达 式 , 便 可 确定 相应 的 需求 函数 表达 式 . 
例 5 间接 加 对 数 系统 . 
令 间 接 效 用 旺 数 为 


币 了 
CD， pa 村) 三 o>) 十 oa 


其 中 ,ab, > 站, 页 >- 二 2 
将 (1-22) 式 代 人 {1-21) 式 , 可 求 得 需求 画 数 
ab CM/p) 5+! 
ob M/A/p + asbo( MA/ pa 
上 式 所 示 的 需求 函数 称 为 间接 加 对 数 系 统 ， 


1.4 ”需求 比较 静态 分 析 


当 给 出 严格 上 的 效用 函数 U(x), 再 利用 效用 最 大 法 则 或 在 预算 约束 下 求 效 
用 最 大 的 极 值 此 要 条 件 , 所 求 出 的 需求 函数 = (p41,… ,pa; 计 ) 应 满足 如 下 几 个 
基本 条 件 ; 
1. 零度 齐 次 性 
当 欠 格 与 收入 盯 同 时 扩大 或 缩小 上 和合 时 ,需求 量 不 变 , 期 
x pi Bons FM) = x pl Pn). 


MM) (1-22) 


Pp2 


于 


2. 恩格尔 条 件 
市 51 + 二 po = 


党 x 去 为 需求 收入 弹性 ,os = 8 为 第 ;种 消费 品 支出 占 总 支出 比例 ， 


其 中 ,六 = 
3 十 诺 条 伯 
-1 
其 中 ,在 = 于 x 万 为 第 :种 产品 需求 量 对 第 j 种 产品 价格 的 交叉 弹性 ， 
4. 加 总 类 任 ” 


Dx + + ps = 0H. 
加 总 条 件 即 预算 约束 .由 于 在 极 信 必要 条 忻 中 包含 预算 约束 的 方程 ,因此 所 求 出 的 
需求 函数 必然 满足 加 总 条 件 . 
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例 5 钱 性 需求 男 数 
X= = 11, nn， (1-23) 
不 满足 齐 次 条 件 . 
例 7 对 数 线 性 需求 函数 
X= Hp 和 up 上 = 1 由， C1-24) 
洁 +t a +t + + 南 = 人 0 时 ,满足 零度 齐 次 性 条 件 , 但 不 满足 加 总 条 件 . 
在 实际 应 用 中 ,人 人 们 往往 泛 直 觉 箔 出 虽 -23) 式 . (1-24) 式 所 示 的 需求 阴 数 . 当 
应 用 历史 数据 估计 其 中 参数 时 ,虽然 有 时 能 通过 统计 学 检验 ,但 这 些 希 求 函 数 绪 构 
与 经 济 学 基本 假设 不 符合 .因此 , 当 价格 与 收入 作 较 天 范围 变动 时 , 应 用 这 些 需 求 
郑 数 斯 航 的 预测 将 与 实际 情况 严重 不 符 . 


2 生产 者 理论 


2.1 生产 图 数 


在 工厂 和 农村 ,人 们 每 日 每 时 者 在 不 断 生 产 各 种 产品 ,要 生产 这 些 产 品 必须 投 
人 各 种 生产 资料 或 生产 要 丸 . 它 们 主要 包括 :中 劳动 者 :具有 不 同文 化 是 次 .不同 
年 龄 的 工人 .农民 ,管理 者 .知识 分 子 与 科研 人 员 等 .,@@ 劳动 工具 :机 器 .厂房 .设备 
等 各 种 峭 定 资产 .@@ 各 种 原材料 , 鳃 土 地 ,矿山 .森林 等 各 种 资源 ,可 把 生产 过 程 中 
投 人 的 物资 或 人 统称 为 要 素 , 投 入 的 各 要 素 与 产 出 产品 之 间 因 果 关 系 的 数学 表达 
式 称 为 生产 函数 . 
如 果 一 种 生产 过 程 仅 生产 一 种 产品 , 则 称 该 生产 过 程 为 无 联合 生产 . 如果 一 种 
生产 过 程 同 时 生产 多 种 产品 , 则 称 该 生产 过 程 为 有 联合 生产 . 
无 联合 生产 的 生产 函数 一 般 可 用 下 式 表 示 : 
FF = RL) {2-1) 
其 中 ,zj …，,a 表示 各 种 原材料 等 的 中 由 投 人 数量 ;天 ,…, 上 表示 投入 的 种 种 辕 
定 资 本 与 资源 的 数量 ; 二,… ,上 表示 投 人 的 各 种 不 同 层 次 的 劳动 工时 的 数量 . 
要 想 给 出 (2-1) 式 的 具体 数学 表达 式 , 来 准确 反映 生产 过 程 中 投入 量 与 产 出 
量 之 间 的 数量 关系 ,是 一 件 十 分 困难 的 事情 .在 实际 应 用 中 ,人们 往往 用 各 种 类 型 
的 数学 公式 来 近似 反映 现实 的 生产 过 程 . 
常用 的 生产 函数 具体 数学 表达 式 有 如 下 几 种 : 
1. 柯 布 - 道格拉斯 {Cohbh-Douglasj 型 生产 画 数 
了 = AKnL, (2-2) 
其 中 ,天 为 固定 资本 授信 量 , 工 为 劳动 工时 投 人 量 , 4,a, 为 正常 数 . 当 a+b=1 
时 , 称 之 为 规模 报酬 不 变 的 生产 函数 ; 当 a+z > 1 时 , 称 之 为 规模 报 柄 递增 的 生产 
洒 数 ; 当 a + b < 1 时 , 称 之 为 规模 报酬 递减 的 生产 晰 数 . 
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2， 列 局 惕 夫 {Leontief} 型 生产 函数 
。 | En KE LI 上 
Y= er {2.3) 
上 式 表 明 ,投入 的 各 种 要 素 应 成 恰当 比例 . 当 投 人 的 各 谈 迪 撞 分 别 为 


= = ,ns 


R= by, j= 1,",m: 
= by = ,s,s 
时 , 产 出 了 = Y. 
3. 柯 布 - 道 榨 拉 斯 型 与 列 昂 网 夫 型 相互 肉 套 的 生产 沙 数 


| | min a a 中 ， (2.4) 
y= AKt ee Kin Li ， :, 
上 式 中 ,投入 的 原材料 要 成 己 当 比例 ,而 投入 的 固定 资本 .资源 和 劳动 力 相互 之 间 
可 以 替代 .比如 ,生产 一 块 辖 ,需要 一 张 包 刁 纸 与 38 精 的 中 间 投 入 成 恰当 比例 ,但 
生产 糖 可 以 采用 机 械 化 . 半 机 械 化 .手工 劳动 为 主 等 各 种 请 式 , 即 可 以 用 机 器 来 代 
替 人 的 手工 劳动 . 

4.CES 型 生产 男 数 

7 了 = ACak® + bY {2.5) 

其 中 ,天 为 固定 资本 投 人 量 , 为 劳动 工时 投入 量 ,(2-5) 式 中 设 只 有 工种 固定 资本 
与 1 种 范 动 力 ;4,ab, 等 为 给 定 正常 数 , -四 e <e< 上当 8 = 1 时 ,(2-5) 式 为 
规模 报酬 不 变 的 生产 函数 ,3 > 1 与 8 < 1 时 分 别 为 规 摸 报酬 递增 与 规模 报酬 递减 
的 生产 苯 数 ， 

5， 列 昂 网 夫 型 与 CES 型 相互 机 赛 的 生产 西 数 


| 好 | “ ,各 ,)， {2.6) 
V= AB + tht, 
上 式 中 , 投 人 的 原材料 ,… ,a 要 成 怡 当 比例 ,而 投入 的 固定 资本 ,资源 ,劳动 力 则 
可 以 互相 替代 . 

当 (2-6) 式 中 cg = - o 时 ,(2-6) 式 化 为 (2-3) 式 所 让 的 列 吊 惕 夫 型 的 生产 函 
数 . 当 (2-6) 式 中 o = 0 时 ,(2-6) 式 化 为 (2-4) 式 所 示 的 柯 布 - 道格拉斯 型 与 列 昂 
蝎 去 型 相互 级 套 的 生产 函数 .可 以 给 出 (2-1) 式 所 示 生 产 国 数 的 各 种 各 样 的 具体 
形式 ,在 实际 应 用 时 应 根据 实际 情况 选择 适当 的 类 型 . 

有 联合 生产 的 生产 函数 一 般 可 用 下 式 表 示 : 

FF Yn 1 nt KI yn L,) = 性， (2-7) 

其 中 ,7 为 种 产品 产 出 量 ,其 余 变量 合 义 与 (2- 1) 式 相同 ， 

《2-7) 式 可 以 有 各 种 各 祥 的 具体 形式 ,例如 ,有 联合 牛 产 的 列 昂 锡 去 型 生产 酉 
数 为 


" T+ 
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[四 qin 全 全 各 生生 -0 
(2-8) 
上 式 表 明 , 当 投 人 人 要素 成 犀 当 比重 ， 
为 = 三 和， 
= 他 7=1 


hy = hy 9 les 


时 , 产 出 为 y= 各 := 1,…,n. 其 中 g 为 给 定常 数 . 


2.2 ”供给 函数 与 要 素 需 求 函 数 


考虑 (2-1) 式 所 示 的 生产 沙 数 , 当 产 出 为 了 时 ,收入 为 Pr, 为 产品 价格 ,为 产 
出 了 需 投 入 的 原材料 .固定 资产 ,资源 ,劳动 工时 等 所 付出 的 成 本 


C= plzt t+ + patn + TOAPIRI+ + Pakn + 
Prarieorl + … 十 村) + WL + + Ds (2-9) 
其 中 ,ps,i = 1 5, 为 上 种 产品 的 价格 ;= n+ 1 ,于 ,为 贾 源 的 虱 格 ;Fr 为 
市 场 资本 统一 利润 率 ; 如 ,49 = 1,…,s; 为 各 种 劳动 力 的 工资 率 . 
生产 者 的 利 渔 吾 为 收 人 人 三 去 成 本 , 即 


H= pr-d6, (2-10) 

在 完全 竟 争 的 市 场 机 制 下 ,生产 者 谋求 利润 最 大 应 符 台 如 下 极 值 党 要 条 件 : 

p32 = ps f= ln 

ak ms j= l,m {2-11) 

ar 
p a 

其 中 ,mm 为 资本 或 资源 的 租金 . 


Was 可 二 | 


《2-11) 式 所 示 的 极 值 必要 条 件 又 称 为 生产 者 利润 最 大 法 则 . 
用 求解 (2-11) 式 的 极 值 必要 条 件 , 可 驴 求 出 生产 过 程 的 最 优 投入 量 , 它 们 都 是 
市 场 价格 .资本 或 彰 源 的 租金 .工资 率 等 的 隔 数 . 即 


|: = py Pm TRL" Thm Wl Ws) 


K: = Kp pms Pls Mm ty Ws) {2-12) 
b= pls Pm PI + Pm; Wi, Ws). 

上 式 称 为 要 素 需 求 函 数 .将 (2- 12) 式 代 人 生产 函数 (2-1) 式 中 ,可 以 看 出 产 出 量 了 

也 是 市 场 价 格 .资本 或 资源 的 租金 .工资 率 等 的 末 煞 . 即 


了 = 下 3 
上 式 称 为 产品 殿 给 函数 . 
例 1i 


(2-13) 
设 (2-1) 式 的 生产 函数 为 如 下 柯 布 - 道格拉斯 型 : 
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了 = 4 (2-14) 
其 中 ,中 间 投 大 s; 的 价格 为 p; ,固定 资本 及 赛 源 天 的 价格 为 pj ,劳动 工时 的 价格 
为 ww ,产品 了 的 价格 为 p. 
当 生 产 蜀 数 具 有 规模 报 放 递减 的 性 质 , 即 
= 2+ m+ 和 + +hA++""+<l {2-15) 


时 ,产品 供给 函数 为 


7 


{2- 6) 
其 中 ,e 如 {2-15) 式 中 所 定义 ， 
授信 各 要 素 的 需求 函数 为 
Zr 三 p(s) £ 三 1 机 
Kk = pF)y. T= 1 m? (2-17) 


和 

| 
Le 
上 


其 中 ,了 如 {2-16) 式 所 示 , 它 是 产品 价格 .固定 资本 或 资源 的 租金 .工资 率 的 函数 ， 
因此 投入 各 要 素 也 是 产品 价格 .资源 的 租金 .工资 率 的 函数 . 

当 生 产 函 数 具 有 规模 报酬 不 变 的 性 项 时 ,e = 1,e 如 (2-15) 式 所 示 ,产品 价格 
p 与 要 素 价 格 之 间 的 关系 为 

1 a ， 9 | 各 wl i 地 二 
= 让 ( 和 如 (多) (人 )( 区 ) …( 攻 } -mg) 

上 式 即 为 产品 供给 肾 数 .但 应 当 注 意 到 , 当 生 产 函 数 有 具有 规模 报酬 不 变 的 性 质 时 , 殿 给 
量 Y 不 能 表示 产品 价格 与 要 素 价 格 的 连续 函数 ,这 时 供给 本 数 可 以 表述 为 :在 给 定 各 要 
素 价 格 时 , 按 (2-18) 式 计算 出 来 的 产品 价格 记 为 p" , 当 产 品 实际 价格 小 于 p” 时 ,产品 
供给 基 了 = 0; 当 产品 实际 价格 等 于 p* 时 ,产品 供给 量 无 论 多 大 都 可 以 . 

由 于 产 出 了 难以 用 一 个 数学 公式 表示 出 它 与 产品 价格 .资源 的 租金 .工资 率 之 
间 的 关系 ,也 难以 用 简洁 的 数学 公式 表示 出 要 素 需 求 量 与 价格 .租金 .工资 率 之 间 
的 关系 ,因此 在 生产 函数 具有 规模 报酬 不 变 的 性 质 时 ,一 般 仅 列 出 如 下 的 单位 产 出 
要 素 和 需求 函 数 : 


加 

Y = pp t= 1, ns 

K 8 

,j= 1 ,mi (2-19) 
Y ip; 

二 1 

了 ww og = 1 ,#3. 


其 中 ,si/Y 了 是 产 出 为 1 单位 时 ,第 i 种 中 间 投 人 品 的 需求 量 ; &/Y 是 产 出 为 1 单位 时 
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第 j 种 固定 资本 或 资源 的 需求 量 ; AY 为 产 出 为 上 单位 时 第 q 种 劳动 力 需 求 量 . 
例 2 设 (2-1) 式 的 生产 函数 为 如 下 的 CES 型 : 
Y= A[ 要 | 于 917 十 十 a De + bi 天 De 二 
BK le 十 tL 二 A (2-20) 
其 中 各 变量 含义 与 (2-14) 式 同 . 
由 于 (2-20) 式 是 具有 规模 报酬 未 变 的 生产 郧 数 , 因 此 ,单位 产 出 要 素 需 求 函 数 


为 
到 如 2) 
7 = 出 (2 ， = |， n 
= (和 ) ，/ 
一 人 | 。 站 
y= pl: j= 1 mm; (2.21) 
L tp 
Ee 上 4 
+ (2) 9 ! “ 


产品 价格 p 与 要 素 价 格 之 间 的 关系 (或 称 之 为 供给 函数 ) 为 


如 = 可 = 七 -] 
-~ | 人 nm 二 | 
三 下 I (和 + 二 十 ) 十 bs | ) 十 """ + 
f [a pi Sl pa \ pi 


| si sly -ta 
(人 
当 人 -21) 式 与 12- 和 2) 式 中 的 = 1 时 ,它们 分 别 化 为 42-17) 式 与 (2-18) 式 的 形 
式 ,这 时 生产 孙 数 (2-20) 式 化 为 (2-14) 式 的 形式 .因此 , 柯 布 - 道格拉斯 型 的 生产 
函数 仅 是 CES 型 生产 函数 的 特殊 情况 . 
俩 3 如 果 生 产 函 数 具 有 (2-3) 式 的 形式 ,那么 单位 产 出 要 束 需 求 画 数 为 
a FT= i 1 
[ss = b;， j= l,m: {2-23) 
LAY= 上 = 1,..*,3. 
此 时 ,产品 价格 p 与 要 素 价 格 之 闻 的 关系 (或 称 之 为 供给 函数 ) 为 
p= p+ tp + ribp t+ bpm) + 
所 1 十 … 十 坟 测 . 


2.3 ”供给 比较 静态 分 析 


供给 比较 静态 分 析 主 要 讨论 供给 函数 及 要 素 需 求 男 数 的 基本 性 质 , 即 研究 市 
场 价格 的 变化 将 怎样 影 啊 产品 供给 量 与 要 素 投 入 量 的 变化 . 

在 消费 者 理论 中 ,给 出 严格 加 的 效用 丁 数 , 在 消费 者 玩 算 约束 之 下 依 效 用 最 大 
法 则 可 得 到 相应 的 消费 品 需 求 亚 数 .在 生产 者 理论 中 ,给 出 生产 函数 ,在 产品 与 要 
素 价 格 确 定之 后 依 生 产 者 利润 重大 法 则 可 得 到 相应 的 产品 供给 函数 与 要 素 需 求 本 
数 .因此 ,消费 者 理论 与 生产 者 理论 在 方法 上 有 许 包 类 似 之 处 .例如 , 当 生 产 函 数 为 
规模 报 柄 递减 的 严格 止 孙 数 时 ,所 得 到 的 产品 供给 函数 .要素 需 求 函 数 与 消费 品 需 


(2-24) 
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求 函数 有 许 名 类 似 的 性 质 . 基本 的 性 质 有 如 下 几 条 ; 
lb 当 生 产 巩 数 为 增 函数 旦 是 严格 凹 函 数 , 即 边 际 产 内 递减 时 ,在 其 他 条 件 趟 
恋 的 情况 下 ,产品 价格 上 升 (或 下 距 ) 将 引起 该 种 产品 人 世 给 量 上 天 (或 下 降 }, 即 
a¥Y/9p > 0. 这 个 性 质 可 以 从 (2-16) 式 的 具体 例子 中 得 以 证 实 . 
2 条 件 同 1* ,一定 存 在 某 些 或 全 部 要 素 , 当 它 的 价格 上 升 时 将 使 供给 量 下 降 . 
例如 ,由 (2-16) 式 可 知 
ay/ap <0, =1 
ratm 区 和， {2-25} 
2Y/Aw < 0, 本 = 1,3. 
3 条 件 同 8. 某 种 要 素 价 格 上 升 将 引起 该 种 要 素 需 求 恒 下 降 . 例如 ,从 (2-16) 
式 与 (2-17) 式 可 知 


RADP) < 0 j= l,m (2-26) 
dL /aw < 0, 9 = 1,,s. 
4 条 件 同 .产品 供给 函数 及 要 芭 需 求 男 数 满 足 零 度 齐 次 条 件 , 即 当 产 品 与 要 
素 价格 同时 扩大 或 缩小 相同 倍数 时 ,产品 供给 量 与 要 素 希 求 痢 不 变 . 
在 实际 应 用 中 ,往往 采用 规模 报酬 不 变 的 生产 函数 .从 (2-18) 趟 、 (2-19) 式 可 
以 看 出 产品 供给 函数 及 要 从 需 求 沙 数 有 如 下 基本 福 质 : 
te 从 (2-18) 式 可 知 , 当 所 有 要 素 价 格 同 时 扩大 a 倍 时 ,产品 价格 也 将 扩大 相同 
倍数 .这 意味 著 供 给 函数 有 齐 次 性 . 即 当 产品 与 要 罕 价 格 间 时 扩大 a 倍 时 ,对 产品 
供给 量 没 有 影响 ， 
2 从 (2-18) 式 可 知 ,任意 一 种 要 素 和 价格 上 升 将 引起 产品 价格 上 升 ， 
3 从 (2-19) 式 可 知 ,任意 一 种 要 素 价格 上 升 (或 下 降 ) 将 引起 该 种 要 素 单 位 产 
出 要 素 需 求 量 下 降 (或 上 升 )， 
4 从 (2-19) 式 可 知 ,产品 与 要 素 同 时 扩大 倍 ,将 不 影响 单位 产 出 要 订 需 求 量 
的 变化 . 


[xm < 0， 让 


3 ”一般 均 衡 理 论 


3.1 瓦尔 拉 斯 一 般 均衡 理论 


供给 与 需求 的 平衡 是 经 济 学 中 要 讨论 的 核心 内 容 . - : 般 地 说 ,一 种 产品 的 供给 
量 与 需求 量 与 其 他 各 种 产品 价格 都 有 关系 . 现 设 有 种 产品 ,第 站 种 产品 总 需求 曾 
D: 是 m 种 产品 价格 的 函数 :六 = DCp pn) ,i = 1,…,n. 第 二 种 产品 总 供给 量 
也 是 n 种 产品 价格 的 函数 ;5 = Spin ,Pi = 1, 供求 平衡 时 各 产品 价 
格 与 供求 量 由 如 下 联 立 方程 求解 : 
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瑟 (P ps) = SPE pry, 上 = 1 ,tH, {3-1) 

在 经 济 学 中 ,瓦尔 拉 斯 最 早 给 出 了 列 写 产品 市 场 一 般 均 衡 联 立方 程 组 的 方法 ， 
从 而 儒 定 了 一 般 均衡 理论 的 基础 . 

下 面 介 绍 瓦尔 拉 斯 一 般 均 奖 模 型 . 

1. 消费 者 效用 最 大 法 则 与 需求 函数 

设 有 mm 个 消费 者 ,m 种 产品 , 则 第 i 人 人 人 半 用 国名 为 

= 三 Ux 9 光 则 )， 

其 中 ,x 表示 第 i 个 消费 者 享受 到 的 第 j 种 消费 吕 的 孝 量 . 

第 个 消费 者 对 种 产品 的 初期 占有 量 分 别 为 x ,… ,xx ,在 市 场 价格 下 ,他 要 
出 此 这 些 产品 并 购 人 他 朝 欢 的 产品 .产品 交换 应 满足 如 下 的 预算 约束 : 


Pi t+ Parn = PIXA + + parr- (3-2) 
消费 者 在 预算 约束 之 下 求 效用 最 大 ,应 满足 如 下 的 效用 最 大 法 则 ; 
a 已 下 
axnf Pl /m= ~ Ax fo, (3-3) 


求解 (3-2) 式 与 (3-3) 式 可 求 出 第 i 个 消费 者 对 5 种 产品 的 需求 量 或 需求 请 数 . 

2. 生产 者 利润 最 大 法 则 与 殿 给 函数 及 要 素 需求 涛 数 

设 有 * 个 生产 者 ,第 上 个 生产 者 投入 rm 种 产品 中 的 某 些 产 品 来 产 出 上 种 产品 中 
另 一 些 产品 .其 生产 函数 可 表示 为 


| Ns Ty Tn) 三 0， £ 三 1 1 {3-4) 


其 中 ,zw 表示 第 上 个 生产 者 所 投 人 或 产 出 的 第 j 种 产品 的 数 且 . 
第 上 个 生产 者 在 生产 过 程 中 所 获得 的 利 渔 荆 , 为 


He = pixnmt prt + pin: 


在 (3-4) 式 生 产 图 数 约 东 之 下 求 利润 肘 最 大 的 极 值 必要 条 件 ( 或 称 之 为 利润 最 大 


法 则 ) 为 
a a 9 


解 (3-4) 式 与 (3-5) 式 可 得 到 第 上 个 生产 者 产品 供给 函数 与 要 素 需 求 函 数 . 
3. 市 场 供求 平衡 
第 j 种 产品 在 生产 过 程 中 投入 或 产 出 的 总 量 为 启 + … + 人 y+ + 这 ,其 中 ， 
为 第 i 个 生产 者 所 投 和 或 产 出 的 第 j 种 产品 的 数量 .对 消费 者 来 说 ,第 4 个 消费 
者 购买 的 第 种 产品 的 数量 为 =, ,其 初期 古 有 量 为 < ,因此 他 对 第 7 种 产品 的 总 需 
求 为 -xs ,全 体 m 个 消费 者 对 第 j 种 产品 总 需求 应 等 于 生产 者 总 供给 ,因此 有 有 
如 下 平衡 方 程式 ， 


DF, = Drs #5). (3-6) 
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(3-2) ~〈3-6) 式 构成 扎 尔 拉 斯 一 般 均衡 模型 .现在 来 分 析 方程 组 个 数 与 变量 
的 个 数 . 

对 (3-2) 式 来 讲 , 由 于 有 严 个 消费 者 , 故 相应 有 严 个 方程 .对 (3-3) 式 来 讲 ,每 个 
消费 者 有 mn - 1 个 方程 , 故 相应 有 m x (rn - 1 个 方程 ,对 (3-4) 式 来 讲 ,s 个 生产 者 
相应 有 * 个 方程 .对 (3-5) 式 来 讲 , 相 应 有 sx (* - 1 个 方程 .对 (3-6) 式 来 讲 ,n 种 
产品 相应 有 = 个 平 奖 方程 .因此 方程 总 个 数 为 


mimx {nl)+s+ sx (tn)+n= myxyn+sxn+tn; 


相应 地 ,x 有 刺 x n 个 变量 , 率 6。 有 sx n 个 变量 ,价格 p 有 个 变量 ,因此 变量 总 
数 正 好 也是 mx n+ sx n+t+n 个 ,在 瓦尔 拉 斯 一 般 均 衡 机 型 中 ,方程 的 个 数 与 变量 
的 个 数 相 等 . 

关于 瓦尔 拉 斯 一 般 均 衡 模型 应 注意 如 下 几 个 要 点 : 

(1) 方程 个 数 与 末 知 数 个 数 相等 时 解 的 存在 性 与 唯一 性 问题 . 一般 地 讲 ,下 尔 
拉 斯 一 般 均衡 模型 中 只 有 mx n+ sx n+n-1 个 方程 相互 独立 ,因此 只 能 求 出 产 
贞 间 相互 比 剧 下 :pz:…:p .相互 间 比 价 是 唯一 的 . 

(2) 瓦尔 拉 斯 一 般 均 衡 模型 只 考虑 产品 市 场 的 供求 平衡 问题 ,没有 涉及 资本 
品 市 场 .货币 市 场 .国际 贸易 市 场 等 ,没有 考虑 税收 收 人 与 财政 支出 问题 ,也 设 有 考 
圳 环境 污染 与 保护 问题 以 及 教育 与 科研 问题 等 ,全 面 考虑 这 些 问 题 属于 现代 应 用 
一 般 均 衡 理 论 ， 

现代 应 用 一 般 均 衡 理 论 目 前 仍 在 迅速 发 展 之 中 . 


3.2 存在 一 艇 均衡 解 的 无 尔 拉 斯 条 忻 
与 一 般 均 街 解 的 存在 性 


关于 产品 市 场 殿 求 平衡 联 立 方程 组 的 列 写 原则 与 解 存在 的 条 件 村 点 如 下 : 

lb 设 有 n 种 商品 ,这 些 商品 可 忆 是 消费 品 ,也 可 以 是 生产 过 程 中 投入 的 生产 要 
素 , 如 原料 .资本 品 、 劳 动工 时 .土地 ,各 种 其 他 资源 ,等 等 .各 种 商品 价格 分 别 为 
再 1+Pa2，“ JPn， 

2 消费 者 在 预算 约束 之 下 求 效用 最 大 可 得 到 消费 品 需求 函数 ,生产 者 在 生产 
函数 约束 之 下 求 利 润 最 大 可 得 到 要 素 需 求 函 数 与 产品 供给 函数 . 消费 品 需 求 阔 数 
与 要 素 需 求 函 数 相 如 可 得 到 产品 总 需求 销 数 , 它 是 价格 pl ,…, ps 的 畏 数 . 设 第 i 种 
商品 总 需求 量 为 PD = Di(pl ,ps) ;总 供给 量 为 3 = SP ,pn), 则 可 得 到 供 
求 平衡 的 个 方程 海 

Dp spa) = PT {3-7) 
3jp 需求 函数 与 供给 函数 满足 齐 次 条 人 忻 , 肥 当 所 有 价格 都 扩大 或 缩小 同一 倍数 
时 ,需求 与 供给 量 不 变 ; 
Di{ pr", kpn)} = Dil pl ,Pal 
Sit kp, pn ) 三 Si tpls"™, Ppa). 
中 如 果 消 费 者 效用 函数 为 严格 四 上 恩 煞 ,那么 消费 品 凋 求 函 煞 便 为 连 统 明 数 . 
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3? 如 果 生 产 函 数 为 规模 报酬 递 碱 的 严格 凹 函 数 ,那么 产品 供给 函数 与 要 素 需 
求 郴 数 千 为 连续 晓 数 . 

应 当 指 出 ,在 实际 应 用 中 往往 采用 规模 报酬 不 变 的 生产 两 数 , 它 不 再 是 严格 加 
函数 ,这 峙 产品 供 给 函数 与 要 素 需 求 语 数 将 不 是 连续 画 数 ,这 种 情况 下 一 般 均衡 解 
的 存在 性 证 明 将 困难 得 多 . 

合 方程 


Ppl Dlp, pa) Spis's ps) = 0 (3-8) 


称 为 瓦尔 拉 斯 条 件 . 它 的 含义 是 ， 各 种 收入 应 等 于 各 种 支出 之 和 . 
7 考虑 (3-7) 式 所 示 市 场 供求 平衡 方程 ,如 果 供 求 函 数 满 足 迷 续 性 、 齐 次 性 、 
瓦尔 拉 斯 条 件 , 那 么 (3-7) 式 有 解 存 在 , 即 市 场 存在 供求 平衡 点 ， 
8 (3-7) 式 一 般 是 相关 的 , 即 只 能 求 出 各 产品 阔 相 互 比价 pi: pz2:…*; pn、 
下 面 举例 说 明 上 述 要 点 . 
例 1 某 封闭 社会 共有 10 000 人 ,只 进行 两 种 生产 活动 : 织 布 与 种 田 . 有 两 个 生 
产 者 分 别 经 营 这 两 种 生产 活动 . 织 布 生产 活动 的 生产 晴 数 为 


?1 一 V * ‘3-9) 
其 中 , 互 为 报信 的 劳动 工时 量 , yj 为 布 的 产 出 量 . 
种 田 生产 活动 的 生产 函数 为 
y= 2 hh, (3-10) 


其 中 ,上 为 投入 劳动 工时 量 , 7; 为 粮食 产 出 量 . { 注 :本 例 的 日 的 仅 在 于 说 明 一 般 均 
衡 方 程 的 列 写 方法 及 平衡 点 存在 的 条 件 , 因 此 对 生产 郴 数 作 了 简化 . 如 果 该 封闭 社 
会 有 许 才 生产 活动 ,每 种 生产 笑 动 都 要 投 人 许 委 种 要 素 , 那 么 将 卡 及 许多 变量 .更 
复杂 与 更 切合 实际 的 模型 在 可 计算 一 般 艾 衡 模 型 中 讨论 ). 
设 每 个 人 入 好 函数 都 一 样 ,为 
U = x x CH 0.4)', (3-11) 
其 中 ,x 为 第 i 个 人 享受 到 布 的 数量 ;x 为 第 i 个 人 享受 到 粮食 的 数量 ;所 为 第 : 
个 人 拥有 闲暇 时 间 的 数量 ;0.4 人 年 为 拥有 闲暇 时 间 的 最 低 需 要 量 ， 
产品 合 到 市 场 上 进行 交换 ， : 问 ， 当 市 场 殿 求 平 衡 时 , 布 的 价格 粮食 价 榜 户 
及 工资 率 w 的 比值 pi:p2: ww = 
当 布 的 生产 者 投入 为 上 有 成 率 为 wL ,其 中 ww 为 工资 率 ; 产 出 为 y1, 收 大 为 
Piyl. 生 产 者 的 目标 是 获得 利润 了 极 太 化 , 即 
max Hy = Piy — 4， ‘3-12) 
通过 求解 (3-9) 式 与 (3-12) 式 利润 最 大 必要 条 件 , 可 得 到 布 的 供 纵 消 数 为 
yi = pi/(2w0), (3-13) 
以 及 投 人 的 要 素 上 的 需求 隙 数 
i = pt/(dw), (3-14) 
当 粮 食 生 产 者 投入 劳动 工时 时 ,成 本 为 ata , 产 出 为 y; ,相应 收入 为 py2; 生 
产 者 要 获得 极 大 化 利润 五 ;, 妈 
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max Hy = py 一 iho. (3-15) 
通过 求解 (3-10) 式 与 (3-15) 式 的 利润 最 大 必要 条 件 , 可 得 到 粮食 的 供给 函数 为 
Ya = 2p2a/ Ww, (3-16) 
以 及 投入 的 要 京 L 的 需求 函数 
1, = p/w (3-17) 
生产 者 获得 的 总 利润 
Hi+ H2 = piyt + pay2 - wh - wh 
Dt 2p Pp BB_r, (3-18) 


本 i 4 
瓦尔 控 斯 条 件 说 明 : 各 种 收入 应 等 于 各 种 支出 之 和 , 在 本 例 中 , 销 人 此 收入 为 
piyl + p272; 工 资 收 入 为 wE (EB 为 劳动 总 可 供 量 10 000 人 年 减 去 亲眼 时 间 总 需求 
量 ) ,生产 中 的 工资 支出 为 wi + wb ,消费 总 支出 为 px + pzx2t 2 与 2 分别 为 两 
种 产品 消费 总 需求 其) ,因此 无 尔 拉 斯 条 件 为 
PIT + P+ wh = wh + wha + PpIX + Par2 (3-19) 
上 式 可 酸 写 为 
PAN -YI + palxa—o P+ wt FB) = 站， (3-20) 
即 为 (3-8) 式 所 示 的 瓦尔 拉 斯 条 件 . 
第 i 个 人 在 预算 约束 之 下 达到 北 用 最 大 的 模型 为 
{™ 于 = x -0.4)!, 
st. pt + pa = tl- H+ a(t H+ I). 
上 式 中 ,天 =1- 所 为 第 5 个 人 劳动 工时 供给 量 ,后 + … + Hiqmm = 上 ;a; 为 转移 区 
付 系 数 . 由 于 本 例 中 没有 公共 消费 支出 .投资 支出 等 ,因此 利润 收入 所 + 避 应 转 
称 支 付 给 消费 者 才能 符合 瓦尔 拉 斯 条 件 , 故 @l + …+ amo = 1， 
通过 求解 (3-21) 式 的 效用 最 大 必要 条 件 , 可 求 得 第 【个 人 两 种 产品 的 需求 函 
数 及 有 亲眼 需求 量 : 


‘(3-21) 


之 2 
PIXil = 0.2w + 全 [号 十 ] 
. 了 
paxa = 0.2o+ 人 本 [一 + 可 ) ; {3-22) 
tf pt 2 
whH. = 0.6w+ 于 (是 + 忆 】 
全 社会 相应 总 需求 其 为 
T0000 Wm Ion 
区 1 三 和 xn, 三 x2 = FH; 
劳动 力 总 供给 量 为 | 
£ = 10000 - FH; 
产品 市 场 供求 平衡 方程 为 


XI = Ys NW = 
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劳动 市 场 供求 平衡 方程 为 
P= 也 十 了， 
时 (3-13) .13-14).(3-161.13-17).(3-22) 式 可 求 得 市 场 供求 平 街 方程 组 
W000w 11 时 piy_A 
= (3-23) 
2000w 1 nt p3 _ 2p; 
pz + 注 (各 + | (3-24) 
2 
4000 - 革 LH, 县 ) - -2 及， (3-25) 


寸 抽 
不 难 知 道 ,(3-23) ~ (3-25) 式 有 三 个 未 知 数 mi pain 及 三 个 方程 , 且 满 足 齐 次 条 
件 .连续 性 条 件 与 瓦 杀 拉 斯 条 件 , 此 外 三 个 方程 只 有 二 个 独立 ,可 求 出 市 场 比价 为 
pi:p:w = 20v15 :10w15 :1， 
如 果 在 (3-21) 式 中 将 预算 约束 方程 改 为 
PiXil + Paxa = ll - H.), 
那么 可 以 证 明 将 不 满足 瓦尔 控 斯 条 件 ,从 而 不 存在 平衡 点 , 即 市 场 供求 平衡 方程 组 
无 解 . 


3.3 阿 罗 - 德 布 鲁 一 般 均 街 模型 


前 面 几 节 给 出 了 列 写 一 般 均衡 模型 的 基本 思路 与 方法 ,其 中 做 了 一 些 假 定 ,如 
效用 函数 为 严格 凹 函数 且 连 续 可 导 ; 生 产 阻 数 为 无 联合 生产 的 规模 报酬 递减 的 严 
格 凹 函数 时 ,相应 的 供给 函数 为 价格 的 连续 函数 ,等 等 . 当 供 给 函数 与 需求 函数 满 
足 齐 次 条 件 ,连续 性 条 人 忻 及 瓦尔 拉 斯 条 件 时 ,可 以 证 明 均 突 点 的 存在 .上 述 条 忻 有 
些 过 于 苛刻 或 与 实际 尚 有 较 大 偏 亢 . 例 如 ,在 实际 应 用 中 一 般 采 用 规模 报国 不 变 的 
生产 函数 ,这 时 供给 函数 将 不 珍 是 连续 画 数 ,这 将 增加 证 明 市 场 均 衡 点 存在 性 的 难 
度 . 在 阿 罗 - 德 布 鲁 一 般 均衡 模型 中 ,采用 集合 与 映射 的 语言 来 描述 供求 平衡 并 证 
明 均 衡 点 的 存在 性 .可 以 说 瓦尔 拉 斯 采用 的 是 经 典 数学 知识 来 描述 市 场 供 求 平衡 ， 
而 阿 罗 - 德 布 鲁 采用 的 是 近代 数学 知识 来 描述 它 . 正 由 于 采用 的 是 近代 数学 知识 ， 
可 以 对 现实 经 济 系统 的 运动 刻 前 得 更 加 深入 ,但 也 更 加 抽象 与 缺乏 直观 性 ,不 利于 
应 用 经 济 工作 者 对 它 的 了 解 与 掌握 . 

下 面 简要 介绍 阿 罗 - 德 布 鲁 一 般 均衡 模型 的 一 些 要 点 . 

1. 集 值 映射 

记 R" 与 Rn 分 别 表示 nn 维 与 m 维 实 空间 ,XX 与 7 分 别 是 它们 的 于 集 , 即 x CR" 
及 Y C R" ,如 果 对 于 每 一 点 zx 后, 总 有 一 个 确定 的 子 集合 p(x) C 了 与 之 对 应 ， 
则 称 gq 为 从 XY 到 了 的 售 值 映射 { 或 称 为 点 - 集 对 应 ), 记 必 到: 二 主子. 

初等 数学 中 一 元 晒 数 y = 2(xz), 自 变量 * 与 诬 变量 y 都 蚌 实数 ,部 * 拓 R,yE 
R; 铬 元 函数 y = p(x 为 )》 = pz) 忠生 了 ,ye 到, 它们 都 是 集 值 快 射 的 特 
殊 情况 . 
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2， 集 值 映 射 的 连续 性 

在 集 值 映射 中 , 自 变量 与 应 变量 都 是 集合 . 直观 地 说 , 当 自 变量 集合 均匀 地 变 
化 (不 宽 然 变 大 或 缩小 ) 时 ,应 变量 集合 也 作 均 名 的 变化 , 则 称 这 种 集 值 映射 为 连 
续 映 射 . 下 面 给 出 集 值 映 射 连续 性 的 定义 ， 

定 光 1 上 半 连 续 性 ” 令 w, 让 ,…, 开 是 收 就 于 x ”的 任 一 序列 ,其 相应 映射 
天 集合 序列 ptx) ,pt G(X). 令 aiEE g(r) ,EE ge), EE p(t), 
且 a 和, 下 收 证 于 a, 那 乏 , 如 果 @ EE gtx ), 则 称 w 企 x” 处 上 半 连 续 . 如 果 9 
在 针 处 姓 上 半 连 续 , 则 称 p 在 区 是 上 半 连 续 的 . 

定 沁 2 下 半 连 续 性 。” 令 x, 下 ,… ,x 半 是 收 化 于 x* 的 任 一 序列 ,其 相应 觅 射 
到 集合 序列 p(x ,p(x ,p( 对 ) ,在 p(x* ) 中 任 取 bE p(x"), 总 存在 序列 
bt pth) ,使 得 5, 如,… ,丰收 贫 于 8, 则 称 在 x 灶 下 半 连 续 . 如 果 g 在 + 处 
处 于 半 连 续 , 则 称 在 二 是 下 半 连 续 的 . 

如 果 ”在 立 既 是 上 半 连 续 , 又 是 下 半 连 续 的 , 则 称 之 为 连续 的 集 值 映射 . 

3. 和 角 谷 {Kakutani) 不 动 点 定理 

设 世 C Rs 为 西 紧 香 ,上 集 值 映射 g;: 五 汪 基 为 从 计 到 苇 的 集 值 映射 ,而 且 是 上 半 
连续 的 . 则 wp 有 不 动 点 , 即 存 在 x* EE 站, 使 得 x" EE p(x"). 

如 果 yp: 一 下 是 五 到 自身 的 点 对 点 映射 , 则 角 兴 不 动 点 定理 化 为 布 劳 威 尔 
{Brouwer) 不 动 点 定理 . 

布 劳 威 尔 不 动 点 定理 设 工 CR" 为 凸 紧 集 ,映射 p:X-> 是 连续 的 , 则 9 
有 不 动 点 , 即 存在 x”€ X, 使 得 x* = PIT” )， 

不 动 点 定理 在 证 明 市 场 均衡 点 存在 性 中 起 关键 作用 ， 

4， 商 品 空 间 与 偏好 关系 

设 有 种 商品 ,由 于 可 供 消 费 的 商品 数量 一 般 大 于 或 等 于 零 , 当 用 同 量 x 表示 
商品 的 一 个 组 合 时 ,x E R* ,因此 一 般 称 Rs 为 n 维 商品 空间 .消费 者 对 商品 空间 中 
任 二 组 商品 可 比较 其 优 劣 .可 在 RI 上 定义 二 元 偏好 关系 < , 它 满足 如 下 条 件 : 

P 上身 反 性 。 对 任意 x E Re ,都 有 > 苹 了 

> 传递 性 当 x<syyxz 了 时 ,有 >x 芭 2， 

3 完备 性 。 对 性 意 x,y EE Bi, 有 > 过) 或 者 y < *. 

这 里 ,“x < 3" 的 音 思 是 y 至 少 同 x 一样 好 .如 果 x 过 了 y 且 过 x, 则 认为 x 与 
y 一 样 好 ,并 记 为 x ~ 了 . 辑 果 xz 芝 ?但 x ~- y 不 成立 ,这 意味 着 3 比 x 好 ,并 记 为 
于 心间. 

s. 二 好 关系 的 连续 性 

定义 在 R* 上 的 偏好 关系 称 为 连续 的 ,如 果 对 尾 意 的 x RF ,集合 jy 所 R+1 
yy < 与 ly ER x < y| 都 是 RR 中 的 闭 集 . 

.入 好 关系 的 单调 性 与 凹 性 

设 < 是 定义 在 Re 上 的 偏好 关系 . 

(1) 称 偏好 关系 < 是 单调 的 ,如 果 当 x < y( 这 表示 了 中 各 分 量 x 中 相应 分 
其 ) 生 x x», 则 Y > 澳 ， 
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(2) 称 偏 好 关系 < 是 凸 的 ,如果 对 任意 的 < Ri ,集合 ly 毛 RY1Vx 过 31 是 吓 


集 . 
(3) 称 偏好 关系 < 是 严格 上 的 ,如 果 它 是 凸 的 , 基 对 任意 的 x,y EE RR? ,x 
x 三 3 都 有 < Ax+t (1-A)y, 其 中 O< <1. 
7, 慷 好 关系 与 效用 函数 
设 < 是 定义 在 Ri 上 的 偏好 关系 , 称 函 数 as: 到 一 民 ,， 是 表现 偏好 关系 的 效 才 
明 数 ,如 果 * 过 了, 当 且 仅 当 a(x) 二 uly)， 
显 热 ,和 ~ Jy 当 且 仅 当 (x)= wty) 必 而 xX < 站; 则 等 价 于 (x) < uy). 
依 消 费 者 实际 行为 ,总 假设 定 六 在 了 ar 上 上 的 山 好 关系 是 连续 的 ,可 以 证 明 这 种 
情况 下 存在 表现 偏好 关系 < 的 效用 函数 上 :R?- 一 R, , 且 4 是 连续 函数. 
车 utx) 是 表现 情 好 关系 < 的 效用 郴 数 , 则 有 如 下 性 质 : 
1* 偏好 关系 < 是 单调 的 , 当 且 仅 当 w(x) 是 严格 递增 冰 数 , 即 当 < y 时 ,有 
ut) < tp). 
2 偏好 关系 < 是 凸 的 , 当 生 仅 当 u(x) 是 撕 册 的 函数 . 
3 偏好 关系 < 是 严 梅 凸 的 , 当 且 习 当 wtx) 是 严格 氢 症 的 函数 . 
8. 预算 约束 集合 
在 纯 交 换 经 济 中 ,消费 者 在 进行 交易 之 前 拥有 的 商品 域 称 为 该 消费 者 的 初期 
占有 基 . 设 初期 占有 莉 为 :g = 【a1,… ar, 它 为 常 向 节 , 壬 a € Rr.n 种 商品 价格 
为 p = [py,…,ps], 在 市 场 经 济 中 ,消费 者 出 售 a 并购 人 x, 绝 人 x 所 花费 的 鳗 不 应 
超出 出 上 售 a 的 收入 . 固 此 消费 者 应 满足 如 下 预算 约束 : 
pri= pt + pp = Pat "+ pa 
罕 合 上述 约束 的 点 x 构成 预算 约束 集合 Bp, a)， 
Blpa) = {x€E Rip-.xeasp.al. (3-26) 
9， 需求 柴 合 与 需求 映射 
消费 者 在 初期 占有 其 为 a 时 ,在 市 场 价格 p 之 下 购 入 x 使 效用 最 大 ,可 用 如 下 
模型 描述 : 
{™ 二 
sl pep: a EER, 
上 式 最 优 解 集合 dp ,a) 称 为 该 消费 者 的 需求 集 全 . 有 时 将 (3-27) 式 记 为 
dp,a) = arg maxt (x) teE BPA)t, (3-28) 
需求 集合 dp ,a) 与 价格 p 有 关 , 即 给 定 一 个 价格 PE R' ,对 应 有 一 个 需 来 集合 
dp,4) CR' ,这 种 对 应 称 为 R* 到 自身 的 集 值 缺 射 ,并 称 为 布 求 映 射 d;R? 二 有 ， 
10. 部 交换 经 济 的 均衡 配置 
设 有 下 个 人 , 记 为 了 = 人 12, 第 ;个 人 初期 占有 昔 为 下 和 Rt ,在 市 场 价 
格 与 预算 约束 之 下 该 消费 者 购买 量 x 为 需求 集合 年 中 革 一 上 总 ,也 就 是 说 购 人 蝇 x 
应 使 得 第 个 人 效用 本 (2) 最 大 ,商品 总 可 殿 量 为 8 = ea + 虹 + 二 的 ,总 需求 
量 为 YY = XI+ 并 守 + 加 ,车 所 有 消费 者 在 市 场 价 格 p* 之 下 谋 各 自 效 用 最 大 且 
达 供 求 平衡 x”= a#, 刚 称 这 时 的 价格 ”与 需求 十 x" 分 别 为 均 聊 价格 与 均 冤 配 


(3-27) 
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寺 . 
il. 纯 交 换 经 济 均衡 配置 的 存在 性 
设 m 个 消费 者 初期 占有 量 总 和 a Rr? 为 严格 正 的 有 界 常 向量 ,因此 可 以 认为 
第 i 个 消费 者 消费 其 限定 在 商品 空间 R* 中 非 空 有 界 凸 闭 集 内 ,再 假定 第 i 个 消费 
者 售 出 初期 占有 wi 得 到 收入 为 p. ai, 他 将 全 部 收入 用 来 烛 所 需要 的 商品 , 即 p .a 
= PX ,那么 可 以 证 明 当 第 i 个 消费 者 的 效用 务 数 ur 是 连 续 的 且 严 格 拟 止 时 ， 
E = 11,… ,ml , 纯 交 换 经 济 将 存在 均 密 价格 与 均衡 配置 . 
经 济 系 统 均衡 配置 存在 性 的 证 明 在 数理 经 济 理论 中 占据 重要 地 位 , 阿 罗 - 德 
布 鲁 等 人 在 加 世纪 及 年 代 应 用 汉 - 诺 伊 最 等 人 所 创建 的 对 策 论 及 角 谷 不 动 点 定 
理 等 知识 缩 出 了 产品 市 场 一 般 均衡 配置 存在 性 的 严格 证 只 ,他 们 因此 分 别 于 1972 
年 和 1983 年 获得 了 诺 贝 尔 经 济 学 奖 . 
纯 交 换 经 济 中 只 有 消费 者 ,没有 生产 者 . 
12. 生产 集合 
设 有 种 商品 ,其 中 有 些 商品 可 以 作为 生产 过 程 丰 的 投 人 人 要素, 有 些 则 是 生产 
过 程 中 的 产 出 品 . 用 向 其 y= [7 加 二 表示 一 个 生产 活动 , 苦 革 个 分 莉 六 < 0， 
表示 该 生产 活动 需 投 人 第 i 种 商品 量 x 作为 投 信 要素 , 若 y > 0, 表 示 该 生产 活动 
产 出 第 种 产品 量 为 y, 则 生产 活动 3 的 全 体 构成 的 集合 T, TC R', 称 为 生产 集合 . 
生产 集合 假说 满足 如 下 性 质 : 
1 了 是 半 廿 集 ， 
2 RNT= IO. 
-BR)CT. 
其 中 性 质 8 认为 生产 活动 规模 可 连续 变化 , 且 符 合 规模 报酬 不 变 或 规模 报酬 递减 
的 规律 ;性 质 2 表示 》 中 各 分 量 都 大 于 或 等 于 零 且 至 少 基 些 分 量 大 于 零 是 不 可 能 
的 ,这 意味 着 没有 投 人 就 不 可 能 有 产 出 ;性 质 3 表示 人 允许 只 有 投入 却 没 有 产 出 的 
情况 存在 . 
节 ， 利 润 函 数 与 供给 映射 
生产 活动 处 于 了 时 ,所 得 科 润 为 请 ,yy = prl+…+ 身 和 :由 于 生产 者 总 是 才 
采用 能 获得 最 大 利润 的 生产 活动 ,因此 生产 者 利润 国 数 if(p) 定义 如 下 : 
Hp) = max|p yiyE 了 | 
可 获得 最 大 利 泣 的 生产 活动 了 称 为 供给 量 .供给 量 y 与 市 场 价 格 p 有 关 . 供给 其 
所 在 的 集合 可 用 
SCp) = ly€ TIp:y= Hip)| 
表示 ,或 记 为 
Si) = arg maxlp. ylyeET, 
其 中 5(p) 称 为 供给 映射 , 它 表 示 每 一 价格 p 对 应 一 个 华 合 5{p). 
14， 考 虑 消费 者 与 生产 者 的 均衡 配置 
设 全 社会 肌 个 消费 者 及 个 生产 者 ,他 们 分 别 组 成 集合 = 甩 ,…,m| 和 集 
合 了 = 1 和 1,…, 丰 | .第 i 个 消费 者 对 5s 种 雇 品 初期 占有 其 为 q' ,效用 畏 数 为 wi ,i 工 
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第 /个 生产 者 生产 集合 为 了 27 E ,利润 娩 数 为 IP(p). 由 于 没有 考虑 固定 资产 投 
资 与 经 济 增长 问题 ,因此 所 获得 的 利润 应 全 部 用 于 消费 . 设 不 (p) 转移 支付 给 第 i 
个 消费 者 的 份额 为 ytp) ,那么 第 i 个 消费 者 可 供 消费 的 总 收入 为 


aa - 
Blp) = par+ rh(p), 和 fF, 


其 中 ， >) r=1, je. 


第 个 消费 者 在 价格 p 之 下 购 人 x 的 消费 支出 应 小 于 或 等 于 李 的 总 收入 
ptp), 他 的 预算 集合 可 用 下 式 表 示 : 
Hp) = IxERIp:x A(tp)|. 
由 于 这 里 没有 考虑 储蓄 的 问题 ,上 式 中 一 般 可 采用 等 式 约 束 , 即 p ,x = Ptp). 
当 所 有 消费 者 在 市 场 价 格 p” 之 下 谋求 各 自 效 用 最 大 ,生产 者 谋求 各 自 利 润 
最 大, 且 总 需求 等 于 总 供给 时 ,总 消费 需求 x* .生产 总 供给 六 称 为 均衡 配置 ,P“ 
称 为 均衡 价格 .可 用 如 下 式 子 表示 市 场 均衡 配置 与 均 街 价格 ; 
(1) 对 于 消费 者 2 EE 1 其 消费 需求 最 x 满足 项 算 约 更 昌 达 效用 最 大 , 即 
2 = marloefz) lz Rlp' )|; 
(2) 对 于 生产 者 jE 了 ,供给 量 y 满足 利润 最 大 法 则 


p:y= Bp')= maxm zl zcE T+, 
其 中 了 均 第 / 个 生产 者 生产 集合 ; 
{3) 总 供求 平衡 
> - > 十 Pe 


其 中 ,x 为 第 ; 个 消费 者 消费 需求 重 ; ,yy 为 第 j 个 生产 者 产品 供给 节 ( 供 给 为 负 时 应 
理解 为 投入 要 素 需 求 量 );a 为 第 i 个 消费 者 初期 占有 其 . 

15.、 考 虚 生 产 者 与 消费 者 财 均 衡 配置 的 存在 性 

阿 罗 与 短 布 曾 等 人 在 加 世纪 玫 年 代 证 明了 包 合 消费 者 与 生产 者 的 经 济 系统 
均 奖 配置 的 存在 福 . 下面 简 记 说 明 存 在 均衡 妃 置 消 费 者 与 生产 者 应 满足 的 几 个 基 
本 条 件 ， 

对 消费 者 i: E 7 来 讲 ,其 消费 量 x EE R? ,效用 画 数 二 是 连续 的 日 严格 氢 喇 的 ， 
并 且 效 用 遇 数 具有 非 饱 和 性 , 即 对 任意 的 六 入 Re ,存在 zz 生 R', 司 得 w(xwY) < 
wit z). 

对 生产 者 jE€ 了 来 讲 ,他 的 生产 集合 为 7 了 /0E 了, 并 有 是 集合 VF= T+ + 
TT*( 妈 YY 为 了 /中 各 向 量 和 构成 的 集合 ) 是 闭 凸 的 ,允许 只 投入 无 产 出 的 情 闹 , 即 谨 
(- Ra) 亡 Y. 再 仍 设 生产 过 程 是 不 可 道 的 , 即 了 让 (- 由 = 10 

若 消 费 者 与 生产 者 满足 上 述 条 件 ,此 外 还 请 足 瓦尔 拉 斯 条 件 , 即 消费 支出 应 等 
于 利润 收入 加 消费 者 出 信 初 期 占有 的 收入 ,那么 ,可 以 证 明 市 场 存在 供求 平生 的 均 
衡 配 轩 与 均衡 价格 . 

阿 罗 . 德 布 鲁 等 人 在 上 述 相 当 宽 松 的 条 件 下 证 明了 市 场 均衡 配置 的 存在 性 问 
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题 , 莫 定 了 现代 一 般 均衡 理论 的 基础 .但 也 应 当 看 到 上 述 模型 存在 许多 不 是 之 处 . 
比如 

(1) 仅 解 决 了 静态 平衡 点 问题 ,未 涉及 均衡 增长 与 最 优 增 长 的 动态 问题 ; 

(2) 未 包括 税收 收 人 与 财政 支出 ,也 未 考虑 货币 政策 问题 ; 

(3) 未 考虑 国际 贸易 间 题 ; 

(4) 未 考虑 教育 .科研 及 环境 保护 等 问题; 

{5) 未 解决 求 均衡 配置 的 具体 算法 ,等 等 . 

近 几 十 年 来 ,数理 经 济 学 理论 与 实践 外 在 迅速 发 展 的 过 程 中 ,上 述 问题 都 得 到 
不 同 程度 的 解决 .数理 经 济 学 也 成 长 沟 一 门 内 容 极其 广泛 与 丰富 的 一 门 学 科 . 


3.4 列 局 惕 夫 一 般 均 衡 模型 


考虑 (2-3) 式 所 示 列 易 惕 夫 型 的 生产 函数 ,为 简便 起 见 , 设 只 有 一 种 劳动 力 ， 
可 将 (2-3) 式 简 化 为 


Y = min[ 吾 ， ‘on 雪 。 (3 29) 


上 式 是 生产 一 种 产品 的 生产 函数 .如 果 有 nm 种 产品 ,每 种 产品 由 一 个 生产 活动 生产 
出 来 , 那 必 第 i 种 产品 的 生产 函数 可 表示 为 
$i 


li” bli Bb 
当中 间 投 人 zf 以 及 固定 资本 投 人 癌 与 劳动 工时 投入 上 城 恰当 比例 , 即 
x = a KE = bey, = ty 
时 , 产 出 中 = yi. 当 第 :年 各 种 产品 产 出 量 为 yC1) = [yyn(t)]' 时 ,那么 第 
1 年 投入 的 中 间 产 品 为 Ay(1) ,投入 的 固定 资本 量 为 刀 t1) ,投入 的 劳动 工时 最为 
(1) ,其 中 中 间 投 入 系数 阵 4 ,固定 资本 投 和 人 系数 阵 晴 , 以 及 劳动 工时 投 人 系数 行 
问 量 由 下 面 的 式 子 表示 : 


dl ln br Bs 
委 = : : 二 = : : 1 t=]. 
dnl a tn p a 鼎 


| mm 


由 于 第 :年 投 人 固定 资本 量 为 取 (1) ,第 t+ 1 年 投 人 固定 资本 量 为 By(:1 + 1), 其 增 
量 B[y(t + 1) - y(1)] 即 为 新 增 固定 资本 ,这 里 不 考 开 固定 资本 折旧 ,那么 第 :年 
产 出 y(t) 一 方面 用 于 中 间 投 人 Ay(4), 另 一 方面 用 于 固定 资本 投资 BL y(t + 1) ~ 
开间] ,余下 用 于 消费 .因此 有 如 下 的 实物 平 街 方程 : 
8ft) = Ay 4 BlyCrt + 1}— y(t)] + ett). (3-31} 

上 式 便 是 著名 移 询 唱和 情夫 动态 投入 产 出 模型 . 

如 果 在 (3-31) 式 中 不 考 虚 固 定 资本 投资 问题 ,那么 可 得 如 下 静态 列 昂 惕 去 投 
入 产 出 模型 ; 


(3-30) 


ft = CE) + C(t). {3-32) 
在 实际 应 用 中 ,往往 把 固定 资本 投资 与 折 介 放 在 最 终 消 费 Ctt) 中 考 碟 . 
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现在 假设 每 人 年 工时 消费 结 攀 为 4 = [本 和 ,二 ] 开 ,那么 为 产 出 光合 需 投 入 
地 (1) 人 年 工时 ,消费 量 el1) 应 为 


d 4 

et = | oe = | : | = Ty(t), (3-33) 
起 dh 

其 中 ,为 消费 系数 奏 ， 


dl ti ii til, 
T= : [i 1 二 : : - 
他 dt 辆 提 dts 


将 {3-33) 式 代 入 (3-31) 式 , 得 到 动态 投产 出 模型 的 另 一 种 表达 式 为 
Yi = AyCE) + Bly(it 4 1) pO] + Ty(t). (3-34) 
由 列 昂 惕 夫 等 人 所 创建 的 线性 多 部 门 模型 近 几 十 年 来 社 到 迅速 的 发 展 与 广泛 
的 应 用 ,例如 ,(3-31) 式 所 示 动 态 投入 产 出 模型 与 控制 理论 新 分 支 ~ 一 广义 动态 
系统 理论 相 结合 ,形成 广义 线性 多 部 门 经 济 系 统 理论 ,可 方 伍 地 讨论 动态 系统 平衡 
增长 .最 优 增长 及 运动 全 过 程 分 析 . 


4 ”应 用 一 般 均 衡 理论 


4.1 求 市 场 均衡 价格 与 均 街 配置 的 算法 


上 一 章 讨论 了 市 场 供 求 平衡 的 存在 性 .在 实际 应 用 中 还 要求 出 鬼 和 隐 价格 与 均 
衡 配置 的 具 性 数 秆 ,求解 市 场 均 聊 价 杰 与 均 奖 配置 的 算法 可 以 归 入 应 用 数学 中 非 
线性 静态 联 立 方程 组 求解 的 范畴 .例如 ,具有 = 种 商品 的 市 场 供求 平 狂 可 由 下 式 撕 
述 ;: 
fp spa) = Dilpisirpn) — Sitp1rs pr) = 0; 
| : (4-1) 
haps ha) = D(Aps ps) — Slpis''' pa) = 0. 
其 中 ,D 与 有 分别 为 第 ;种 商品 需求 量 与 供给 量 , m 为 相应 价格 . 
《4- 1 式 也 可 篇 记 为 
rp} = 小 {4-2) 
求解 (4-2) 式 非 线 性 方程 组 ,无 论 是 在 工程 领域 还 是 在 经 济 管 理 领域 都 有 广 证 的 
应 用 . 秽 如 ,在 非 线性 规划 中 往往 包含 有 类 似 (4-2) 式 所 示 静 态 方程 组 的 约束 条 
件 .因此 可 以 利用 非 线 性 规划 通用 软件 (如 CaAMS 软 件 等 ) 来 求解 (4-2) 式 的 一 般 均 
衡 问题 . 
但 是 ,由 于 经 济 系统 有 其 特殊 规律 ,例如 (4-1) 式 中 供求 明 数 满足 齐 次 性 与 所 
尔 近 斯 条 和 件 等 , 因此 经 济 学 家 开发 出 相应 软件 来 求 市 场 均 窗 解 .1960 年 斯 卡 夫 
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(Scarf) 等 人 给 出 了 在 标准 单纯 形 上 求解 市 场 均 衡 点 的 第 一 代 算 法 ,其 后 由 许多 数 
理 经 济 学 家 不 断 完善 发 展 成 为 第 二 三、 四 …… 代 算 法 ,个 得 求解 变量 可 氛 更 多 ， 
速度 可 以 更 快 . 下面 简 要 介绍 在 标准 单 续 形 上 寻找 平衡 点 算法 的 基本 原理 . 
1. 标准 单纯 形 
标准 单纯 形 或 单位 单纯 形 是 如 下 的 集合 5: 


ss- {xER’ >。 - 1,x; > 0}, (4-3) 
mi 


其 中 ,x 是 向 量 x 的 第 i 个 分 量 . 

2. 单纯 形 

设 x',… ,x 是 n 维 实 宝 闻 RR" 中 /个 线性 独立 的 向 二 . 则 由 此 7 个 向 量 线性 组 
合 而 生成 的 向 基 为 


X= 旭 | 于 | 

其 中 ,al+…+ea = la0i= 11.… ,rT ,那么 x 所 在 的 保 合 SHMNr -1 维 单 纯 形 . 

标准 单纯 形 由 x' oo-…,x? 全 成 ,其 中 ,x 的 第 i 个 分 世 为 1 .其 杂 分 量 为 堆 . 

3. 标准 单纯 形 的 端面 

标准 单纯 形 的 = 个 端面 是 如 下 的 集合 : 

= |x€ESIxr = 0,i= 1 

4. 单纯 形 的 剂 分 . 

将 单纯 形 分 为 于 不 重 到 的 小 单纯 形 S',… ,党 , 有 是 满 忠 如 二 两 个 人 各 人 忻 ; 

(1 S= 5U UU ,好 单纯 形 $ 是 小 单纯 形 51,… ,于 的 并 集 ; , 

(2) 5S' 与 ,i 关 六 或 不 相交 ,或 整个 端面 相 变 ,或 具 相 交 于 顶点 , 则 称 5',…， 
人 + 为 单纯 形 宁 的 一 个 剖 分 . 

s， 限 制 的 前 分 

设 玉 = 135, 如 | 是 单纯 形 5 的 一 个 创 分 . 如 果 险 去 3 的 项 点 之 外 , 胞 腔 
(1 si 挛 ) 的 其 余 顶点 都 不 在 $ 的 端面 上 , 则 称 剖 分 K 是 一 个 限制 的 剂 分 ， 

.全 标号 单纯 形 

设 是 单纯 撒 $ 的 一 个 限制 的 前 分 , 关 = 1954, ,9%! ,共有 六 个 项 点 Vi 
本 (人 Rn,S 的 个 顶点 标号 分 别 为 1……,m， ,中 之 一 


个 , 即 车 VY i; 不 是 $ 的 顶点 , 则 它 的 标号 HV 站 EE 411,…,n1. 如果 某 个 胞 腔 宁 的 顶 
点 标号 恰好 为 1,… ,rn, 则 称 8 为 全 标号 单纯 形 . 

7, 标号 定理 

设 单纯 形 $ 的 一 个 限制 训 分 的 顶点 为 牛 ……,y ,前 = 个 顶点 是 3 的 顶点 , 赋 


予 标 导 术 VY 让 ee ), i > 4, 在 集合 i1,… ,ni 中 
任 到 , 则 剖 分 中 人 存在 一 个 全 标号 单纯 形 . 

8. 正常 的 标号 

设 5 是 一 个 标准 单纯 形 或 单位 单纯 形 ,前 分 的 顶点 为 各,… ,VY*, 相 应 标 导 为 
此 名 区 VY 避 ,对 任 一 顶点 区 ,车 它 的 标号 CV 小 = i 向量 V'! 的 第 i 个 分 量 
大 于 零 , 则 称 这 种 标号 规划 是 正常 的 . 
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9. 正常 标号 下 的 标号 定理 

设 标准 单纯 形 S 的 前 分 氏 的 顶点 标号 规则 是 正常 的 , 则 前 分 下 至 少 存在 一 个 
全 标号 单纯 形 . 

以 上 给 出 了 = 维 商品 空间 Rs? 中 标准 单纯 形 剖 分 的 - - 些 性 质 , 下 面 利用 这 些 性 
质 来 求解 (4-1) 式 的 平衡 点 . 由 于 (4-1) 式 中 供求 函数 请 足 齐 次 条 件 ,车 pi,…,p。 
是 一 组 解 ,那么 乘 氛 任 一 正常 数 e, 则 ap,,…, ap 仍 基 它 的 组 解 .因此 可 以 仅 在 
标准 单纯 形 中 寻找 市 场 均衡 解 . 具体 方法 是 将 标准 单纯 形 进行 前 分 ,然后 给 予 一 定 
的 标号 规则 ,通过 寻找 全 标号 单纯 形 求 出 市 场 均 衡 点 . 

10， 求 市 场 均衡 点 的 一 种 算法 
网 和 步 : 精 度 选 择 .给 定 正 整 数 Z, 2 越 大 意味 闭 训 分 胸腔 半径 越 小 ,从 而 计算 

第 2 步 :起 始 胸腔 的 选择 . 起 始 胸腔 项 点 坐标 可 册 如 下 矩阵 表示 ,每 一 列表 示 
-- 个 顶点 的 坐标 , 凡 坐 标 中 有 零 分 量 ,表示 该 顶点 在 标准 单纯 形 端面 上 . 


0 17Z i/2 4 17Z 
LZ 0 1/Z …… 17Z 17Z 
LZZ 1/2 0 17Z 17Z 
1/Z 1/2 1/Z …- 0 17Z 

(2 -n+2 (2Z-n+t+2) (2Z-mn+2 | (2Z-n+D) (2 -n+ 
Z > Z Zz Z 


《4-4) 
第 3 步 : 标 准 单纯 形 端面 上 顶点 标号 规则 的 确定 ,如 果 某 个 胸腔 顶点 坐标 分 莉 
中 出 班 有 0 分量 ,说 明 该 顶点 在 标准 单纯 形 端面 上 .首先 出 现 0 的 分 量 号 即 为 该 顶 
点 的 标号 . 即 
HP) = minfil 人 = 站 二 1， (4-5) 
其 中 ,WV 在 标准 单纯 形 端面 上 ,VK 为 它 的 第 个 分 量 坐 标 . 
按 (4-5) 式 标 号 规则 ,(4-4) 式 中 左 数 第 1 烈 所 对 应 的 顶点 标号 为 1, 第 2 列 扬 
对 应 的 项 点 标 民 为 2,……, 第 站 -1 列 所 对 应 的 项 点 标号 为 (ma - 1). 而 第 nn 列 所 对 应 
的 顶点 在 标准 单纯 形 内 部 ,其 顶点 标号 按 下 面 规则 进行 . 
第 4 步 ; 标 准 单纯 形 内 部 胞 腔 顶 点 标号 规则 的 确定 ,着 而 点 = [所 及] 
在 标准 单纯 形 的 内 部 ,可 令 py = ,ps = 久 ; 然 后 分 别 计算 (4-1) 式 中 的 无 慎 ， 


zi = 1,… ,nn. 顶 点 的 标号 规则 可 按 下 式 进行 : 
VV) = minj il > 站 = 1,n!. (4-6) 
当 胞 腔 顶 点 按 上 述 方法 标号 时 ,可 以 证 明 在 标准 单纯 形 内 部 必 存 在 一 个 全 标 
号 单纯 形 移 腑 . 


第 5 步 ; 胞 腔 的 转移 .在 起 始 胞 腔 中 前 (Cn - 1) 个 顶点 (对 应 (4-4) 式 的 前 (nm - 
DD 列 ) 标号 怡 好 为 1,…,(n ~ 1). 现 按 第 4 步 确定 第 = 个 硕 点 标号 ,如 果 标 号 为 n， 
则 找到 一 个 全 标号 单纯 形 胞 腔 .但 应 当 指 出 ,由 于 (4-1) 式 经 济 系 统 的 特殊 规律 ， 
起 始 胞 腑 一 般 不 会 是 全 标号 单纯 形 .这 是 因为 当 Z 很 大 时 ,p; = 172,i = 人 
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Cn =- 也 很 小 .相应 地 p, 则 很 大 . 由 于 第 种 产品 价格 ps 相对 很 大 ,使 得 该 种 产品 
需求 世 DD 很 小 ,而 供给 量 5 很 大 ,帮凶 = D; -5S; < 0, 因 此 按 (4- 合 式 标号 规则 ,第 
n 个 顶点 标号 不 会 是 衣 . 
如 果 起 始 胞 腔 第 个 顶点 标 导 与 第 j 个 顶点 (相应 (4-4) 式 的 第 j 列 ,j < (nm - 
0)) 标号 相同 ,那么 应 去 掉 第 j 列 的 原 有 顶点 坐标 , 挽 上 另 “个 新 顶点 .新 顶点 坐标 
按 下 式 计算 : 


b= B+ hb, 当 站 = 1 时 ; {4-7) 
= 当 = 时 . 
其 中 ,为 新 顶点 举 标 , 贞 ', 好!', 栈 为 原来 胞 腔 顶 点 坐标 . 
当 用 六 代 昔 所 时 ,(4-4) 式 所 示 和 矩阵 变 成 另 一 个 矩阵 (两 矩阵 仅 第 列 不 同 )， 
它 相 应 为 新 胞 腔 的 na 个 顶点 ,这 样 便 从 旧 胞 腔 转 移 到 新 胸腔 .在 新 胸腔 中 再 计算 新 
所 对 应 的 顶点 的 标号 ,标号 规则 同 (4-5) 式 或 (4-6) 式 . 如 果 标 号 为 a, 则 找到 一 个 
全 标号 单纯 形 胞 腔 ;如 果 标 号 上 < fa - 1 那么 必然 有 1 列 标号 与 之 相同 ,也 为 上 ， 
如 果 该 列 为 第 1 列 , 那 么 应 去 掉 第 1 列 的 旧 上 坐标 , 挽 上 新 坐标 ,新 坐标 计算 方法 同 
{4-7) 式 { 内 须 将 改 为 1 即 可 ). 如 此 不 断 进行 下 去 ,可 以 证 明 , 由 于 经 济 系统 自身 
特性 ,胸腔 转移 都 在 标准 单纯 形 内 部 进行 .由 于 胞 腔 个 数 有 跟 , 转 称 过 程 不 会 循环 
重复 ,因此 最 终 将 找到 一 个 全 标号 单 强 形 胞 腔 . 
第 6 步 : 均 衡 点 的 计算 . 当 找 到 全 标号 单纯 形 后 ,将 标 寻 为 i 的 顶点 记 为 ,由 
于 经 许 系 统 的 特殊 性 质 ,全 标号 单纯 形 胞 腔 顶 点 一 般 都 在 标准 单纯 形 内 部 . 依 标 号 
规则 有 如 下 性 质 : 
顶点 mi ,标号 为 1, 则 及 > 0: 
顶点 后 ,标号 为 2, 则 六 二 各, 访 > 0; 


人 = bi tb bt, 2ejg(n-1)®; 


顶点 &,, 标 号 沪 58, 则 三 0 于 0. 太 > 0. 
战 以 上 可 知 ,在 a 处 及 > 0,@z 外 下 声 0, 刚 上 a 与 ao 附近 必 存 在 一 点 (以 供求 函数 
连续 性 ), 恒 得 fi = 0. 当 ZZ 足够 大 ,或 胞 腔 半 么 足够 小 时 ,意味 着 ai 处 或 o 处 廊 =- 
人 .类似 可 推 得 当 Z 足够 大 时 , 任 一 顶点 处 都 成 立 ; fi 二 0,…, 记 -1 = 人 0. 由 于 满足 瓦 
尔 拉 斯 条 件 . 

Df t+ pn-th-tt ps = 0, 

以 及 忆 > 0,i = 1 yn, 因此 ,六 也 将 约 等 于 0, 从 而 全 标号 单纯 形 胞 腔 任 一 顶点 坐 
标 即 为 均衡 价格 的 近似 值 ,均衡 产量 也 就 相应 可 求 得 . 


4.2 二 要 素 多 部 门 模型 均衡 点 的 求解 
近 几 十 年 来 一 般 均 疾 理 论 在 实际 中 得 到 广 证 的 应 用 ,并 形成 应 用 一 般 均 衡 


Capplied general equilibrium 或 简称 AGE) 理论 体系 . 应 用 -- 般 均衡 分 析 广 重 构造 具 
性 模型 的 技术 及 求解 均衡 点 的 算法 .由 于 应 用 一 般 均衡 分 析 要 计算 出 均衡 价格 与 
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均衡 产量 的 具体 数值 , 因此 也 称 之 为 可 计算 一 般 均 衡 (computational general 
equilibrium 或 简称 CGE) 分 析 . 在 实际 应 用 中 可 以 依 实际 情况 构造 出 各 种 复杂 程度 
不 辐 的 ACE 或 CGE 模型 .本 节 及 以 下 几 个 小 革 介 绍 几 种 简单 的 CGE 模型 及 其 构 模 
技术 . 

二 和 要 喜多 部 门 模型 所 能 描述 的 经 济 系统 如 下 : 设 经 济 系统 有 nm 个 部 门 ,每 个 部 
门生 产 1 种 产品 ,各 种 产品 生产 过 程 中 只 投入 资本 乓 与 劳动 工时 工 两 种 要 素 . 在 给 
定 财 间 贿 期 内 ,资本 与 劳动 工时 总 可 供 量 为 常数.n 种 产品 价格 分 别 为 pi，…，,p。 
劳动 工时 价格 为 工资 率 w, 资 让 价格 为 租金 :. 

二 训 素 多 部 门 模 型 具有 采集 数据 方便 等 优点 .下 面 介 绍 模型 基本 方程 . 

第 i 种 产品 生产 函数 为 

0, = ML + CL -6 Kei, {4-8) 
其 中 ,0; 为 第 i 种 产品 的 产 出 量 ; 帮 与 5 分 别 为 投 人 的 资本 目 劳 动工 时 ;A4,6B ,oi 为 
常数 ,，-w <s<1. 

生产 者 在 (4-8) 式 生产 肖 数 约束 下 谋求 利润 最 大 时 , 可 求 出 单位 产 出 要 案 带 
求 函 数 为 


i f(r,mw) , 
0 dm l 
(号 ) 
= py (4-9) 
san lr) 
= 2 - Elr,w) 
Je 
(3) PE (4-10) 
RE 
其 中 ,与 分 别 为 单位 产 出 劳动 工时 需求 函数 与 资本 需求 咀 数 . 
产品 价格 p; 依 授 和 人 的 成 本 定价 , 即 
pi = tt, + [不 :， {4-11) 
设 有 下 个 消费 者 ， 和 入 入 生 让 用 国人 
L = [ oj 他- DA .二 Pa i (4-12) 


其 中 ,x 为 第 i 个 消费 者 享受 到 的 第 种 消费 品 数量 , aj 及 帮 均 为 常数 ， 
车 第 / 个 消费 者 的 收 人 为 1 并 全 用 于 消费 支出 , 则 依 效 用 最 大 法 则 可 求 出 需 
求 函 数 为 


-下 
= 一 一 2 (4-13) 
apl i+ + pn 1 
设 第 j 个 消费 者 拥有 资本 为 起 ,同时 他 付出 劳动 工时 为 站 ,那么 他 的 收入 
M = wa + rk. {4-14) 
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下 面 介 绍 求解 二 要 素 多 部 门 模型 均衡 点 的 计算 方法 号 步骤. 
第 1 步 :计算 精度 的 确定 . 
本 模型 是 求 均衡 时 r 与 z 的 值 , 替 此 标准 单纯 形 是 r-w 平面 上 一 条 线段 .将 该 
线段 再 划分 成 小 线段 { 即 前 分 ), 若 取 较 大 的 z 值 , 则 训 分 越 细 ,计算 精度 越 高 ， 
起 始 胸腔 两 个 顶点 坐标 写成 矩阵 形式 为 
0 1/2 
| (Z- i/ ’ 4-15) 
其 中 ,第 1 列 所 对 应 的 硬 点 在 标准 单纯 形 边 界 上 ,第 2 烈 所 对 应 的 顶点 在 其 内 部. 
第 3 步 ; 胞 腑 顶点 标号 的 计算 . 
(1) 将 胸腔 弄 点 坐标 值 作为 r 与 w 的 初 值 , 即 + = 42 = {2-1/2. 
(2) 当 确 定 r 与 w 值 之 后 , 按 (4-9) 式 与 (4-10) 式 计 算 站 加) 与 名 (x 二). 
(3) 当 计 算出 去 与 吉之 后 , 按 (4-11) 起 计算 产品 价格 疡 - 
(4) 依 (4-13) 式 与 (4-14) 式 计 算 x;, 第 i 种 产品 总 需求 量 %; 是 全 社会 m 个 消费 
者 对 第 i 种 消费 品 需 求 量 之 和 . 即 


A 二 Dx 1 = 1l,'"*,n. ‘4-16} 


(5) 第 i 种 产品 产 出 量 Q; 在 均衡 时 应 等 于 需求 量 x;. 即 @ = ,i = 1 
(6) 计算 要 素 需 求 量 上 5 与 .第 i 个 生产 者 要 只 需求 为 
{i = lx = Lt, 
Kk = kx = FE, 
全 体 生 产 者 的 要 素 需 求 量 为 
人 ET 
KK= K+ + 
(7) 计算 要 案 总 供给 量 为 
=B+t + Kr= Kt "+k. 
(8) 计算 要 之 市 场 供 求 差 额 为 


(9) 计算 项 点 标号 . 

当 顶 点 在 标准 单纯 形 内 部 时 ,标号 规则 如 下 : 

若 E> 0, 则 顶点 标 导 为 1; 

车 EE 0,E5i 关 0, 则 顶点 标号 为 2; 

当 顶 点 在 标准 单纯 形 按 界 时 ,如 (4- 15) 式 所 示 算 阵 的 第 1 列 ,标号 为 该 列 先 出 
现 零 的 行 导 ， 

第 4 步 : 胞 腔 的 转移 . 

胸腔 的 转移 规则 按 (4-3) 式 进 行 .比如 在 (4-15) 式 的 起 始 胸腔 中 ,第 上 列 对 应 
的 项 点 的 标号 为 1 ,车 第 2 列 对 应 的 顶点 的 标号 为 2, 则 找到 全 标号 单纯 形 胞 腔 . 阁 
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第 2 列 对 应 的 顶点 的 标号 为 1, 黄 去 掉 第 1 列 , 即 令 六 = 1, 换 上 的 第 1 列 数值 由 (4-7) 
式 计算 为 
6| 三 + 着 一 站 =2x 机 -本 


-ax[ -站 - | 
- 1)7Z (2 机 
这 样 起 始 胸腔 便 转 营 到 新 胸中 ,新 胞 腔 所 对 应 的 顶点 坐标 由 如 下 矩阵 描述 : 
272 172 | 
(ZZ 2- 17E 
换 上 新 项 点 之 后 ,再 按 上 述 规则 计算 它 的 标号 ,直至 找到 全 标号 单纯 形 胞 腔 为 止 . 

第 5 步 : 均 衡 点 的 计算 ， 

当 找 到 全 标号 单纯 形 胞 腔 后 , 它 有 2 个 顶点 ,分 别 设 为 4A 点 与 8 点 ,标号 分 别 为 
[4) = 1,1(B8) = 2. 按 上 述 标号 规则 , 14) = 1 意味 着 在 4 处 反 > 0;(8) = 2 意 
昧 着 在 B 处 EE 二 0. 因 此 ,在 4 与 呈 附 近 必 存在 上 点 使 得 EE = 0: 当 了 足够 大 , 胸 
这 于 各 是 各 小 时 ,在 半 由 可 认为 一 0. 可 以 证 明 两 要 亲 凶 部 门 模型 满足 瓦尔 拉 斯 

件 
rE 十 wE, = 0, 
其 中 , 包 = 上 0 意味 着 吾 =0. 因 此 全 标号 单纯 形 脾 以 任 一 顶点 坐标 值 都 可 以 当做 市 
场 均衡 时 的 " 与 如 值 . 当 找 到 均衡 点 的 * 与 如 之 后 ,产品 价格 p; 及 供求 平衡 量 也 就 
都 相应 计算 出 来 了 . 

两 要 素 多 部 门 模 型 存在 一 些 缺 点 ,如 :人 租金 收 和 人 rkR 全 部 用 于 消费 ,没有 考虑 
周 定 资产 投资 问题 ;名 没有 考虑 税收 收入 与 公共 消费 支出 问题 ;加 没有 考虑 关税 与 
进出 口 问题 ,等 等 .以 上 缺点 可 以 通过 构造 更 复杂 的 模型 来 不 同 程度 地 克服 ， 


4.3 “考虑 税收 政策 的 二 要 素 多 部 门 模型 均衡 点 的 求解 


本 节 将 圭一 节 二 要 察 包 部 门 模型 推广 到 考虑 税收 政策 的 情况 中 去 . 

首先 ,考虑 租金 所 得 税 . 设 租 金 所 得 税 税率 为 六 , 税 基 为 资本 出 租 者 出 租 资本 
实际 所 得 , 即 租 金 r ,因此 生产 者 每 使 用 1 单位 资本 实际 所 付 租金 为 zr x (1 + rr;). 

其 次 ,考虑 工资 所 得 税 . 设 工资 所 得 税 税率 为 5 , 税 基 为 览 动 者 工资 收入 w, 因 
此 生产 者 每 醒 用 1 单位 劳动 工时 应 付 工 寞 为 如 xfl+ 疡 )， 

设 经 济 系统 有 种 产品 ,每 种 产品 只 使 用 两 种 要 素 ,其 生产 函数 同 (4-8) 式 所 
示 . 由 于 考虑 资本 所 得 税 与 工资 所 得 税 后 ,生产 者 面 对 的 资本 价格 与 劳动 工时 价格 
分 别 汶 rtl + 趟 ) 与 af + 5) ,因此 ,单位 产 出 要 素 需 求 函数 上 只 须 将 (4-9) 式 与 
(4-10) 式 中 前 1 与 w 相应 改 为 rtl+ am) 与 at1+ 不》 即 可 . 即 

= LA0, = Lr(l +4 re}, wll + 5)), 


(2 + 二 LA 本 一 
人 
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此 三 KA 三 Etrel 十 zt 十 Fi 入 
(对 + wD 
I- 人 
( wl + 一 ] 
6 


| A lv, * 
ac ] 


- A[ 5 
{4-17) 
第 种 产品 应 税 价 格 ( 即 税 基 })p; ,应 等 于 生产 者 每 销售 1 单位 该 种 产品 的 实际 
所 得 . 按 成 本 定价 它 由 下 式 讨 算 : 
p= wx (lt rx ttrllr ry), wtl + ri)+ 
rx{(l+t rr) x k(trtl+ r,twll + rr)), (4- | 如) 
现 考 虑 第 了 种 产品 销售 税 : 销 售 税 税率 为 = , 税 基 为 5;. 和 销售 1 单 位 第 二 种 产品 
应 纳 销 售 税 r; x p,. 这 样 ,消费 者 面 对 的 市 场 价 为 户 ; = px (1 + ti). 
在 本 模型 中 失 有 三 种 税 : 资 本 所 得 税 .工资 所 得 税 .销售 税 .三 种 税 的 税收 总 额 


T= mk + wr + pro0，， ‘4-19) 
其 中 ,天 :与 已 为 资本 与 劳动 总 可 供 量 , 0 为 第 i 种 产品 总 产 出 量 . 


设 税收 支出 总 额 为 了 ,在 财政 收 支 平 衡 时 它 应 等 于 税收 收入 总 额 了 . 出 于 本 
模型 没有 考虑 公共 消费 ,因此 税收 收 人 全 部 转移 支付 给 消费 者 作为 个 人 消费 支出 ， 


设 第 /种 人 获得 的 转移 支付 额 为 了 x ,共有 内 种 人 ,0+…+ 癌 =1. 第 /种 
人 收入 村 为 劳动 收入 w 开 ,加 上 资本 收入 二 ,再 加 上 税收 转移 支付 收入 . 即 
M= w+r+ Ts. (4-20) 
如 果 第 j 种 人 对 各 种 产品 效用 画 数 可 用 (4-12) 式 来 走 达 ,由 于 消费 者 面 对 的 
是 合 税 市 场 价格 记 ,因此 他 对 第 :种 产品 需求 量 % 为 
Xxy = -一 {4-21) 
AP it + dyPa ! 


第 i 种 产品 产 出 量 0; 应 等 于 全 体 消费 者 消费 需求 , 即 


从 = El + + tn (4-22) 
劳动 工时 总 供给 量 为 每 种 人 付出 的 劳动 工时 之 和 , 即 
下 = ++ {4-23) 
劳动 工时 总 需求 量 5 为 各 生产 者 对 劳动 的 要 素 投入 需求 之 和 , 即 
DD= + +. (4-24) 
劳动 工时 供求 差额 所 为 
EFE= 1 -rE. (4-25) 


资本 总 供给 量 后 为 每 种 人 拥有 资本 的 总 和 , 即 
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R= 十 … 十 三 和 ， 
资本 总 需求 量 所 为 各 生产 者 对 资本 的 要 素 投 人 需求 之 和 , 邯 
， = Kt + 帮 ， 
资本 慌 玉 其 额 所 为 
E= -kk, {4-26} 
考虑 税收 时 二 要 素 多 部 门 模型 市 场 均衡 点 计算 步骤 如 下 : 
第 1 和 步 :计算 精度 的 确定 与 起 始 胸腔 的 选择 


在 rw 了 三 维 空间 Re 中 对 标准 单纯 形 进行 前 分 ,起 始 胞 腔 三 个 顶点 坐标 由 
{4-4) 成 所 未 短 阵 表示 (n = 3). 2 值 越 大 剖 分 越 细 , 则 计算 精度 相对 越 高 . 

第 2 出 : 胞 腔 硕 点 标号 的 计算 . 

六 胞 峻 项 点 在 标准 单纯 形 边 界 上 , 则 按 (4-5) 式 规则 标 守 ,车 胞 腔 顶 点 在 标准 
单纯 形 内 部 , 则 按 如 下 步骤 计算 它 的 标号 : 


(1) 将 胞 腔 顶 点 坐标 值 作为 r,w 与 下 的 初 值 . 
(2) 以 14-17) 式 计 算 二 与 态 . 


(3 按 (4-18) 起 计算 p;, 再 计算 Bp = px (1 + 5). 

(4) 掖 (4-20) 式 计 算 消 费 支 出 ， 

(5) 控 (4-21) 式 计算 第 j 个 消费 者 对 第 种 产品 需求 所. 再 按 {4-22) 式 计算 全 
作 消 费 者 对 该 种 产品 总 需求 量 0;, 它 即 为 该 种 产品 总 产 出 其. 

{6) 按 (4-19) 式 计 算 税 收 总 额 了 . 

(7) 掖 (4-25) 式 计算 劳 动工 时 供求 差额 瑟 , 按 (4-26) 式 计算 资本 供求 差额 瓦 ， 


再 -计算 税收 人 了 与 支出 了 之 间 差 额 已 = 了 - 子 . 


(8) 如 此 顶点 坐标 分 量 分 别 对 应 +,w, 闻 的 数值 , 则 按 如 下 标号 规则 标号 :车 
Ee > 个, 则 标号 为 1 在 吕 乏 0.5 > 0, 则 标 导 为 2; 若 EE < 0, 0, >0 则 标 
由 为 3. 

第 3 步 : 胞 腔 的 转移 . 

如 果 没 有 找到 全 标号 单纯 形 胸 舱 , 则 按 {4-7) 式 规 则 从 原 有 胞 腑 转移 到 新 胞 
腔 , 直 全 找到 全 标 导 单纯 形 胸腔 为 止 . 

第 4 步 : 均 衡 点 的 计算 ， 

当 在 标准 单纯 形 内 部 找到 一 个 全 标号 单纯 形 胞 腔 后 ,该 胞 腑 任 一 顶点 坐标 都 


可 近似 作为 +, w, 字 的 均衡 点 近似 值 . 这 是 因为 可 以 证 明 本 模型 满足 如 下 瓦尔 拉 
斯 条 件 : 
- rE 十 wk + Er: = 0. 
全 标号 单纯 形 胞 腑 意味 着 在 胞 腔 任 一 顶点 处 成 立 下 = 0, 名 0, 再 依 上 式 有 
b= 0. 


4 应 用 一 般 均衡 理论 好 ， 


一 瑟 求 出 r,z, 工 的 均衡 值 ,市场 价格 .产量 .需求 其 . 伐 收 收 人 总 其 等 数值 便 
可 相应 求 出 . 
对 二 要 素 多 部 门 模型 ,不 难 将 它 再 进一步 推广 到 考 部 门 且 考 虑 税收 的 情况 . 


4.4 “考虑 国际 贸易 与 关税 政策 的 可 计算 -能 均衡 模型 


一 要 素 包 部门 模型 可 推广 为 考虑 国际 贸易 及 痪 本 所 得 税 . 工 资 所 得 税 与 庆 央 
销售 税 , 并 考虑 关税 的 模型 .这 时 变量 将 更 多 ,模型 也 将 出 加 复杂 .由 于 这 里 的 坏 要 
目的 在 于 讨论 可 计算 一 般 均 衡 (CCE) 模型 构 模 技术 ,本 竹 横 型 将 不 考虑 赛 本 所 得 
税 、 工资 所 得 税 及 产品 销售 税 , 公 考虑 关税 . 污 者 不 难 将 |-- 节 方法 与 本 节 模 型 相 
结合, 从 而 构造 更 复杂 更 完善 的 模型 . 下面 给 出 模型 基本 方程 

设 有 rn 个 部 门 , 每 个 部 门生 产 1 种 产品 , 称 之 为 国产 名 .每 种 产品 除 国 产品 外 ， 
还 相应 有 进口 口 .每 种 产品 的 生产 可 以 投 人 资本 ,资源 . 范 吕 工时 ( 研 以 包括 简单 好 
动 与 复杂 劳动 ) 等 各 种 要 素 . 为 条 述 简洁 起 见 , 只 考虑 两 个 部 门 及 资本 与 劳动 两 种 
要 素 . 

生产 函数 为 


XY 二 ze Ki aim ma {4-27) 


其 中 ,i = 1 表示 工业 部 门 ,i = 2 表示 农业 部 门 ; 
x 为 第 i 部门 总 产 出 量 ; 
上 为 第 i 部 门 投 入 的 劳动 工时 ; 
为 第 :部 门 投 人 的 因 定 资本 ; 
x 为 第 部 门 消耗 的 国产 工业 品 数量 ; 
xi 为 第 i 部门 消耗 的 国产 农业 品 数 量 ; 
mi; 为 第 i 部门 消耗 的 进口 工业 品 数 量 ; 
mzi 为 第 i 部门 消耗 的 进口 农业 品 数 量 ; 
EA A :2 为 给 定 参 数 , 并 且 满 足 
Dt rt tl 
在 生产 者 谋求 利润 最 大 时 ,可 求 出 单位 产 出 时 的 各 投入 要素 适 求 量 分 别 为 
b= b/s = pw, 
kb = Kx = rDiTs 
Kyi = DP] 
Ta Xi = pi p2s 
mi x = PPA 1 
mi = Bp 2: 
其 中 ,名 ,fr,pi;pz,91,92 分 别 为 劳动 工时 工资 率 .资本 租金 .国产 工业 品 价格 .国产 
农业 品 价 烙 .进口 工业 品 价 格 .进口 农业 部 昼 格 . 


(4-28) 
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国产 品 价 格 户 与 投入 要 察 价 格 有 关 , 由 下 式 计算 ; 
wr 2 < 加， ,, 
p= 二 ( 豆 ) (二 如 (生生 ) ( 玫 ) ”29 
下 面 分 析 消 费 者 对 国产 品 与 进口 品 的 最 终 消费 需求 酒 数 . 
设 DD 为 国产 工业 此 消费 需求 量 , DP, 为 国产 农业 品 消费 需求 量 , 邓 , 为 进口 工业 
品 消费 需求 量 , 村 ,为 进口 农业 品 消费 带 求 量 . 当 消 费 者 购 人 人 Dj,D;, 村 ,NM 数量 的 
各 种 产品 之 后 , 便 得 到 相应 效用 已, 效用 函数 U 可 表 水 为 
= 6D +- OM x [D+ OM] (4-30) 
其 中 ,sl + ez = 1. 
当 请 费 者 消费 支出 总 额 辩 了 时 ,预算 约束 方程 由 下 式 描述 : 
PIDI + Po 是 + dM + aN = 了 . {4-31) 
在 上 述 预 算 纳 上 束 之 下 求 效用 最 大 ,可 得 到 如 下 需求 函数 表达 式 ， 
Di = epi"dn on Y 
Dy = ep7 "60908" Y 
MI = eg (E -全 JOY 
My = em 0 


(4-32) 


其 中 
0, = [Ofipl + (1 — Hyg te, 
国产 品 出 口 需求 量 E 与 第 i 种 产品 价 档 p; 及 汇率 上 有 关 ,e 为 人 民 币 汇率 , 即 
1 美元 总 换 e 元 人 民 币 .出 日 需 求 函 数 可 以 简单 地 由 下 式 表 达 ; 
E; = PA i=1,2, g&>0, 六 二 站 (4-33) 


国产 品 产 出 量 Eo 用 于 中 间 捞 人 2 二 加 以 及 消费 需求 加 上 出 口 需 求 五; , 因 
此 有 如 下 平衡 方程 式 : 
= Al(p) :x*+D+E, (4-34) 


:=["], 2- [人 ,= [全 


中 间 消 耗 系数 和 阵 
EI lt umnp pl 
4(P) = | oo] = [a dn | 

(4-34) 式 是 通常 线性 列 昂 赐 夫 静态 投产 出 模型 的 推广 . 

下 面 讨论 国际 贸易 与 国际 收 支 平衡 问题 . 

设 第 i 种 产品 国际 市 场 价 为 mw,{ 按 美元 计 ), 按 人 民 币 计 的 国际 市 场 价 为 ep。 . 
设 该 种 产品 关税 税率 为 r , 税 基 为 该 种 产品 国内 市 场 价 人 ,内 此 进口 1 单位 该 种 产 
品 应 征收 关税 r9i 元 人 民 币 .国际 市 场 价 ep。 加 上 关税 zg; 应 等 于 该 种 产品 国内 市 
场 界 于 ,如 


其 中 
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ee +tH = 或 pl i). (4-35) 
国际 收 支 平衡 时 应 成 立 于 式 : 
进口 需 汇 = 出 口 创汇 + 关税 收入 . (4-36) 


其 中 
出 口 创汇 = pjEl + psB， 
进口 需 汇 = gM + g2 负 + qi 二 有 人 二 Mm + Mm) 
关税 收入 = Ti91 MI + T2922 + Trig mnt 站 他) 十 T2792( Mal + mz). 
当 国 际 收 支 不 平衡 时 ,存在 差额 局 ， 
= 进口 需 汇 - 出 口 创汇 - 关税 收入 . (4-37) 
车 5 > 0, 表 示 国 际 收 支 存在 逆差 ; 
车 Ei < 0, 表 示 国 际 收 支 为 顺差 ， 
市 场 均衡 点 的 求解 步 骏 如 下 : 
(1) 给 定 ps ,ri 友 , 己 值 ,它们 为 已 知 常 量 . 
(2) 选 w,r,e 的 初 值 . 
求解 均衡 点 的 任务 就 是 要 求 出 w,r,e 的 均衡 解 ,使 系统 的 资本 市 场 、. 劳 动 市 
场 与 国际 收 支 达到 平衡 . 
在 wr-e 三 维 空间 中 ,标准 单纯 形 的 起 始 胞 腔 为 
0 lz 17 2 
LZ 0 172Z 
{Z-1Z (2-1)2 (2-2)/2 
其 中 ,第 3 列 硕 点 坐标 作为 w,r,e 的 初 值 . 
(3) 按 (4-35) 式 计算 4. 
(4) 按 (4-29) 式 计 算 p,. 
(5) 按 (4-33) 式 计算 E. 
(6) 按 (4-28) 式 计算 和 ,上 ;确定 ALp). 
(7) 按 (4-28) 式 确 定 进口 品 中 间 消 耗 系数 阵 Btp ,4)， 


mx MX Bp Bp dl 
B(p.9) = | mn | [ge eva 
{8) 计算 国产 品 产 出 量 *,. 
首先 ,可 以 证 明 谐 费 总 支出 颖 


Y= w+rhk+ 关税 收入 
= wh +r + rgM + rz 和 村: + 
时 
[mgurgz]a(p,9)[ | ， (4-38) 


然后 , 接 (4-34),(4-38) 式 及 {4-32) 式 中 MH, 表达 式 , 可 联 立 求 出 值 . 
(9) 计算 资本 市 场 供 求 差额 点 . 
E= + = + 和 x2 (4-39) 
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(10) 计算 劳动 市 场 供 求 差额 点 . 
ER+ 人 -= rt hx EE. (4-40) 
(11) 按 (4-37) 式 计算 国际 收 支 差额 后 ， 
(12) 顶点 标 导 的 计算 与 胞 腔 的 转移 . 
如 果 顶 点 坐标 有 0 分 量 ,首先 出 现 0 的 行 号 为 顶点 标号 . 车 顶点 在 标准 单纯 形 
内 部 , 则 按 下 面 规则 标号 : 
若 > 0, 则 该 顶点 标号 为 1; 
车 Ei 按 心 ， 天 > 0), 蜀 读 顶 点 标号 为 了 
若 和 E00 太志 00,5 > 站 则 该 顶点 标号 为 3. 
如 果 没 有 找到 全 标号 单纯 形 胞 腔 , 则 按 (4-7) 式 的 方法 进行 胞 膝 转 移 , 直 至 找到 全 
慰 号 单纯 形 胞 腔 为 止 . 
(13) 瓦尔 拉 斯 条 件 与 均衡 点 的 求解 . 
可 以 证 明 本 系统 满足 如 下 瓦尔 拉 斯 条 件 : 
wh +t re + Er = 0. {4-41) 
当 了 足够 大 , 即 脆 习 半径 足够 小 时 ,(4-41) 式 可 以 保证 全 标号 单纯 形 胸腔 任 一 顶点 
掌 标 都 可 以 作为 w,r,e 的 均衡 解 .一 旦 求 出 了 w,r,e 的 均衡 解 ,那么 就 确定 了 市 
场 供 求 平衡 时 国产 品 产量 及 其 价格 . 进 喇 品 数量 及 其 价格 .消费 者 需求 量 等 各 项 数 
值 . . 


4.5 ”可 计算 一 般 均衡 模型 的 进展 


以 上 几 节 给 出 了 几 个 典型 的 可 计算 一 般 均衡 模型 ,分 析 了 构 模 基本 技术 与 相 
应 算法 .应 当 指 出 ,这些 模型 尚 有 许多 不 是 .例如 ， 

(1) 在 实际 经 济 中 ,税收 收 人 一 方面 用 于 公共 消费 (国防 .环境 保护 医疗 卫生 
等 ), 另 一 方面 用 于 公共 投资 (水 利 ,交通 等 ) ,但 以 上 模型 没有 考虑 公共 请 费 与 公共 
投资 ,也 没有 考虑 教育 .科研 与 人 口 增长 等 ， 

(2) 人 他 的 收入 并 不 一 - 定 都 用 于 消费 ,而 是 部 分 用 于 消费 ,部 分 用 于 桩 蓄 . 如 
果 考 虑 消费 者 的 人 嵌 著 行为 , 则 模型 中 还 应 期 进 利率 因素 , 即 以 上 模型 将 被 扩充 至 包 
含 货币 供应 与 货币 需求 的 货币 市 场 中 去 . 

(3) 以 上 模型 是 完全 竞争 模型 ,没有 考 虚 垄断 行为 及 信息 交流 的 不 充分 性 . 

(4) 以 上 模型 为 确定 性 模型 ,没有 考虑 种 种 随机 因素 . 

(5) 没有 考虑 按 劳 分 配 问题 ,等 等 . 

近 几 十 年 来 ,可 计算 一 般 均 衡 理论 与 应 用 得 到 迅速 的 发 展 ,各 国 的 经 济 学 家 构 
造 出 了 不 同类 型 的 CGE 模型 ,以 上 所 述 的 不 足 之 外 都 在 不 同 程 度 上 得 到 克服 与 解 
决 ， 

今后 CGE 理论 与 应 用 进展 有 如 下 一 些 特点 : 

(1) 考 虚 因素 将 更 加 全 面 ,系统 中 将 包括 产品 市 场 .劳动 市 场 、 资 源 市 场 、 资 本 
市 场 、 货 币 市 场 ,还 要 考虑 教育 .科研 .环境 保护 .国防 安全 等 . 

(2) 包括 的 变量 更 多 ,不 仅 考 忠 一 国 的 经 济 增长 ,还 要 考 虚 多国 间 的 经 许 贸 易 
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与 经 济 交流 问题 . 

(3) 不 仅 考虑 如 何 求 静态 平衡 点 ,还 要 考 惠 如 何 求解 协调 增长 与 最 优 增 长 癌 
题 ,以 及 相应 的 货币 政策、 财政 政策 的 设 定 ， 

{4) 在 计算 方法 与 应 用 软件 上 将 不 源 改 善 ,计算 速 度 里 快 ,方法 更 简洁 . 

目前 CGE 理论 或 数理 经 济 学 理论 与 实践 正 处 在 快速 发 展 防 段 ， 
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5.1 概 述 


数理 经 济 学 是 一 门 内 容 极 为 广泛 的 学 科 , 但 归纳 起 来 有 如 下 5 个 基本 问题 . 

第 1 个 问题 ;市场 均 街 点 的 存在 性 与 唯一 性 . 

“供给 需求. 平衡" 是 经 济 学 最 基本 .最 核心 的 6 个 字 . 数理 经 济 学 的 首要 任务 
是 给 出 供给 示 数 .需求 函数 的 定量 捕 述 ,并 找 出 供求 平衡 的 较 准 瑞 位 置 . 本 箱 正 是 
着 重 讨论 了 产品 市 场 的 供求 平衡 问题 .应 当 指 出 ,数理 经 济 学 几 位 著名 代表 人 物 丽 
尔 拉 斯 、 阿 罗 , 德 布 鲁 . 列 昂 购 夫 等 人 虽然 在 解决 第 [ 个 问题 方面 做 出 了 卓越 页 献 ， 
并 多 次 获得 诺 贝 尔 奖 , 但 是 离 第 1 个 问题 的 完美 解决 尚 有 很 大 距离 .因为 他 们 主要 
是 在 无 国际 禄 易 情 况 下 讨论 了 产品 市 场 的 供求 平衡 ,而 现实 的 任务 是 要 在 考虑 国 
际 贸 易 及 不 完全 竞争 市 场 情 况 下 ,求解 包括 产品 市 场 ,资本 市 场 .劳动 市 场 .资源 市 
场 .货币 市 场 .信息 市 场 . 技 术 市 场 等 众多 市 场 的 供求 平衡 问题 ,在 理论 上 甚至 要 考 
上 邢 包 含 无 穷 才 种 产品 的 市 场 供求 平衡 问题 . 随 着 理论 与 实践 的 深 人 ,在 求解 市 场 均 
衡 点 方面 又 有 许多 新 成 果 问 志 , 继 瓦尔 拉 斯 、 阿 罗 德 布 合 、 列 昂 锡 夫 等 人 之 后 ,又 
出 现 了 许多 新 的 代表 人 物 . 

第 2 个 问题 :市 场 运动 均衡 点 的 稳定 性 . 

由 于 各 种 自然 的 或 人 为 的 原因 ,经 济 系统 将 偏离 供求 平衡 点 并 产生 经 济 波 动 . 
这 种 经 济 波 动 是 越 来 越剧 丈 , 还 是 逐渐 趋 于 平稳 ?这 个 问题 属于 经 济 系统 运动 稳定 
性 分 析 范 酶 .亚当 斯 密 在 200 多 年 前 就 指出 :每 日 每 时 有 许多 生产 者 生产 各 种 产 
品 , 又 有 许多 消费 者 购买 这 些 产 品 .虽然 不 存在 一 些 具体 的 人 在 操纵 市 场 的 供给 与 
需求 ,而 市 场 却 最 终 能 自动 达到 供求 平衡 位 置 . 亚当 斯 密 的 这 一 论述 便 是 朴素 的 
经 济 系统 运动 稳定 性 概念 . 亚当 : 斯 密 还 指出 ,之 所 以 现实 经 济 能 自动 到 达 供 求 平 
奖 点 ,是 因为 有 一 个 看 不 见 的 人 伸 出 一 只 看 不 见 的 手 在 操纵 市 场 .这 “看 不 见 的 于 ” 
是 什么 呢 ? 现 代 经 济 理论 指出 , 它 就 是 市 场 的 价格 机 制 . 在 现代 控制 理论 中 有 一 个 
新 分 支 叫 鲁 棒 {robust) 调节 理论 .经 济 学 家 已 指出 曾 棒 调 节理 论 与 亚当 ' 斯 密 “ 看 
不 见 的 手 ” 论述 之 间 有 紧密 联系 , 现代 控制 理论 中 的 鲁 棒 调 节理 论 与 稳定 性 分 析 
理论 ,是 分 析 经 济 系统 运动 稳定 性 的 有 力 工具 . 由于 经 济 系统 的 大 规模 性 与 复 厅 
性 ,全 面 讨论 经 济 系统 运动 的 稳定 性 是 一 件 复 染 而 艰深 的 工作 ,这 个 领域 有 许多 工 
作 等 待人 们 去 探索 与 发 现 . 
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第 3 个 问题 ;经 济 系 统 运动 的 合理 性 与 经 济 系统 目标 的 设 定 . 

经 济 学 的 定义 是 :利用 有 限 资源 合理 安排 生产 ,生产 出 来 的 产品 在 消费 者 中 进 
行 合理 分 配 ,以 达到 人 类 现在 和 将 来 的 最 大 满足 . 数理 经 济 学 首要 任务 是 :给 出 大 
类 满足 的 定量 描述 ,达到 人 类 的 最 大 满足 .简单 地 说 ,人 类 的 最 大 满足 就 是 要 达到 
公平 与 有 效益 的 境界 .“ 效 益 ” 指 的 是 物质 的 极 大 丰富 以 及 环境 健康 等 其 他 许 志 
因素 .然而 ,什么 叫 * 公 平 "? 这 个 问题 资本 主义 经 济 学 家 与 社会 主义 经 济 学 家 有 不 
同 的 判断 准则 .资本 主义 经 济 学 家 认为 按 资 分 配 是 公平 的 境界 ,而 社会 主义 经 济 学 
家 则 认为 按 劳 分 配 是 公平 的 境界 .经 济 系统 的 目标 设 定局 规范 经 济 学 范 晨 ,所谓 规 
范 经 济 学 就 是 要 给 出 什么 叫好 ”的 价值 判断 准则 .关于 第 3 个 问题 ,当前 经 济 学 有 
极为 广泛 与 丰富 的 成 果 , 由 于 箱 幅 所 限 本 篇 基本 上 没有 涉及 并 展开 论述 .- 下面 列 
举 几 位 代表 信物 及 其 相应 成 果 . 

代表 人 物 之 一 :马克 思 . 马 克 思 的 劳动 价值 论 无 颖 是 经 济 学 历史 上 最 伟大 、 最 
重要 的 贡献 之 一 .马克 思 提 出 了 产品 的 价值 .剥削 .剩余 价值 , 按 劳 分 配 等 非常 重要 
的 基本 概念 ,为 制定 社会 主义 及 共产 主义 的 目标 整定 了 基础 . 马克思 认 为 ,社会 主 
义 昌 标 是 物质 较 大 丰富 并 达到 按 劳 分 配 境界 ;共产 主义 和 目标 是 物质 极 大 丰 党 并 达 
到 各 尽 所 能 按 需 分 配 的 境界 .这 也 就 给 出 了 社会 主义 与 共产 主义 效益 与 公平 的 基 
本 定义 . 

代表 人 物 之 二 : 森 岛 {Morishima) . 日 本 的 森 岛 等 人 首先 力图 将 马克 思 劳 动 价值 
论 定量 化 .在 1950 ~ 1960 年 , 森 岛 等 人 利用 线性 多 部 门生 产 函 数理 论 对 马克 思 劳 
动 价值 论 作 了 定量 措 述 ,给 出 了 计算 几 结 在 一 种 产品 中 的 社会 必要 劳动 时 间 的 方 
法 ,给 出 了 剥 员 及 剩余 价值 的 定量 描述 .尽管 森 岛 等 人 的 工作 尚 存在 争 说 ,但 他 们 
在 沟通 马克 思 经 济 学 与 西方 的 微观 ,宏观 经 济 学 方面 起 到 极其 重要 的 必用， 

代表 人 物 之 三 : 帕 雷 抵 (V.Pareto) 是 意大利 经 济 学 家 “者 雷 托 最 优 ” 是 经 济 学 
中 最 基本 与 最 重要 的 概念 之 一 .无 论 社会 主义 的 市 场 经 济 还 是 资本 主义 市 场 经 济 ， 
都 要 达到 消费 品 与 生产 资料 的 帕 雷 托 最 优 配 置 .但 是 帕 雷 抵 最 优 解 一 般 有 无 穷 多 
个 ,可 把 既 符 合 巾 雷 托 最 优 ,又 符合 马克 思 按 劳 分 配 准 则 的 配置 叫 般 “马克 愿 最 优 
境界 ” .我国 经 济 学 工作 者 给 出 了 "马克 思量 优 境界 ”定量 化 的 初步 描述 . 马 殉 思 最 
优 境界 ,是 社会 主义 市 场 经 许 的 目标 境界 . 

除 以 上 几 个 代表 大 物 外 , 阿 罗 等 人 所 创立 的 福利 经 济 学 也 与 这 个 领域 密切 相 
闫 . 

第 4 个 问题 :市 场 运 动 的 能 控 性 与 宏观 经 济 冰 控 政策 的 设计 . 

当 丝 出 经 济 系 统 且 标的 定量 化 描述 之 后 ,还 要 明确 什么 是 经 济 系统 的 政策 变 
量 或 调控 变量 ,以 及 应 当 采 用 什么 样 的 调控 政策 让 系统 沿 最 优 轨 道 前 进 并 到 达 理 
想 的 目标 境界 .一般 地 说 ,经 济 系统 有 两 大 政策 :货币 政策 与 财政 政策 .财政 政策 的 
内 容 是 :增值 税 .企业 所 得 税 . 个 人 所 得 税 等 各 种 税 的 最 优 税率 是 多 少 ?税收 收入 占 
CNP 合理 比 重 是 多 少 ? 应 当 怎 样 合理 支配 税收 收入 { 即 公共 消费 与 公共 投资 合适 比 
例 是 多 少 ?具体 地 说 ,国防 .环境 保护 .科研 .教育 .医疗 卫生 .交通 ,水 利 等 合理 支出 
是 多少 }? 此 外 ,老龄 人 口 的 社会 保险 的 财政 补贴 , 窗 裕 地 区 与 人 群 的 税收 站 人 对 相 
对 贫困 地 区 与 人 群 的 财政 转移 支付 等 问题 都 属于 财政 政策 所 涉及 的 范畴 .货币 政 
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策 的 内 容 是 :货币 殿 应 量 应 多 大 ?货币 供应 量 如 何 与 经 济 增长 相 适 应 ,从 而 有 效 抑 
制 过 高 的 通货 膨胀 率 ?此 外 ,在 银行 与 企业 的 关系 中 ,银行 机 决定 可 以 向 什么 样 的 
企业 或 什么 类 型 的 行业 贷款 ,贷款 额度 多 大 ,也 应 当归 入 货币 政策 的 范畴 . 当 采 用 
一 定 的 宏观 经 济 政 策 之 后 ,这 些 政策 能 天 起 必用 , 即 能 否 有 效 地 将 现实 系统 调控 到 
目标 轨道 上 ,这 便 是 经 济 系统 的 能 控 性 问题 .现代 控制 理论 中 最 优 控 制 理论 分 支 以 
及 施 得 里 亚 金 {Poutryagin) 极 大 值 原 再 等 知识 是 分 析 经 济 系 统 能 控 性 的 有 力 工具 ， 
由 于 经 济 系统 一 般 为 大 规模 非 组 性 动态 随机 灰色 参数 系统 ,因此 讨论 经 济 系统 能 
控 性 问题 是 一 件 难度 极 夫 的 工作 .目前 在 经 济 学 中 关于 经 济 系统 能 控 性 与 最 优 轨 
道 设计 方面 最 重要 的 成 果 , 是 由 萨 缪 尔 森 (Samueclson) 等 人 所 创建 的 快车 道 
(Tumpike) 定理 .20 世纪 50 年 代 萨 疡 尔 森 等 人 应 用 线性 规划 设计 线性 多 部 门 模型 
的 最 优 轨道 时 ,得 到 了 线性 多 部 门 模型 的 快车 道 定理 .快车 道 定理 认为 ,长 期 来 讲 ， 
线性 经 济 系统 应 当 运 行 在 平衡 增长 轨道 上 {平衡 增长 轴 道 又 称 为 双 - 诺 伊 黑 射 
线 ) ,如 果 经 济 系统 不 在 平衡 增长 轨道 上 ,就 应 尽快 调控 到 该 轨道 上 ,因此 平生 增长 
软 道 又 称 为 快车 道 .应 当 指 出 ,对 大 规模 线性 经 济 系统 可 以 有 效 地 求解 最 优 增长 轴 
道 或 快车 遭 , 但 对 大 规模 非 线性 动态 经 济 系统 来 讲 , 最 优 轨 道 的 计算 与 求解 尚 在 不 
断 地 探索 之 中 . 

第 5 个 问题 ;经济 系 统 在 一 定时 间 内 到 达 合理 位 置 的 能 达 性 . 

如果 当前 经 济 系统 不 在 合理 位 置 ,那么 要 花 多 少时 间 才 能 调控 到 合理 位 置 ? 此 
外 ,发 展 中 国家 多 少年 才能 赶 上 发 达 国 家 ?等 等 ,都 属于 这 个 领域 .近年 来 经 济 学 家 
开始 研究 发 展 中 国家 对 发 达 国 家 的 追赶 问题 .这 方面 的 研究 也 处 在 迅速 发 展 中 . 


5.2 经 济 控制 论 的 理论 与 应 用 


经 济 控制 论 强 调 的 是 ,用 系统 论 的 思想 与 控制 理论 的 方法 来 描述 经 济 学 ,数理 
经 济 学 强调 的 是 ,用 数学 的 方法 来 拱 述 经 济 学 . 由 于 控制 理论 可 以 看 作 是 应 用 教学 
的 一 个 组 成 部 分 ,因此 经 济 控制 论 也 可 以 着 作 是 数理 经 济 学 的 一 个 组 成 部 分 . 如 上 
所 述 ,数理 经 济 学 有 5 个 基本 问题 ,目前 习惯 上 把 讨论 解 的 存在 性 与 求 拥 方法 \ 经 济 
系统 运动 有 效 性 与 合理 性 称 为 数理 经 济 学 ,而 经 济 控制 论 创 重 讨论 稳定 性 ,经 济 系 
统 目 标 设 定 ,能 控 社 ,一 定时 间 内 到 达 合 理 位 置 的 能 达 性 .因此 可 以 说 经 济 控制 论 就 
是 数理 经 济 学 ,而 且 它 水 及 到 了 数理 经 济 学 中 更 艰深 于 困难 的 部 分 . 

依据 描述 经 济 系统 运动 的 方程 类 型 ,可 将 经 济 系 统 分 为 :确定 狂 系统 、 随 机 系 
统 .决策 系统 、 对 策 系统 .线性 系统 、 非 线性 系统 .灰色 参 数 系统 .集中 参数 系统 、 分 
布 参数 系统 .精确 系统 ,模糊 系统 ,等 等 .因此 经 济 控制 论 可 以 有 许多 分 支 :确定 性 
动态 系统 经 济 控制 论 .广义 动态 系统 经 济 控制 论 .随机 动态 经 济 系统 的 分 析 与 控 
制 . 非 线性 多 部 门 经 济 系统 分 析 与 控制 .经济 系统 的 模糊 控制 理论 等 ,所 有 这 些 分 
支 也 都 可 以 归于 数理 经 济 学 的 范畴 .对 于 经 济 控制 论 的 基本 内 容 本 书 另 咯 专 简介 
绍 . 
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5.3 “ 非 线性 经 济 系统 的 理论 与 应 用 


当 用 各 种 数学 方程 描述 经 济 运动 规律 时 ,除了 得 到 线性 的 微分 方程 组 外 ,往往 
还 会 得 到 连续 时 间或 离散 时 间 的 非 线性 微分 方程 组 或 差分 方程 组 . 因此 非 线 性 系 
统 理论 与 方法 对 经 济 学 来 讲 是 基本 的 且 是 十 分 重要 的 . 

一 般 地 说 ,经 济 系统 的 数学 模型 可 以 归结 为 用 微分 方程 组 


生 = flx,H), (5-1) 


或 差分 方程 组 
XIt+1 = Fre}, wtt)) {4-2) 

表示 . 其 中 ,x 为 系统 状态 变量 ,ax 为 控制 变量 或 政策 变量 . 

对 上 述 系 统 来 讲 , 如 下 问题 是 基本 的 ; 

1 平衡 点 的 存在 性 

平衡 点 方程 为 

Ax,u) 二 人 0, 

本 篇 前 面 所 着 重 讨 论 的 一 般 均 衡 理 论 可 归 人 这 个 范畴 . 

2. 平衡 点 的 局 部 稳定 性 与 全 局 稳定 性 

市 场 调节 的 稳定 性 分 析 可 归 A 入 这 个 范 团 . 

3. 非 线性 经 济 系统 的 分 支 与 混沌 现象 

有 些 经 济 系统 几 于 政策 变量 的 作用 或 更 实 的 随 本 干扰 ， 系统 可 能 到 达 混 沌 状 
态 . 非 线 性 系统 分 支 的 古 究 可 以 通过 包 元 旺 数 上 ,#) 的 泰坦 展开 式 来 进行 分 析 . 

4. 极限 环 与 经 济 周期 

所 谓 极 限 环 是 指 系统 围绕 平衡 点 作 周 期 运动 . 在 生态 平衡 等 系统 中 往往 存在 
极限 环 . 

5. 大 规模 经 济 系统 的 最 优 控制 

应 用 控制 理论 中 许 得 里 亚 金 极 大 值 厚 理 来 求解 大 规模 经 许 系 统 的 最 优 轨 道 ， 
目前 尚 缺乏 有 效 的 算法 ,但 对 一 些 特 定 的 非 线性 多 部 门 经 济 系 统 , 可 以 根据 其 特殊 
规律 找到 有 效 的 求解 方法 . 


5.4 经济 对 策 系统 的 理论 与 应 用 


当 经 济 系统 所 有 政策 变量 由 一 个 决策 者 斯 掌握 ,并 且 该 决策 者 将 各 个 子 目 标 
综合 成 一 个 总 目标 时 , 称 这 种 系统 为 决策 系统 . 如 果 经 济 系统 有 多 个 决策 者 ,每 个 
决策 者 各 有 自己 的 决策 变量 与 上 且 标 变量 ,那么 称 这 种 系统 为 对 策 系统 .现实 的 经 济 
系统 是 对 策 系统 .一 般 地 说 ,现实 经 济 有 三 种 决策 者 :政府 .消费 者 .生产 者 .政府 的 
决策 变量 为 税率 ,税收 总 量 ,财政 支出 分 配 等 ,目标 变量 是 全 社会 达到 公平 与 有 效 
的 境界 .消费 者 决策 迹 量 为 消费 品 购 信 基 、 劳 动工 时 提供 量 等 ,目标 变量 为 各 自 效 
用 若 大 .生产 者 决策 变量 为 各 产品 产 出 量 等 ,目标 变量 为 各 自 利 润 最 大 等 .由 此 可 
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知 ,对 第 论 在 经 济 领域 具有 极其 广泛 与 卓有成效 的 应 用 . 右 关 这 方面 的 文献 也 援 为 
丰富 . 


总 之 ,数理 经 济 学 包含 着 极为 广泛 和 深刻 的 内 容 ,本 和 蔬 介 绍 的 仅 是 其 中 最 基 


本 .最 重要 的 一 部 分 内 容 . 


直上 
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引 言 


金融 数学 基金 融 经 济 学 的 数学 化 ,通过 建立 爹 融 市 场 中 证 券 春 格 和 利率 的 期 
限 结 构 的 数学 模型 .研究 风险 资产 {包括 衍生 金融 产品 和 人 金融 工具 ) 的 定价 .对冲 
{hedging) 策 上 咯 和 最 优 投 资 消 费 策 上 略 的 构造 以 及 风险 管理 . 

金融 数学 的 历史 可 以 追 漳 到 加 世纪 初 .1900 年 法 国 概率 学 家 巴 施 里 埃 
CL. Bachelier) 首 次 提出 用 布衣 运动 (Brownian motion) 措 述 股 票 价格 的 变动 .1952 年 
马 柯 维 艾 (H.M. Markowtz) 提 出 了 用 于 投资 分 析 和 风险 管理 的 均 秆 -方差 分 析 方 法 . 
1958 年 莫 近 里 亚 尼 (F. Modigliani) 和 米 勒 ( 玉 . Miller( 等 )) 从 “套利 推理 "(arbitrage ar- 
gments) 出 发 对 公司 财务 理论 进行 了 研究 ,得 出 J 了 “在 无 税收 和 公司 不 破产 前 提 下 ， 
公司 的 价值 与 公司 的 资本 结构 无 关 " 这 一 结论 (被 称 为 MM 定理 ) .60 年 代 中 期 ,在 
马 柯 维 欧 的 均值 -方差 分 析 基 础 上 ,夏普 (有 罗 .F.Shampe)、 林 特 纳 休 . Linmer) 和 毛 新 (人 
Mossin)} 进 一 步 发 现在 竞争 均衡 的 市 场 中 ,每 种 风险 资产 的 预期 收益 率 与 市 场 投资 
组 合 (market portfolio) 的 风险 报酬 之 间 有 一 个 线性 关系 ,这 就 是 著名 的 资本 资产 定 
价 模型 (CCAPM) . 马 柯 维 芯 的 均值 -方差 分 析 和 夏普 等 人 提出 的 资本 资产 定价 模型 
后 来 被 誉 为 "华尔街 的 第 一 次 革命 ”. 马 柯 维 英和 夏普 获得 1990 年 度 诺 贝尔 经 济 学 
奖 , 同 时 获奖 的 还 有 前 面 提 到 的 米 勒 . 

衍生 金融 产品 (如 期 权 ) 的 合理 定价 是 金融 数学 研究 的 中 心 问题 之 一 .1973 
年 ,布莱克 (F.Black) 和 索 尔 斯 { 计 ，Scholes) 基 于 壮 利 推理 ,从 和 构造 一 个 对 冲 交 易 第 
略 出 发 ,导出 了 著名 的 (Blaek-seholes) 期 权 定 价 公 式 . 同年 , 默 顿 (RE.C. Meron) 对 布 
莱克 - 索 尔 斯 (Blaek-Scholes) 模 型 和 定价 公式 作 了 完善 和 过 方面 的 推广 . 由 他 们 开 
创 的 期 权 定 价 理论 (OPm 被 薪 为 “华尔街 的 第 二 次 革命 ”. 索 尔 斯 和 默 顿 因此 荣获 
1997 年 度 诺 贝尔 经 济 学 奖 {布莱克 于 1995 年 英 年 时 站 ,未 能 分 党 此 殊荣 ) . 

本 篇 主要 介绍 金融 数学 的 核心 一 一 资本 资产 定价 模型 和 期 权 定 价 理 论 的 基础 
性 内 容 ， 固 篇幅 所 限 ,不 介绍 属于 公司 财务 理论 的 MM 定理 ,对 动态 投资 组 合理 论 
也 只 作 粗 略 的 介绍 . 


1 静态 投资 组 合理 论 


1.1 投资 组 合 的 选择 理论 


1.1.1 妆 益 率 与 风险 
证 券 投 资 的 收益 由 两 个 部 分 组 成 :一 基本 期 收 人 (如 债券 利息 或 股票 股息 ); 二 
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是 资本 利得 或 损失 , 即 由 于 证 券 价格 的 变动 产生 的 价差 . 收益 条 与 投资 额 的 比率 
称 为 收益 率 . 由 随机 因素 引起 收益 率 不 确定 的 证 券 称 为 风险 证 券 . 在 美国 ,一 般 
把 联邦 政府 发 行 的 短期 园 库 养 当做 无 风险 证 券 , 它 的 收益 率 是 预先 确定 的 .所 许 
风险 ,通常 是 指导 致 松 资 损 兴 的 可 能 性 . 如 果 把 风险 证 券 政 益 率 看 成 一 个 随机 变 
量 , 则 它 的 数学 期 望 称 为 预期 收音 率 (expected rate of returm) , 它 的 方差 或 标准 差 可 
以 作为 证 券 风 险 的 一 种 度量 指标 ， 

对 单 期 间 交 易 的 证 券 市 场 ,假定 市 场 中 有 WW 种 风险 证 养 及 1 种 无 风险 证 券 ， 
在 期 间 末 第 i 种 风险 证 券 的 收益 率 为 r;, 无 风险 证 券 的 收益 率 为 一 正常 数 ry, 则 可 
分 别 用 f= {rs… ,rw) i 和 = (el,…, ew)" 表示 风险 证 券 的 收益 率 向 其 和 预期 收 
益 率 向 量 ( 其 中 &, = E[ 7] ,5 为 期 望 算 子 )}, 用 * 表示 7 的 协 方 差 阵 , 即 VV= E[(r 
一 ej}(r-e)'],T 表示 向 量 或 第 阵 的 转 暂 . 根据 客观 情况 ,总 可 假定 各 个 风险 证 券 
的 收益 率 之 间 是 线性 不 相关 的 , 则 中 为 正定 掏 阵 . 

投资 决策 就 是 确定 投资 各 种 证 券 的 比例 (或 权重 ). 用 w; 表示 投资 在 风险 证 
券 i 上 的 投资 权重 ,并 令 四 = Cw,… ,ww)" 则 1- wT 为 投资 到 无 风险 证 券 上 的 权 
重 .1 表示 每 个 分 量 均 为 1 的 维 向 最 . 如 果 ww <0, 则 表示 在 证 券 i 上 为 “空头 ” 
(short position) ;如果 1 - 由 1 < 0, 则 表示 投资 者 按 利 率 mr 借款 . 为 叙述 方便 起 见 ， 
可 把 投资 到 风 队 证 关上 的 权重 同 量 w 称 为 一 投资 组 合 . 

令 @ 为 一 投资 组 合 , 则 它 的 资产 收益 率 r(w) (简称 由 的 收益 率 ) 及 收益 率 的 
方差 s 玉 性 ) 分 别 为 

rm)= wr+(tl- oi)r, dn) = 0 Vo. (1-1) 

如 果 用 g(tw) 表 示 w 的 预期 收益 率 , 即 po) = E[r(wm)], 则 称 (由 ) - 产 为 

妇 的 预期 超额 收益 率 , 称 它 与 ofo) 之 出 为 w 的 蛋 普 比率 (Sharpe matio) . 


1.1.2 均 情 -方差 分 析 


令 w 为 一 投资 组 合 ,如 果 在 所 有 与 w 有 相间 的 预期 收益 的 投资 组 合 中 ,ow 的 
收益 率 的 方差 最 小 , 则 称 @ 为 最 小 方 整 投资 组 合 . 

下 面 分 两 种 捕 形 研究 最 小 方差 投资 组 合 . 

(只 在 风险 证 养 上 的 投资 情形 . 这 时 预期 收益 率 为 jx 的 最 小 方差 投资 组 合 
(1 是 如 下 带 线性 约束 条 件 的 二 次 规划 问题 的 解 : 


min eo Veo ; 
{on w=1. (1-2) 
用 拉 格 朗 日 (J. 上 L, Lagrange) 乘 子 法 求 得 (1-2)} 趟 的 解 为 
(py = 用 + 由， {1-3) 
其 中 
g= BV- AV-'e), = 让 (COV!e AV-11), 
A=IV ee Yl, B=elV-!e, 


C= YI, D= BC- #4. 
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易 知 B30,0C>0,D>0. 

由 (1-3) 式 可 立刻 推 得 如 下 的 两 基金 分 离 定理 (two- fnd separation theorem). 

定理 1 设 放 关 2, 权 刷 和 功名 为 两 个 不 同 的 最 小 方 盖 投 资 组 全 , 则 任 -一 最 小 方 
差 投 资 组 全 @ 可 由 以 和 四 全 的 线性 组 台 表 示 , 邯 存 在 实数 e ,使 得 四 = om 人 + 
【1 - 人 全 ,其 中 wo 为 如 下 方程 的 唯一 解 : 

A(m) = a om!) + (1— gp 本人 ). 

反之 ,对 任何 实数 we,omt + {1- ez 四 他 为 一 最 小 方差 投资 组 全 . 

设 p ,9 为 两 个 最 小 方差 投资 组 合 , 则 由 (1-3) 式 知 它们 的 收 盖 率 rip) 及 rt 9) 
之 间 的 协 方差 为 

cov(r(p) ,rtg)) = wp) Vo(g) 


= CS {ELr(p)]- A/C}{ ELr(g)]- A/C} + 十. 
(1-4) 


特别 有 
oa) {pg-A/CY | (1.5) 
Ue De ” 3 


其 中 ,op2) 表 示 预 期 收益 认为 5 的 最 小 方 
差 投资 组 合 的 收益 率 的 方差 . 由 (1-5) 式 看 
出 ,ole) ,po 构成 ra 平面 上 的 一 条 双 曲 
线 {( 见 图 1-1 中 的 虚线 ), 称 之 为 投资 组 合 边 
界 . 与 总 体 上 方差 最 小 的 投资 组 合 对 应 的 
点 为 (Y 17C,4/C). 由 于 总 假定 投资 者 在 相 
同 风险 前 提 下 凡 好 于 预期 收益 率 高 的 投资 
组 合 , 可 只 需 考 虑 那些 预期 收益 率 大 于 或 等 
于 AAC 的 最 小 方差 投资 组 合 , 称 它们 为 有 
效 投资 组 合 (effecient portolio) , 它 对 应 于 投 图 1-1 投资 组 合 边 界 与 资本 市 场 线 
资 组 合 边 界 的 上 半 部 分 . 显然 ,有 效 投资 组 
合同 时 满足 两 个 条 件 :在 相同 风险 前 提 下 ,预期 收益 率 最 高 ;在 相同 预期 收益 率 水 
平 下 ,风险 最 小 . 

(2) 可 同时 在 无 风险 证 养 上 投资 的 情形 .这 时 总 可 盆 定 风险 投资 的 预期 收 英 
率 严 格 大 于 或 等 于 无 风险 证 券 的 收益 率 , 即 健 定 5 < 4GC. 这 时 预期 收益 率 为 py 的 
最 小 方 着 投资 组 合 w(jyy) 是 如 下 带 线 性 约束 条 人 忻 的 二 次 规划 问题 的 解 : 

人 
wret(l- wl) r=p. 
用 拉 格 朗 日 乘 子 法 求 得 (1-6) 式 的 解 为 
op) Ve yD EY, (7) 


其 中 H=(e- rnty Ve-nD)=B-2r4+7C. {1-8) 


(1-6) 
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由 (1-7) 式 得 
2 
oie) = Op) Viol) = 2., 
从 而 有 
1 
op (1-9) 


由 (-9) 式 看 出 ,Caelj),p) 构 成 平面 上 从 (0,) 出 发 斜率 分 别 为 v 五 及 -vw 万 的 两 
条 射线 (网 图 1-1). 只 需 考虑 那些 预期 收益 率 大 于 或 等 于 ry 的 最 小 方差 投资 组 合 ， 

称 为 有 效 投 资 组 合 , 与 它们 相应 的 点 (ot) ,py) 位 于 斜率 为 vx H 的 那 条 射线 上 .这 
条 射线 称 为 资本 市 场 线 {capital market line) , 它 的 斜率 v 下 足 有 效 投 资 组 合 的 预期 超 
额 收益 认 与 风险 的 共同 比率 , 称 为 风险 的 市 场 价格 (markel price of risk), 与 之 四 对 
照 的 是 ,无 风险 证 券 的 收益 率 可 以 看 成 是 时 间 的 价格 . 由 (1 分 式 知 , 有 效 投 次 组 
会 四 的 预期 收益 率 jif oo) 在 扣除 风险 报酬 (rsk premium)j ot wj)v 于 后 应 等 于 无 风险 
证 券 的 收益 率 !( 时 间 的 价格 ). 资本 市 场 线 与 投资 组 合 边界 相 切 于 点 (Y HA(A - 
7C) (37404- 7C)) 芋 ,与 该 点 对 应 的 有 效 投 男 级 合 称 为 切 点 投资 组 全 
【tangency portfolioy , 记 海 加 .有 


tw ” = (4 一 reC) ad Te 一 六 站 C1-10} 


由 (1-7) 式 知 of 关于 pg 是 线性 的 , 故 在 现在 情形 下 也 有 与 定理 1 相 类 似 的 两 基 
金 分 离 定 理 . 特 别 地 , 任 一 有 效 投 资 组 合 w 可 由 大 风险 证 券 和 切 点 投资 组 人 台 生 成 . 
此 外 , 当 且 仅 当 ww > 1 时 ,CeCew) ,pg(@)) 位 于 切 点 的 上 方 . 这 时 ,投资 者 要 按 利 
率 六 借款 ,借款 额 占 总 投资 额 的 比例 为 wi 一 1. 


1.1.3 最 优 授 资 组 会 


投资 者 如 何 选择 有 效 投 资 组 台 取 决 于 他 的 凤 险 偏好 ,经 济 学 中 通常 用 所 谓 的 
期 望 效用 明 数 描述 . 投资 者 的 目标 是 使 他 的 收益 期 望 效用 最 大 化 . 如 果 投 资 者 是 
专 险 回 各 者 (nsk avertem , 则 他 的 效用 函数 为 一 产 格 增 的 凶 函 数 . 假定 各 种 证 券 的 
收益 率 服 从 联合 正 态 分 布 ,或 投资 者 的 将 用 郴 数 为 一 个 二 次 图 救 , 则 期 刻 效 用 画 狐 
化 为 收益 率 的 均值 和 标准 差 的 二 元 函数 sfe,r):, 称 之 为 均值 -方差 效用 沙 数 .这 
时 使 函数 上 最 大 化 归结 为 在 预期 收益 率 与 风险 之 间 进行 权衡 . 通常 有 34w/9o <0， 
duxvar >0, 于 是 对 每 个 常数 c, 方 程 uto ,yy) = ec 确定 了 or: 平面 上 的 一 条 有 正 僚 
率 的 曲线 , 称 为 无 差异 曲线 . 无 差异 曲线 上 的 不 局 点 对 应 :上 不 同 的 投资 组 合 , 但 它 
们 的 期 望 效 用 相生 , 即 松 资 者 对 它们 有 相同 的 满意 度 . 容易 证 明 ,存在 肉 一 的 一 条 
无 差异 曲线 与 资本 市 场 线 相 切 ,该 切 点 (oa ,xx) 为 如 下 方程 的 只 一 解 ; 
- SSE oH EY. (31-11) 
wd pe 5 
对 此 ,4 由 (1.7) 式 求 得 的 有 效 投资 组 合 妓 为 最 优 投 资 组 合 ( 见 图 1-2)， 
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B59 gL=rp+ HHo 
六 二 一 


入 他 


图 1-2 无 差异 曲线 与 最 优 投 资 纪 个 
【1-10) 式 表明 ,对 最 优 投 资 组 全 来 说 ,风险 与 预期 收益 率 之 间 的 边际 埋 伐 率 必 
须 等 于 风险 的 市 场 价格 . 例如 设 投资 者 的 均值 -方差 将 用 上 蚌 数 为 
ug ,pH) = pp- 0, (1-12) 


这 里 rr >0 称 为 投资 者 的 风险 容忍 度 (t+-' 称 为 风险 厌恶 系数 ), 则 方程 (1-11) 的 解 
汐 


x= 六 + 本 是 ， a = FvH. (1-13) 
1.2 资本 资产 定价 模型 


1.2.1 市 场 投资 组 会 
设 市 场 上 风险 证 券 ; 的 当前 总 价值 为 罗 ,无 风险 证 券 的 当前 总 价值 为 WWE, 令 
wi = W/W + WW), (1-14) 
则 投资 组 合 w = (w,,…, ww) 称 为 市 场 投资 组 合 . 在 实际 应 用 中 ,市 场 投资 组 会 可 
用 某 一 指数 基金 来 近似 ,因为 指数 基金 是 一 种 拥有 广泛 代表 性 的 风险 证 券 的 共同 
基金 (mtual fund) .下 面 将 要 证 明 , 在 竞争 均衡 (ceompetitive equilibrium) 市 场 中 ,市 场 
投资 组 合 是 有 效 的 ， 为 此 假定 市 场 无 磨擦 { 即 无 交易 哄 , 无 税金 ,证 券 可 以 任意 分 
寡 . 对 借款 和 卖 空 不 加 限制 , 展 贷 利率 相同 ) ,投资 者 对 市 场 中 每 个 证 券 的 收益 率 有 
相同 的 预期 且 都 采用 使 各 自 的 均值 -方差 效用 函数 达到 最 大 的 最 优 投资 组 合 ( 从 而 
为 有 效 投资 组 台 ). 如 果 这 时 市 场 中 证 券 数 量 的 总 供求 相等 ( 即 市 场 结 清 ), 则 称 市 
场 是 竞争 均衡 的 . 设 市 场 中 有 天 个 投资 者 ,各 自 的 投资 额 为 Z0 ,2 ,各 自 的 
最 优 投 资 组 合 为 wm,…,@' 站 .于 是 有 


外 此 和 
| Eq A 2 二 和 > W 十 Wr. 
去 E j= 
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令 m = 3Z001/ >)Z0, 则 由 (1-14) 式 得 
上 =1 


- > 028/22 - oo 《1-15) 


因此 ,作为 不 有 效 投资 经 全 的 个 西 组 全 ， 市 场 投资 组 介 t 是 有 效 的 . 如 果 无 风 
险 证 券 净 供给 为 零 { 即 市 场 上 按 利率 r 借贷 总 额 相 抵 ) ,市 场 投 资 组 合 就 是 切 点 投 
资 组 合 ( 见 图 1-1). 

下 面 简称 市 场 投资 组 全 的 风险 为 市 场 风 险 , 称 市 场 投资 组 合 的 预期 超额 收益 
率 为 市 场 风 险 报 酬 ,后 者 就 等 于 市 场 风 险 与 风险 的 市 场 价格 的 乘积 . 

由 两 基金 分 离 定理 ,用 无 风险 证 券 和 市 场 投资 组 合 ,可 以 产生 任意 有 效 投资 组 
合 , 例如 , 设 每 个 投资 者 的 均值 -方差 效用 冰 数 由 形 如 (1-12) 式 给 出 ,风险 容 届 度 
分 别 为 5 ,… ;tm; 于 是 由 (1-13) 趟 及 (1-7) 式 竹 


w= Ve sl)= 


这 时 由 (1-15) 式 及 (1-16) 式 有 


tx 
2(g{w) 一 rr) (1-16) 


Hs 
v= 2) ™ Cl-17) 
其 中 
r = jars. (1-18) 


对 比 (1-17) 式 和 (1.16) 式 可 看 出 ,市 场 役 资 组 合 可 以 看 成 风险 容忍 度 为 + 的 投资 
者 的 最 优 投资 组 合 , 其 中 * 为 市 场 中 的 投资 者 的 风险 容忍 度 按 其 投资 额 占 总 投资 
颖 的 比例 的 加 权 平均 . 


1.2.2 风险 资产 的 局 系 数 


设 @ 为 任 一 投资 组 合 ( 不 必 为 最 小 方差 投资 组 合 }, ow' 为 一 最 小 方差 投资 组 
合 .由 (1-7) 式 得 


cov(r(m) ,rw )) = wi Vo = wre — jE 


-站 Se 一 并 ‘0 mt Ce) (1-19) 
于 是 , 当 jy(w)z# ry 时 ,有 
Rm) = r+ ow HUD ) — ry), (1-20) 
其 中 
_oov(r(m) ,rl 
Ba 一 of 人 7 + (1-21) 
特别 地 , 令 和 为 市 场 投资 组 侣 w, 则 有 


(0) = r+ Bw EDO) - rr)， {1-22) 
称 应 ,* 为 投资 组 合 四 的 和 系数 , 它 等 于 w 的 预期 超额 收益 率 x(tw)》- rj 与 市 场 风 
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险 报酬 p(w) - 六 之 比 ,全 六 or 表示 Tr(@) 与 r(w) 的 相关 系数 , 即 


_ cov(r(o) rip) ot ) 
Driey ,rt wy 三 swat w) = Bow oe) ‘1-23} 
刚 由 (1-9) 式 知 ,可 把 人 1- 这) 式 改写 成 
M(B) = + pr A oO BH= r+ Pow at w)v H. (1-24) 


称 ww rowye(w) 为 投资 组 合 ww 的 系统 风险 , 称 1- ptiwy.iiwo(w) 为 w 的 非 系 
统 风险 . 由 (1-23) 式 知 ,@ 的 系数 也 等 于 心 的 系统 风险 与 市 场 风险 之 比 . 由 (1- 
9) 式 知 , 当 且 仅 当 投 资 组 合 是 有 效 时 , 非 系统 风险 才 为 零 . 此 外 由 (1-24) 式 知 , 投 
资 组 合 的 预期 超额 收益 率 (ju(w) - y) 只 取决 于 投资 组 合 的 系统 风险 ,而 不 取决 于 
它 的 总 风险 ,后 者 还 含有 投资 组 合 的 非 系 统 风险 . 通常 把 关系 式 {1-22) 或 式 (1- 
24}) 称 为 资本 资产 定价 模型 (CAPM) . 如 果 用 日 系数 作为 坐标 平面 的 横 轴 , 预期 收 
益 率 jr 作为 纵 轴 , 则 截 距 为 ”斜率 为 sx(w)vw H( 市 场 的 风险 报酬 ) 的 直线 称 为 证 
多 市 场 线 (security market line) 儿 见 图 1-3)， 


下 


1 
| 
4 
4 
4 
1 


他 及 。 

图 1-3 证 券 市 场 线 
特别 地 , 令 及 = cov(r,rCw))/o2(w), 称 B 为 证 券 i 的 系数 .由 (1-23) 式 得 
E= 六 + 启 ( Ww) rr， (1-25) 


olw) 为 证 券 i 的 系统 风险 , 它 是 由 整个 市 场 大 环境 引起 的 ,不 能 通过 分 散 投资 


来 消除 ,而 证 券 ;的 非 系统 风险 v ef mn) - 所 ri(w) 是 由 公司 的 内 在 因素 造成 的 , 蕊 
能 被 投资 者 通过 分 散 投资 来 消除 . 证 券 的 8 系数 可 以 作为 证 券 的 相对 系统 项 险 的 
一 个 度量 . 容易 看 出 ,投资 组 合 w 的 8 系数 ,实际 上 等 于 证 券 的 系数 关于 证 券 的 
投资 权重 的 加 权 平 均 { 注 意 无 风险 证 券 的 8 系数 为 零 ), 即 有 


Bo = mB. 
证 券 的 8 系数 可 以 由 公司 和 证 券 市 场 的 历史 数据 用 统计 方法 作出 估计 ,市 场 风险 
报酬 (w(w) - 中 可 以 用 某 一 指数 基金 的 超额 预期 收益 率 作 近 似 . 
1.2.3 CAPM 的 应 用 


CAPM 的 首要 应 用 是 对 风险 资产 定价 . 假定 市 场 是 竞争 均 隐 的, 设 六 为 一 风 
险 资产 在 单个 期 间 末 的 价格 , 它 是 一 随机 变量 . 假定 它 在 市 场 中 的 8 系数 已 若 , 希 
望 确定 X 的 当前 价格 加. 由 (1-34) 式 知 ,下 的 收益 率 r = Xi- 1 必须 满足 如 下 市 
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场 沟 衡 条 件 ; 
E[rj=r+ pane rv Hb, (1-26} 
称 如 为 对 的 当前 均衡 价格 (或 现 值 . 由 于 
EL[X]={t+ 本 [7Xo， paw = tr oftX)= Moalr), 
故 由 (1-36) 式 得 
.= (1-27) 


Ll+rt oy, wat wv Hs 

均衡 定价 对 公司 做 资本 预算 很 重 要 ,因为 公司 的 财务 日 标 是 资产 价值 最 大 化 . 
公司 应 选择 那些 项 目 进行 投资 ,它们 产生 的 未 来 不 确定 资产 的 当前 均 衔 价格 高 于 
成 本 预算 . 

CAPM 的 另 一 应 用 是 投资 者 可 利用 均衡 价格 与 实际 价格 的 对 比 ,对 证 券 或 风 
险 资 产 { 如 共同 基金 ?进行 评估 ,发 现 被 低估 或 高 个 的 ,从 卖 高 买 低 中 获 商 . 但 需 注 
意 的 是 ,不 能 只 投资 于 个 别 被 认为 低 怖 了 的 证 券 , 因 为 单个 撑 券 的 非 系统 风 险 不 容 
忽视 . 


1.3 套利 定价 理论 


前 面 介绍 的 CAPM 是 一 个 单 因 子 模型 , 它 实 际 隐 售 地 做 定 了 影响 证 养 收 益 率 
的 共同 因素 是 单个 市 场 因 素 ,而 且 这 一 因素 实际 上 是 不 可 观测 的 . 但 事实 上 用 
种 共同 因素 (如 国民 生产 总 值 .就 业 率 .银行 利率 及 通货 朋 有 心 指数 ) 都 会 影响 市 场 上 
大 多 数 证 券 的 收益 率 . 这 决定 了 CAPM 在 应 用 上 的 局 限 性 .CAPM 的 更 大 缺陷 是 它 
理想 化 地 假定 了 投资 者 都 是 风险 厌恶 者 吕 按 均值 -方差 效 莉 梢 数 最 大 化 准则 决定 
最 优 投资 组 合 策略 ,还 假定 了 市 场 是 竞争 均衡 的 . 罗斯 (1S. Ross}) 完 全 放弃 这 些 不 
切实 际 的 假定 ,于 1976 于 对 证 券 市 声 中 的 证 券 收 益 率 泌 出 下 述 包 因子 模型 : 


et byft leie kN, (1-28) 


其 中 ,e, 为 证 券 : 的 预期 收益 率 ;六 ,jy 表示 影响 证 券 收 益 率 的 共同 因素 ,每 个 大 
为 零 均 值 随机 变量 ;为 证 券 i 对 因素 j 的 敏感 系数 ;sl,…, ex 为 下 不 相关 的 零 均 
人 随机 变量 ,代表 模型 误差, 及 与 (f,,… ,fw) 也 不 相关 . 基 了 这 一 异型 ,罗斯 提出 
了 套利 定价 理论 (APD .APT 的 基本 结果 可 以 粗略 地 描述 如 上 :假定 市 场 上 证 券 数 
量 Ny 相对 国 素 个 数 撒 来 说 非常 大 , 且 市 场 是 渐进 无 套利 的 ( 即 当 NN 趋 于 无 穷 六 
时 ,套利 机 会 逐 沫 消失 ) , 则 存在 好 个 投资 组 台 w 人 1 ,ofgtt) ,使 得 第 /个 松 资 组 
合 对 第 /个 因素 的 敏感 系数 为 1, 对 其 他 因素 的 艇 感 系数 为 深 , 且 绝 大 多数 证 券 的 
预期 收益 率 与 证 券 对 市 场 共同 因素 的 敏感 度 之 间 返 似 地 在 在 如 下 线性 关系 : 


4 + Dh, (1-29) 


其 中 ,为 为 w( 站 的 预期 收益 率 ,A 一 代表 第 j 个 因素 的 风险 报 本 . 与 CAPM 模型 
类 似 ， (1- 鸭 ) 式 可 用 于 风险 资 产 的 定价 各 评估 ， 


2 期 权 定 价 理论 - 115 ， 


从 数学 上 严格 叙述 APT 需 要 假定 市 场 中 有 无 穷 委 个 证 养 ,每 个 证 券 的 收益 率 
满足 方程 (1-28) , 旦 假定 Fe 一 致 有 界 . 如果 市 场 不 存在 靳 进 套 利 灿 会, 则 APT 理 
论断 言 :存在 与 n 无 关 的 用 + 1 个 常数 ro， “pen 使 得 


lim Lo 一 Ap 一 Sb) = 站. (1-20) 
如 果 市 场 上 存在 无 风险 证 券 ， 则 nip 为 无 风险 证 券 的 收益 ， 洗 ， 
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本 章 首先 通过 二 又 树 模型 和 离散 时 间 模 型 介绍 金融 经 济 学 的 基本 概念 和 期 权 
的 风险 中 性 定价 原理 ;其 次 介绍 布莱克 - 索 尔 斯 模型 和 欧 忒 期 权 定 价 公式 及 其 实际 
应 用 ;然后 介绍 未 定 权 蔓 定价 和 复制 的 黄 方 法 ,介绍 美 共 期 各 的 定价 ,并 给 出 若 于 
特异 期 权 的 定价 公式 ;最 后 介绍 利率 的 期 限 结构 和 利率 衍 牛 费 产 的 定价 . 


2.1 离散 时 间 模 型 


2.1.1 二 又 社 模 型 


二 有 灵 树 模型 (binomial-tree mode 有 ) 是 一 个 最 简单 和 直观 的 证 券 市 场 的 数学 模型 ， 
该 模型 是 1979 年 由 考 克 斯 (J, Cox) 、 男 斯 (5. Ross) 和 兽 宾 斯 坦 { 了 ,Rubinetein) 引 进 
的 ,他 们 用 这 一 模型 给 出 了 布莱克 - 索 和 尔 斯 的 期 权 定 价 公式 的 一 个 简单 和 初等 的 推 
导 . 

设 市 场 中 只 有 -种 风险 证 券 (例如 股票 ) 和 一 种 无 风险 证 养 ( 如 政府 债券 ) ,后 
者 在 每 个 期 间 的 利率 为 一 固定 常数 r. 用 3 表示 风险 证 : 准 在 当前 时 刻 0 的 价格 ， 
5 表示 砚 险 证 养 在 时 刻 x( 苑 第 * 个 期 间 末 ) 的 价格 . 侵 定 在 每 个 期 间 ,股票 前 格 
变动 只 有 两 种 可 能 , 且 相 对 幅 诬 不 随 期 间 改 变 , 即 存在 正 数 d, afd< az) ,使 得 对 每 
个 n=0, 有 S51= 凤 , 或 5 = d5,( 见 图 2-1). 假定 这 两 种 情形 的 概率 分 别 为 p 
和 1- ptp>0). 为 了 市 场 中 无 套利 机 会 ,必须 有 d<1l+r<u. 

考虑 一 金融 合约 , 它 在 时 刻 1( 第 1 个 期 间 末 ;的 价值 依 玉 于 股票 在 时 刻 1 的 价 
格 : 当 上 股票 价 格 为 zso 时 , 它 为 &; 当 股票 价格 为 go 时 , 它 为 总 , 要 研究 的 问题 
是 : 如 何 合理 确定 合约 的 当前 价格 ， 使 得 市 场 中 仍 无 套利 机 会 ， 为 此 ,构造 一 投资 
组 合 , 它 由 卖 空 合约 和 买 进 ze 份 股票 构成 ,使 得 它 在 时 刻 1 的 资产 是 无 风险 的 ( 即 
非 随 机 的 ). 显然 ,ao 应 由 如 下 方程 确定 : 

0 一 总 一 CO 一 厅 |， 

其 解 为 wo=fE- 刁 JIA0u- d)So). 于 是 ,该 投资 组 合 在 时 刻 1 的 资产 无 为 ( 改 , - 
wen d), 为 了 确保 市 场 无 套利 ,该 投资 组 合 在 时刻 蝇 的 资产 如 应 汶 车 ZL1+ 
r) ;因为 车 将 No 投资 到 无 风险 证 券 上 ,在 时 户 1 也 应 获 和 福 庆 . 由 此 推 得 合约 的 当 
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前 价格 Ce 为 


图 2-1 二 尺 树 模型 
C0= aoso Ww (2-1) 


这 一 定价 方法 称 为 套利 定价 {arhitrage pricing) . 从 定价 公式 (2-1) 可 看 出 ,该 价格 不 
依赖 于 概率 p 的 大 小 , 即 不 依 闽 于 投资 者 对 市 场 中 证 券 收 益 率 的 驳 期 . 
令 gqg= 人 (+r d)Au 下 ), 则 (2-1) 式 可 改写 成 

Co= (1+r) (ge + (1 9)£). {2-2} 
如 果 将 4 和 1-39 看 成 为 股票 价格 上 下 变动 的 概率 ( 它 人 构成 状态 空间 上 一 概率 
测度 , 记 为 P* ), 则 (2-2) 式 表明 ;合约 的 当前 价格 Co 为 合约 的 贴现 价值 (disoount 
value) 在 概率 测度 P* 下 的 数学 期 饶 . 由 于 到 +{fl1-dgqid=1+r, 易 知 忆 "是 办 一 
的 概率 测度 ,使 得 EE*[(1+7r)-'5]= 50. 

下 面 考虑 名 期 间 (mwjtiperiod) 交易 情形 . 设 & 为 在 时 赣 六 到 期 的 一 合约 的 价 
值 , 令 人 n 表示 到 NN 时刻 以 前 的 股票 价格 各 种 (2* 种 ) 可 能 涨 帕 走势 , 则 原来 的 概率 
分 布 (p ,1- 5 和 新 的 概率 分 布 (9,1- gq) 分 别 决定 了 人 上 的 一 概率 测度 PP 和 PP*. 
容易 证 明 , P* 是 站 上 叭 一 的 概 宰 油 度 , 使 得 股票 的 贴现 价格 序列 114 六 (3 )， 
nm 反 是 | 在 P* 下 为 一 蔷 , 且 合约 在 时 刻 rn 的 无 夺 利 价格 为 

C= {1+ MME [el]. (2-3) 
称 P* 为 风险 中 性 概率 测度 Crisk-neutral probability measure) 或 扫 测 度 { maringale mea- 
sure) .在 P" 下 , 侣 约 的 贴现 价格 序列 也 为 巩 .{2-3) 式 是 所 谓 的 风险 中 性 定价 原 百 
(nisk-neutral vajuation principle) 的 一 个 例子 , 若 &= fi Sy), 则 容易 由 (2-) 式 推 得 


MN- nt 
€, = (1 + 门下 > | ")eil NS) (2-4) 
7 


2.1.2 一 般 的 离散 时 间 窗 型 


考虑 在 NW 期 间 交 易 的 证 养 市 场 . 直到 时 刻 w 的 市 场 不 确定 性 由 一 概率 空间 
{如 ,5 也) 表示 ,其 中 人 0 表示 所 有 可 能 状态 的 集合 . 令 二 为 .7 的 一 子 代数 , 它 代 
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表 直 到 时 刻 = 的 市 场 和 信息, 则 [各 ,0< na 间 构 三 上 上 的 -一 非 降 s 代数 流 (filira- 
tion) . 为 方便 起 见 , 令 到，= . 声 . 

设 市 场 上 有 4+ 1 种 证 券 , 它 们 在 时 刻 n 的 价格 构成 -- 型 上: 值 非 负 随 机 向 大 
和 = (5 中, ,SS 证券 0 为 一 无 风险 证 券 ( 如 情 券 ), 它 让 时刻 n 的 价格 约定 为 中 
= (1+ rn 记 为 及 ,其 中 r>0 为 它 在 单个 期 间 的 收益 率 . 用 x 表示 贴现 因子 (1 
+ r) ,其 余 证 券 为 风险 证 券 . 

一 个 交易 策略 是 一 列 投 资 组 合 , 它 是 一 个 可 料 的 (predictable) d + 1 维 向 量 序列 

P= 并 到， 加) Os A N|, 

即 每 个 点 为 多 -1 可 测 , 它 表示 在 时 刻 n 的 投资 组 合 中 机 有 证 养 i 的 份 数 . 对 投资 
组 合 序 列 作 可 料 性 假定 表明 ,在 时 刻 n 作 雇 策 时 呈 能 利用 限制 在 时 刻 = 之 前 ( 即 直 
到 时 刻 n - 1) 的 市 场 信息 . 若 起 <0, 则 表明 卖 空 1! 虹 1 份 债券 ; 若 :1 各 <0, 则 表 
明 卖 空 1 册 | 份 证 券 i. 在 时 刻 二 投资 组 台 的 财富 为 


VC) = $IS, = $5, (2-5) 
其 贴现 值 为 
VP) = 7 = 出 人， (2-6) 


其 中 ,S$ = (7 8 7,34)T. 
一 交易 策略 由 称 为 自 融 资 的 {se 让 financing ,如果 


PS = YOSneN-l, (2-7) 
即 投资 者 每 次 调整 投资 组 合 时 , 既 不 据 加 投资 又 不 抽 走 资金 .2-7} 式 等 价 于 
WP) = Fol)} + Dgras,, ylangch, (2-8) 
或 = 
PEAFDY TE (2-9) 


其 中 ,As:= 避 -SA = 名 一 S 1， 
一 交易 策略 由 称 为 容许 的 (admissihle) ,如 果 其 财 言 过程 非 芋 . 初始 财 高 为 零 、 
终了 时 刻 财 高 非 零 的 自 融 资 容许 第 略称 为 套利 策略 ， 


定理 1 当 且 仅 当 存在 一 个 与 P 等 价 的 概率 测度 P* 使 得 ( 司 ,)os。en 为 一 个 
P' 堵 时 ,市 场 无 套利 ,这 时 可 选取 P* ,使 得 它 关 于 P 的 近东 -尼古丁 (Radon- 
Nikodym) 导数 dP* /dP 有 田 . 

定理 1 称 为 资产 定价 基本 定理 (fondamental theorem of usset pnicing) ; 它 给 出 了 无 
套利 市 场 的 扫 刻 画 . 

称 定理 1 中 的 概率 测度 P' 为 市 场 的 等 价 鞭 测度 . 一 般 说 来 ,等 价 黄 测度 不 唯 


下 面 仍 定 市 场 无 套利 , 即 存在 市 场 的 等 价 巩 测度 . 执行 时 刻 为 六 的 一 欧式 未 
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定 权益 ( European contingent claim) 是 一 . 琉 可 测 的 非 负 随机 变 盾 , 它 表示 在 未 来 时 刻 
和 可 实现 的 权益 . 如 果 未 定 权 益 的 价值 依赖 于 一 个 或 几 个 标的 资产 (underlying 
asset) , 则 也 称 此 未 定 权益 为 入 生 资 产 (denivative asset) ,生生 资产 的 一 个 典型 鱼子 是 
期 权 ({option) , 它 分 为 买 权 (eall option) 和 实权 (put option) .期 权 是 基于 某 一 标的 资产 
(如 股票 ;的 一 金融 合约 . 买 权 的 持 有 者 有 权 ( 但 无 兰 务 ) 在 合约 到 期 日 (expiraion 
date 或 maturity) 上 从 合约 卖方 按 约 定价 (stmiking price) 民 天 .: 份 标的 资产 ,因此 买 
要 的 权 蓝 为 (Sw - 7 .只 有 当 标 的 资产 在 合约 到 期 时 价 榜 高 于 约定 价 时 买方 才 会 
执行 合约 .类似 地 , 卖 权 的 权益 为 {到 - 5) , 它 的 持 有 者 右 权 (但 无 习 务 ) 在 合约 
到 期 日 了 按 约 定价 无 卖 -- 份 标的 资产 给 合约 卖方 . 如 果 存 在 一 自 融 寞 策略 使 其 
在 时刻 了 的 财 宣 等 于 #, 则 未 定 权益 吉 称 为 可 复制 的 {replicatable)》 ,可 以 证 明 ,复制 
一 -未定 权 益 的 自 融 资 莹 略 必 为 容许 的 , 且 在 任 -… 等 价 黄 测度 P' 下, 它 的 贴现 财 高 
过 程 为 .- 贰 . 因此 ,如 果 为 一 -个 可 复制 的 未 定 权 益 , 则 所 有 复制 它 的 自 融 资 策略 
的 财富 序列 (CV) 是 相同 的 , 生 有 

t=BE"LyYy élF], (2- 10) 
其 中 yy = (+ rE' 为 对 应 于 P* 的 期 望 算 了 于, P' 是 任 等 价 鞭 测度 . 这 时 ， 
为 了 保持 市 场 无 套利 ,& 在 时 刻 5 的 价 材 必须 定 交 为 复制 策略 在 时 刻 5s 的 财富 太 ， 
称 (12-[ 的 式 为 风险 中 性 定价 公式 ， 

念 .高 表 示 市 场 的 等 价 轩 测度 全 体 .对 不 可 复制 的 未 定 和 权益, 令 
Im = EL 1 沈 ]， 


从 = 人 REo[7A1 砚 ]， 


分 别称 所 , Fr 为 在 时 刻 n 的 卖方 价 和 买方 价 . 

设 市 场 无 套利 ,如果 每 个 未 定 权益 都 有 基 可 复制 的 ,市 声称 为 完备 的 (eom- 
plete). 可 以 证 明 , 为 了 市 场 是 完备 的 ,必须 且 只 和 需 存 在 唯 -- 的 等 价 著 测度 . 

下 面 讨 论 美 式 未 定 权 划 (American contingent claim) 的 定价 . 与 欧式 未 定 权 益 不 
同 的 是 ,美式 未 定 权益 在 合约 到 期 之 前 的 任何 时 刻 都 可 执行 .一般 说 来 ,到 斯 时 刻 
为 入 的 美式 未 定 权益 可 用 关于 ( 实 ) 适 应 的 非 负 跑 机 变量 序列 ( 2 ) 描 述 , 肥 , 表示 
在 时 刻 = 执行 合约 所 获得 的 权益 , 即 合 约 的 卖方 向 买方 付 给 所 .例如 ,对 于 股票 的 
美式 买 权 ,2 = 03. - 外) ,其 中 5 为 股票 在 时 刻 = 的 价格 ,上 为 期 权 合约 的 约定 
价格 或 执行 价格 (exercise price》. 可 用 倒 同 归纳 法 来 对 美式 未 证 权益 定价 . 假定 市 
场 是 完备 的 ,中 "为 唯一 的 等 价 蒜 调度 . 令 下 表示 美式 未 证 权益 在 时 刻 = 的 卖方 
价格 , 则 Uy = Zw. 如 果 合 约 卖方 要 确保 他 能 在 时 刻 NN- 1 支付 Zr -t+ 和 在 时 刻 NW 支 
付 Zw, 则 由 {2-10) 式 ,应 定义 


Un = mr Sy By EL ZR)). (2-11) 
由 归纳 法 得 
= maxl BE [yh ]). [2-12) 


定理 2 ”美式 未 定 权益 的 贴 更 价格 序列 { 已)o<sw 为 P 上 鞭 . 它 是 从 上 控制 


pe 
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序列 ( 名 oc sen 的 最 小 P* 上 靳 ， 
2.2 布莱克 - 索 尔 斯 模型 


2.2.1 布莱克 - 索 尔 斯 方程 和 定价 公式 
现在 考虑 连续 时 间 市 场 模型 . 设 市 场 上 只 有 两 种 让 券 :一 是 风险 证 券 ( 如 服 
票 ) ,二 是 无 风险 证 券 (如 债券 ) 假定 债券 的 初始 价格 为 1, 连续 复 利率 为 r. 假定 
股票 不 分 红 , 股 票 价格 过 程 $ 满足 如 下 的 伊 隘 (16,K.) 随 机 微分 方程 : 
d3 = S, (pd + odB,), (2- 13) 
其 中 50 > 0,pe 和 ce 为 常数 ,( BB.) 为 定义 在 带 a 代数 流 的 概 闪 空间 (QF(. 放 ),P) 上 
的 一 标准 布朗 运动 . 过 程 ( 8 ) 称 为 几何 布朗 运动 . 有 
S = Soexp{ (uw — SJe+o8)}, ‘2-14) 
从 而 log( 5,) 服 从 正 态 分 布 . 称 / 为 股票 的 (瞬时 ) 预 期 收益 率 ,o 为 股票 的 波幅 
Cvolatiliy) .注意 股票 的 预期 连续 复 利率 是 Elos 邓 ( 即 K - 施 ) , 它 不 同 于 股票 的 有 


时 预期 收益 率 1. 令 记 =e", 它 表示 债券 在 时 刻 1; 的 价格 . 

假定 市 场 无 磨擦 (fnctionless), 即 无 交易 费 , 无 税 企 ,无 买卖 价差 (bid-ask 
spread) , 允许 卖 空 ,证 券 可 以 任意 分 冲 . 此 外 ,假定 可 连续 科 易 . 一 个 交易 生 略 为 
一 对 实 适 应 过 程 1a ,4 ,满足 eeE .各 于 0,T] ,bE 名 1![0,T] .其 中 s( 所 和 到 旺 分 庆 
表示 在 时 刻 :的 投资 组 侣 中 拥有 股票 和 愤 券 的 份额 . 投 赛 组 合 1e( ,At 的 财 
富 中 为 

了 = ftS + b(nB. 
如 果 对 :一 切 二 有 
dF = atr)dS, + BLUE)dA, 

则 交易 策略 称 为 自 融 资 的 . 如 果 对 一 切 1 ,V0, 则 交易 策略 称 为 容许 的 . 

考虑 到 期 时 刻 为 的 形 如 = 大 3) 的 一 未 定 权益 ,其 中 产品 ,一 六 ,为 一 连续 
函数 . 布莱克 和 索 尔 斯 利用 发 世人 公式 导出 了 一 个 复制 的 甩 融 资 交 易 策 略 的 财 备 
过 程 应 满足 的 方程 ,并 将 该 财 定 过 程 定义 为 的 价格 过 程 . 因为 如 不 这 样 定义 的 
话 , 市 场 将 存在 套利 机 会 . 布莱克 和 和 索 尔 斯 证 明 的 价格 过 程 可 表 成 F(i, 5,) ,其 
中 中 为 如 下 方程 的 解 : 

PE AN) +t raF Ct, £) + Fo Fal ts) -rit,x)=0, 
(Ex)ELO, Tx (0, %m), (2-15) 
终端 条 件 为 
FT,x Y= Fr}, xE(O0,%). 

方程 (2-15) 称 为 布莱克 - 索 尔 斯 方程 . 特别 地 ,车 未 定 权益 是 欧式 买 权 ,好 = 
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(Sr -天 )* ,其 中 为 期 权 的 执行 价格 , 则 它 在 时 刻 1 的 价格 6 = CS 由 如 下 
著名 的 布莱克 - 索 尔 斯 公式 给 出 : 

CC) = xN( dd) Ke- TT- ON dd,), {2-16) 
其 中 WN(z}) 为 标准 正六 分 布 函数 ， 


logCx/K)}+ (r+o (Tt) 
= oF 
logC#/K) + (r- 广 oo)(T- 1) 


ov 了 -上 

由 于 买 权 和 卖 权 的 价格 满足 均 权 -性 权 平价 关系 (putreall parity) 

S,+ 已 _ (= 天 人 -LT 全 ， 
故 由 (2-17) 式 得 卖 权 的 价格 P= P(r,5), 其 中 
P(t,x) = Ke "OT- ONCG- dy)- rN di). 《2-18) 

一 个 重要 的 事实 是 ;股票 的 预期 收益 率 在 布莱克 - 索 尔 斯 方程 及 公式 中 都 不 出 
现 . 默 顿 进一步 发 更 : 若 在 股票 价格 模型 1{2-13) 趟 中 将 常数 6 改 成 一 适应 过 程 , 布 
药 克 - 索 尔 斯 方程 及 公式 保持 不 变 . 

下 面 对 布 莱克 - 索 尔 斯 模型 稍 加 推广 , 即 假定 r ,jy,s 不 再 是 常数 ,而 是 时 间 t 
的 函数 . 此 外 假定 股票 按 揽 利率 gq(1) 连 续 派 息 . 这 时 相应 的 布 芋 克 - 索 尔 斯 方程 
为 


— rr) Fr rx} + Ft x) + [Crt) — qte)]sF Ct, x)+ Fr x Falt,#) =0, 
{2.19) 


{2-17) 


4; = 


相应 的 布莱克 - 索 尔 斯 公式 为 
CC x) = FH NG) - Ke ‘TOr Nd,), (2-20) 
其 中 


~ 7 ~_ 1 
4 =xexp( -| qs)ds), Fr | rtsjds, 


4d 和 由 的 表达 式 与 (2-17) 式 相同 ,唯一 不 同 的 是 (2-17) 式 中 的 x,r,o? 现在 分 别 改 
成 了 宇 , 和 Ft; | (3) ds. 
2.2.2 布 荣 克 - 索 尔 斯 公式 的 实际 应 用 


与 CAPM 对 风险 资产 定价 不 同 , 布 菜 克 - 索 尔 斯 公式 给 出 的 是 期 权 的 无 套利 价 
格 , 它 不 依 赖 于 投资 者 对 市 场 中 证 券 收 益 率 的 预期 ,也 不 依赖 于 市 场 的 系统 风险 ， 
风险 是 中 性 的 . 这 里 ,市场 均 衡 不 是 期 权 定价 的 必要 条 件 ,而 市 场 无 套利 却 是 期 权 
定价 的 充分 条 件 . 因此 ,布莱克 - 索 尔 斯 公式 具有 广 省 实用 性 和 可 操作 性 . 在 布 莱 
克 - 索 尔 斯 公式 中 ,唯一 的 未 知 参 数 是 股票 的 波幅 =. 有 三 种 方法 对 a 进行 估计 ， 
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一 是 利用 明 票 价格 的 历史 数据 用 统计 方法 来 估计 ,得 到 的 结果 称 为 历史 波 旺 人 {his- 

torieal volatiity) ;二 是 利用 市 场 上 公布 的 不 同 到 期 时 刻 及 不 同 约定 价格 的 期 权 价 

格 ,通过 布莱克 - 索 尔 斯 公式 反 解 出 波幅 ,再 作 某 种 加 权 平 册 , 这 样 得 到 的 估计 称 为 

引申 波 屯 {implied votatility) , 它 反 册 市 场 对 股票 的 当前 波幅 的 综合 评估 ,从 而 可 作 

为 对 股票 未 来 疲 幅 的 一 种 预测 ;三 是 用 一 种 称 汶 GARCH 模型 的 统计 方法 ,对 股票 

的 溃 幅 进行 预报 . 

布 菜 克 - 索 尔 斯 公式 锡 另 一 让 要 应 用 是 , 它 能 提供 股 旺 价 格 相对 于 各 种 参数 恋 

动 敏感 性 的 一 个 度量 ,这些 度量 对 监控 期 权 的 坊 险 暴露 (nisk exposure) 非 常 有 用 . 
在 布莱克 - 索 尔 斯 公式 中 对 各 个 参数 微分 ,分 别 得 到 

A= 5 = N(d) >0, 

Fe 1 
or NM T—! 


= = 本 


RM(d)>0， 


p= 了 =(7T-be TKN(d) >0, 


Es , 一 于 和 
= 了 = -7 (da) - Kre "THN da) «<0. 
其 中 ,和 为 度量 股票 价格 的 单位 改变 引起 期 权 价 格 的 改变 , 放 (z) 为 N(x) 的 导数 . 
VC 即 Yega) ,p,8 分 别 反映 波幅 、 利 率 及 离 期 权 到 期 时 间 长 度 的 变化 对 期 权 价 格 的 
影响 . 由 伊 茧 公式 易 知 ,在 复制 或 对 冲 (hedse) 买 权 的 交易 策略 中 ,时 刻 上 的 股票 持 
有 量 为 A(1, 5,). 因 此 ,通常 把 这 一 对 冲 交 易 策 略称 为 对 冲 . 在 期 权 卖 方 为 避免 
风险 而 做 5 对 冲 时 ,为 减少 交易 费用 ,只 当 态 有 较 大 变动 时 才 对 股票 持 有 量 作 调 
整 .4 对 股票 价格 变动 的 敏感 性 上 有 盈 于 了 解 调整 抽 票 持 育 量 的 频繁 程度 . 
期 返 价 格 繁 感性 的 另 一 度量 是 所 请 的 弹性 4 , 它 等 于 用 股票 价格 的 百分比 变 
动 除 期 权 价 格 的 百分比 变动 . 由 布莱克 - 索 尔 斯 公式 得 
1 = 2logt _ 2 di 
dogx CC ” 
由 (2-16) 式 知 , 对 买 权 恒 有 4 > 1. 这 一 现象 称 为 杠杆 效应 {leverage effect) .但 卖 权 
不 一 定 有 杠杆 效应 . 


2.2.3 未 定 权 益 定 价 和 复制 的 邯 方 法 


本 节 在 布莱克 - 索 尔 斯 模型 框架 下 介绍 如 何 用 歉 方 法 来 研究 未 定 权 益 的 定价 
和 复制 . 令 ( 色 ) 为 布朗 运动 ( B) 的 自然 民 数 流 . 设 ia,451 为 一 交易 策略 ,(V) 为 


它 的 财富 过 程 ,CF ) 为 其 贴现 过 程 ,为 要 该 交易 策略 是 自 融资 的 , 则 必须 且 员 需 
d= ode)d 《2-21] 
其 中 5 =e- "5.(2-13) 式 可 改写 为 
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dS=SIz-ra+ad]. 
于 是 , 若 由 


dp” 2- EH-r? 
dP =exp| - Hr — 2 J jz7] {2-22) 


定义 一 概率 测度 P" , 则 由 基 尔 沙 庶 夫 (1.Y. Girsanov) 定 理 知 , Bi = 品 + 和 一 为 一 
P "布衣 运动 , 且 有 
d= $ odp7. 


于 是 (和 ) 为 一 P* 扫 . 由 (2-2 抱 式 知 , 任 一 自 融 资 可 容许 交易 策略 的 贴现 财富 过 
程 为 一 非 鱼 局 部 击 , 从 而 为 一 上 款 ,由 此 立刻 推 知 市 场 无 在 利 ,因为 零 初 值 非 负 上 
巩 恒 等 于 零 . 
称 P* 为 市 场 的 等 价 拷 测 度 . 由 (2-13) 式 得 

d3.= Erdt+ sdBr |. {2-323) 
这 表明 在 P* 下 股票 的 预期 收益 率 等 于 无 风险 证 券 利 率 r. 因此 ,P* 也 称 为 风险 中 
性 概率 测度 .12-131) 式 还 可 瑟 成 

dS.= S[(r+ on)di+ odB,], 


其 中 = 人 一, 称 f 为 股票 的 风险 市 场 价格 . 
下 一 定理 是 黄 方 法 用 于 未 定 权 黄 的 定价 和 复制 的 主要 缚 果 . 
定理 3 令 &£ 为 一 欧式 未 定 权益 ,在 P* 下 可 积 . 风 存在 一 和 偶 制 的 容许 的 自 
融资 交易 第 略 1a,8| ,使 得 其 财富 过 程 为 
p=E"[e "TelR], (2-24) 


即 其 贴现 财富 过 程 (下 ) 为 一 P' 革 . 此 外 ,复制 的 自 融 资 交 易 策略 fa,5| 是 唯一 
的 ,如果 &=f(S7) ,= FU,SD)B FE C(O, Tx RD),NMN ott) = Ft, 5S). 
注意 ,可 把 W 定义 为 未 定 权益 上 在 时 刻 # 的 公平 价格 ( fair price) ,因为 这 基 唯 
一 的 无 套利 价格 . 称 由 (2-34) 式 给 出 的 定价 为 套利 定价 或 出 险 中 性 定价 . 
定理 4 如 果 $= (57), 则 = PS) 其 中 
-这 


本 2 一 
Fit,x) 一 ec wet NT- DNrav Tt) F 
-oo Y 2n 


由 (2-25) 式 可 以 直接 推 得 布莱克 - 案 尔 斯 公式 ,而 不 各 丑 解 布莱克 - 索 尔 斯 方 


dy. {2-25) 


程 
2.2.4 美式 期 权 的 定价 


岩 定 市 场 异 型 是 布 菜 克 - 索 尔 斯 模型 . 美式 未 定 权益 是 一 (. 吧 ?适应 过 程 ( 记 ). 
它 的 (卖方 ) 价 格 过 程 为 
Wi=ess,supE’ [ee "2.1 儿 ]. {2-26) 
nT 
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其 中 玫 7 为 到 值 于 [1, Tj 的 入 时 , ess. sup 为 本 性 上 确 界 . 可 以 证 明 ,美式 买 祝 ( 即 
Z=t3 一 玫 )+) 的 定价 和 欧式 买 权 的 算 价 是 相同 的 . 对 美式 卖 权 《 即 名 = (kK- 
5)*), 有 = 吕 (+t,5), 其 中 

{t,x)}= sup Eler Kk xe.- 


Te 疝 了 


如 果 在 停 时 + 执行 美式 卖 权 合约 , 刚 它 在 时 刻 0 的 价值 为 
Vr= Ele "(kK- S$.)°]. 


2 
or)+, (2-27) 


令 

s" [1 = supt sa0i 人 T(t x) = (ER- x i, teT, 
出。 为 [0,.7 上 的 C “ 非 降 函 数 , 且 lims 《 晶 = 大 ,可 以 证 明 , 若 令 

r” = infit€EF0, Tl;S, = #" (1)1, 
当 且 仪 当 在 时 刻 + = 5* 时 执行 合约 才 使 Fj 达 最 大 . 挽 诗 之 , 令 留 = f(t x);t< 
Tx>3" (0 ,| , 当 (1, 5) 首 次 从 内 部 穿 过 锣 的 边界 时 执行 合约 是 最 优 的 . 因此 ， 
称 s* (1) 为 时 刻 1 的 股票 临界 价格 (eritical price), 称 疙 为 不 执行 区 域 Ccontnuation 
region) ,可 以 证 明 , 在 区 域 萝 内 ,下 人 tx) 满足 布莱克 - 索 尔 斯 方程 ,在 边界 (4， 
s fi) 上 满足 如 下 条 件 : 
Bess (=AKR- DD), st)= 1. 


因此 ,美式 卖 权 的 定价 归结 为 偏 微分 方程 中 的 -- 个 自由 边界 问题 ,s“ (站 预先 是 不 
知道 的 , 称 为 自由 边界 (free boundary) .在 实际 应 用 中 ;能够 给 出 自由 边界 的 一 个 较 
好 的 估计 很 重要 . 一 个 理论 结 果 是 ; 当 1 一 了 , 渐 近 上 曲 有 下 一 st2) ~ 
Krv (Toillogr(tl/( Tt)). 


2.3 特异 期 权 的 定价 


不 是 通常 的 买 权 或 卖 权 的 期 权 统 称 为 特异 期 权 (exoti' option) .在 金融 市 场 中 
最 常见 的 特异 期 权 有 障碍 期 权 {barier option) , 亚 式 期 权 (Asian option} 和 回 看 期 权 
{lookback option) .这 些 期 权 常 被 公司 或 金融 机 构 用 于 风险 管理 . 本 节 介 绍 它 们 的 
定价 , 且 采 用 上 一 节 中 的 布莱克 - 索 尔 斯 模型 及 记号 ， 


2.3.1 障碍 期 权 


顾名思义 ,所 谓 障 得 期 权 就 是 预先 对 期 权 的 标的 资产 的 价位 设置 ( 单 进 或 双边 
的 ) 界 限 . 如 果 在 期 权 到 期 之 前 标的 资产 的 价格 穿越 界限 . 则 期 权 人 和 价值 变 感 零 , 否 
则 到 期 按 通 常 期 权 颖 算 . 例如 , 双 项 期 权 ( double-knock option) , 它 有 两 个 障碍 L,U, 
对 买 权 或 卖 权 , 需 假 定 约 定 怕 下 满 足 工 < K 玉 < U. 设 末 设 障 得 时 的 期 权 梳 益 为 
gC97) , 则 双 茂 期 权 的 芥 格 过 程 为 FC, $5.) ,其 中 F(t#,*x) 满 足 布 莱克 - 案 尔 斯 方程 
{2-15) ,边界 条 件 为 
Fo)= PFO)=0, te<T; FlT,x}= g(x), LaerxeW, 
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其 解 可 以 表 成 一 无 穷 级 数 . 对 单 障碍 期 权 , 可 以 得 到 显 式 解 . 例如 ,考虑 下 失效 买 
权 (down-ard-out call option) ,其 约定 价 为 天 ,到 期 时 刻 为 了 ,障碍 三 < 天 . 想 定 期 权 的 
标的 资产 为 股票 ,其 价格 过 程 {13) 服 从 布莱克 - 索 尔 斯 模型 . 可 以 证 明 , 期 权 在 时 


刻 上 的 价格 为 (1, 5,) ,其 中 
在 (t,x)= C(t,x) -过 


其 中 ,= 学 ,C(4,*) 由 布莱克 - 索 尔 斯 公式 (2-16) 给 由 . 


— [tl 
CC, XAx), (2-28) 


2.3.2 亚 式 期 权 


下 式 期 权 的 权益 依赖 于 期 权 的 标的 资产 价格 在 期 权 有 效 期 限 内 的 几何 或 算术 
平均 值 . 如 果 用 平均 价格 代 符 普通 期 权 中 的 约定 价 , 称 这 种 期 权 为 平均 约定 期 权 
(average strike option) .如果 用 平均 价格 代替 普通 期 权 中 的 标的 资产 在 期 权 到 期 时 
的 价格 , 称 这 种 期 权 为 平均 标价 期 权 (average rate option) . 

下 面 只 考虑 几何 平均 标价 买 权 ,其 权益 为 


二 = (epl 十 | eg S.)du | 一 x) . (2-20) 


由 CG, 表示 二 在 时 刻 上 的 价格 . 令 P" 为 等 价 黄 调 讶 , 则 出 风险 中 性 定价 厚 理 ， 
有 
C=e "TN EE [é 1.R]. (2-30) 
通过 计算 得 到 C = e "FC(1, 半 ) ,其 中 
_ xr (TT-r) ™ ¢ YT-h _ -rr {ri) + 0 
Fit,x)=e | (Fe Fke ) -二 dy 


yelr 12rd RN {2-31) 
dr = lB/ KR) + Er + 可 ”六 
J Y 一 (2-32) 
d=! mx)+r i 
? sv T-!t 
对 算术 平均 标价 期 权 的 定价 ,得 不 到 显 式 解 . 
2.3.3 回 看 期 权 


回 看 期 权 的 权益 依赖 于 期 权 有 效 期 限 内 的 标的 资产 价格 的 最 大 或 最 小 值 . 如 
果 用 最 小 值 (最 太 值 ) 代 赫 买 权 ( 相 应 地 , 卖 权 ) 中 的 约定 价 , 称 这 种 期 权 为 回 看 约定 
期 权 (lookback stike option) .如 果 用 最 大 慎 ( 最 小 值 ?代替 买 权 (相应 地 , 卖 权 ) 中 的 
标的 资产 到 期 价格 , 称 这 种 期 权 为 回 看 标价 期 权 (lookback rate option) 
回 看 约定 买 权 { 相 应 地 , 卖 权 ) 的 权益 为 
t= Sr- in S, ，《 相 应 地 ,3 = ma, — Sr). 
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用 C 和 疡 分 别 表示 它们 在 时 将 上 的 价格 , 则 有 
人 
P=e NE" [rR). 
利用 概 案 论 中 的 公式 
TT— Af po 一 党 一 让 
P( ax(oBly ha) 可 = 二 二] -er N( =) 
其 中 x 二 0, NN(z) 为 标准 正 态 分 布 . 可 推 得 
P= 5 -1+ NGG)(+ oAr)) + 
We- NOD - SSF MY- WC)) , 
其 中 = marx 5,， 
eler 


log( M/S) - (rT) T- 0) 


1 二 


ov Tt 
- log( M/S.) - (rT- :) 
4 A 
— log( MAS ) + Cr+)(T- +:) 


类 极地 ,由 
P{lmin(oB, + 15) 一 上 ) = N( = 和 | tre nl( 二 <] ; 


EE -有 | gad 
可 得 GC 的 明显 表达 起 ， 
回 看 标价 买 权 的 权益 为 
$={ maxS, — KY *, 


它 在 时 刻 1 的 价格 为 
C= SNC + og/2r) + 


Ke-“™of mt 出 _ (Sr ‘RK, Je- it 4d) e- tT- OK 
其 中 K, 三 maxt 有 , 此)， 
log( 天 /3) (ro)(T- 日 


i= 
rv-! 
-log(K/S) -(r- 7 oT-t) 
Q2 = J VT! 中 


- logt KA/S,) + (r+ 让 02)(T- +1) 


{2-35) 


(2-36) 
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2.4 利率 的 期 限 结构 模型 


在 布 葬 克 - 索 尔 斯 模型 中 , 曾 假 定 无 风险 证 券 的 利 宰 为 -常数 ,这 对 考虑 股票 
一 类 的 短期 期 权 的 定价 问题 尚 可 接受 ,但 车 要 考虑 利率 入 生产 品 的 定价 ,这 使 是 一 
个 不 可 接受 的 假定 . 于 是 必须 考虑 随机 利率 . 基本 上 有 两 类 不 同 的 方法 研究 利率 
的 期 限 结构 ,一 是 短期 利率 模型 ,二 是 远 期 利率 模型 . 本 节 首 先 介 绍 几 种 常见 的 短 
期 利率 模型 和 - 种 远 期 利率 模型 ,然后 介绍 利率 本 生产 品 的 定价 . 


2.4.1 债券 市 场 


以 下 固定 一 时 间 区 段 [0, T]. 令 (B.) 为 一 概率 空间 (0G.. 玉 P) 上 的 # 维 布衣 运 
动 ,上 其 自然 5 代数 流 沁 为 CR). 

若 虑 .债券 市 场 , 它 出 银行 账户 和 各 种 不 周期 限 的 贴现 俩 兰 (discount bond) 或 
零 息 债 券 (zertreoupon bond) 组 成 . 后 者 指 --- 种 有 价 证 券 , 它 的 和 售 价 低 于 它 到 期 的 台 
面 价值 ,中 间 不 付 息 . 下 面 简称 贴现 债券 为 债券 ,并 称 到 期 对 刻 为 s 的 债券 为 : 债 
并 .债券 在 时 刻 : 志 ;3 的 价格 记 为 P(r,s). 今 后 恒 很 是 俊 凑 的 票面 价 均 为 1( 银 行 
账户 的 计价 单位 ), 于 是 有 Pts,s)=1. 

s 债券 在 时 刻 上 的 到 期 收益 率 (yield-to-maturity) ,简称 收藏 率 {yield) ,定义 为 

Yir,s)= _ log( Ps)) 《2-37) 


ss—t 
它 是 在 时 刻 对 利率 的 未 来 值 的 一 个 度量 . 在 时 刻 + 的 收益 率 曲 线 (yield curve} 是 
债券 收益 率 Y(4,5) 随 到 期 时 刻 * 变化 的 图 像 , 它 作为 st 的 孙 数 称 为 利率 的 期 限 
结构 (term stmucture of interest rates) .在 时 刻 + 的 短期 利率 (short rate}r(1) 定 义 为 
ri)= lim Y(t,s), 


具 该 极限 存在 .下面 伺 定 对 每 个 :E10. 7], (4:) 存 在 并 且 过 程 (+(4)) 有 可 测 修 
他 
下 .此 外 假定 | rs)dt < %. 


如 果 PCi,s) 关 于 s 可 微 , 则 可 用 所 谓 的 远 期 利率 (forward rates) 六 区 sr) 来 对 利 
举 的 未 来 值 进行 度量 ,其 定 必 为 


= MEP EN. (2-38} 
可 [志和 | 
- 且 知 道 了 远 期 利率 六 rs) ,可 以 重新 由 下 式 求 得 债券 价 格 P(r,s): 

P(ts) = exp( -| ad {2-39) 


权益 依赖 于 未 来 的 利率 或 值 券 愉 格 的 金融 合约 称 为 利率 衍生 产品 (interest rate 
derivative) .为 了 给 利率 往生 产品 定价 ,需要 对 利率 或 俩 券 从 格 的 变化 规律 建立 模 
型 . 基本 假定 是 在 不 同 到 期 的 债券 之 间 不 存在 套利 机 会 ， 如 果 对 一 切 0<*s 了 ， 
Ps)is: 为 确定 人 性 函数 , 则 在 无 套利 假定 下 , 必 有 


Plr,s) = ep| 一 | ado) ， 
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特别 地 ,这 时 愤 关 价 禾 由 短期 利率 完全 殉 定 . 但 在 随机 环境 下 ,这 一 事实 不 再 成 
立 .人 愤 券 价格 一 般 由 得 期 利率 和 一 等 价 蒜 而 度 确 定 .事实 上 , 设 rt2) 为 一 非 贷 可 
诈 适 应 过 程 , 严 * 为 一 等 价 巩 测度 , 刚 由 风险 中 性 定价 床 理 , 债 券 价 格 为 


p(t,s) = EE" [exp( - [wa 1 seT. (2-40) 


2.4.2 短期 利率 模型 


首先 考虑 单 因子 模型 , 即 假定 在 概率 测度 号 下 ,(rf)) 为 一 扩散 过 程 : 

dr(t) = pott sr)Ndt + oatt, ridb, ,eT, (2-41) 

其 中 ,(B,) 为 一 维 标 准 布朗 运动 . 设 P' 为 一 与 PP 等 价 的 概率 测度 , 则 由 (2-38) 式 

定义 的 Pfrt,s) 训 以 作为 一 无 套利 市 场 中 ; 恒 券 在 时 刻 !1 的 价格 . 选择 不 同 的 等 价 

概率 测度 能 导致 不 同 的 债券 价格 . 下 面 将 看 到 ,等 价 概率 浏 度 的 选择 归结 为 规定 

市 场 的 风险 价格 . 为 简单 起 见 , 下 面具 考虑 那些 其 于 中 的 拉 东 -尼古丁 导数 具有 如 
下 形式 的 P*: 

dp -op 人 | eve))a8 - 4) Materto)de， 2-02) 


其 中 (x) 为 [0, 了] xRR 上 的 一 波 雷 尔 {Borel) 可 测 阴 数 . 这 时 选择 等 价 概率 测度 
P' 在 于 确定 函数 4, 而 4(41,r(1))owser 正 是 风险 的 市 场 价 格 . 在 风险 中 性 概率 
Pp* 下, 

drie) = a(E rt dt + ott rte dB, 1gT, (2-43) 
其 中 (18) jolts) a(t)A( 4) B= B+ | 2(u,r(u))du 在 P* 下 为 


一 标准 布朗 运动 . 这 时 有 Bts) = Priiis) ,其 中 对 - 切 s€E (00,7T],F(:,*; 
5) 为 [0.s]x 及 上 的 一 0 " 隐 数 , 且 F(t,x*;s) 为 如 下 方程 的 唯一 和 解 ; 
Fas as) + pt) Pt ss) + ot a) Folt,xis) ~ xF(t,x3s) =0, 
(C2.44) 
终端 条 件 沟 F(s,x;s)=1. 

瓦 西 赛 克 (DO.AA, Yasicek) 模 型 是 第 一 个 单 因 子 模型 (1977 年 提出 ). 该 模型 假定 
适 期 利率 rft) 在 成 险 中 性 概率 P" 下 为 一 奥 因 斯 坦 - 岛 伦 贝克 
(Omatein-Ubienbeck) 过 程 , 即 满 是 

drea)= ath— rtt)}di+ odB,, (2-45)} 


其 中 ,bc 为 正常 数 ,(B? ) 在 中 "下 为 一 标准 布朗 运动 .(2-45) 式 的 解 为 
rfi = riO)expt — et) + bE1— expC ~ mt)] + oexpt - ot) | expt os }dB, ， 
(2-46) 


这 时 ,* 傅 券 的 价格 为 
Pls,#) = exp( A(t,s)— Br, sdr(t)), (2-47) 
其 中 
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有 (5 = 1 pt 一 at 一) (2-49) 
Ma = BL eb/ eB (2-.49) 


由 从 -4 生 ) 式 知 ,r() 服 从 正 态 分 布 ,从 而 康正 松 率 取 负 值 ,这 显 谎 不 合理 .为 
了 克服 杞 西 赛 克 模型 的 这 一 缺点 , 考 克 斯 、 莫 格 绍 尔 (J.E. ingersoll) 和 罗斯 于 1985 
年 建议 用 如 下 前 短期 利率 模型 ( 称 为 CIR 模型 ): 
dr(t) = ath -rl(t))dtro wr da. (2-50) 
这 时 ; 佳 券 的 价格 仍 由 (2-47) 式 给 出 ,不同 的 是 , 式 中 


_ 2[expt Yts -200)-1] 
Bli,s)= 0y Ha)[expt rts - -1 +2 (2-51) 


2a8 2Ylexp(ta+ Y}(s = 02] 
Al1,5) = le[ 7 St | ， (2-52) 


+eal[exptyts- 芍 ?一 1]+27 
其 中 Y= n+ 201， 
在 上 述 两 个 模型 中 ,B01,s) 和 Att,s) 者 是 和 :的 确定 性 函数 ,收益 率 曲 线 
Yi 为 短期 利率 rt1) 的 线性 消 数 : 


rir,s) = 一 一 [B(es)r(6) - Ate,s)|, 


因此 称 这 两 个 模型 具有 仿 射 期 限 结 构 (affine term structure). 

在 实际 应 用 中 , 需 用 是 期 利率 的 历史 数据 来 估计 参数 5 ,a 和 zx ,然后 基于 这 些 
参数 计算 全 养 的 价格 ,并 与 当前 击 场 价格 比较 ,再 对 参数 进行 调整 ,以 使 模型 尽量 
氛 合 债券 价格 的 历史 观测 值 . 但 这 两 个 模型 都 难以 收 到 很 好 拟 合 当前 的 读 券 从 
格 .为 克服 这 一 缺点 , 赴 尔 (J.E.Hul) 和 怀特 CP.A. White 于 ' 1990 年 将 上 述 两 个 模 
型 推广 到 时 变 系 数 的 情况 . 

dr(t) = 0B) ad) rod + oat)dBr , 
ddr) = CB) -altri dt + oli)v rdB> ， 
这 时 模型 仍 具 有 仿 射 期 限 结构 . 

上 面 介 绍 的 单 因 子 模型 并 不 能 很 好 拟 合 真实 利率 的 变动 情况 .现在 比较 流行 
的 且 在 数学 上 容易 姓 理 的 多 因子 模型 ,是 一 种 所 请 的 高 维 平 方 高 斯 马尔 科 兴 过 程 ， 
它 由 如 让 方程 棋 述 : 

dE = at)}+ CI)dt + odB., , 


re) = 方 1{X1 


其 中 (BB; ) 为 一 P" 下 的 d 维 布 朗 运 动 ,so ,C 为 R* x R" 全 商 数 ,a 为 R' 值 函 数 . 
这 -模型 的 好 处 是 , 它 也 能 给 出 债券 价格 的 明显 表达 式 . 


2.4.3 HJM 并 型 


1987 年 赫 斯 (D. Heath) .要 人 鲁 (A,Jartow) 和 毛 顿 (A.Morton) 建 议 直 接 用 远 期 利率 
模型 来 描述 利率 的 期 限 结构 .他们 殷 定 在 风险 中 性 概率 下 ,对 每 个 固定 的 < 了 ， 
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远 期 利率 作为 : 的 函数 为 一 悟 芯 过 程 ; 

FAs) = (0, 3) + jn, sd + | (ed ， 上 芝 3 【2- 53) 
其 中 (57 ) 为 一 P* 下 的 4 维 布朗 运动 ,y(',s) ,os) 分 别 为 RR 值 和 Re 值 适 应 
可 测 过 程 .初始 远 期 利率 /(0, s) 是 一 确定 性 函数 ,满足 | /(0, uw)du < % .由 市 声 
无 套利 假定 ,在 一 定 的 技术 性 条 件 下 ,可 以 证 明 :y(s,s) 必 须 满 足 

tis) 00 ot, wa . (2-54) 

这 时 ,有 

r= AO D+ | ro :Jelv, a)dudv + | elo, tdB: . 
特别 地 ,车 st1,s) 为 一 常数 , 则 得 到 和 何 {T.5. Ho}- 李 {1S.B.1ae} 模 型 的 连续 极限 . 

drtt) = Blt}dit odBr, 


其 中 Pat HD. 


2.4.4 利率 衍生 产品 的 定价 


在 研究 利率 东 生产 品 的 定价 时 ,对 计价 单位 (mumeraire) 有 两 种 可 能 远 择 ,一 是 
银行 账户 ,二 是 下 债券 .如果 入 生产 品 的 标的 状态 变量 为 短期 利率 且 利 率 模型 为 
单 因子 的 全 荐 随机 微分 方程 (2-41)( 例 如 , 瓦 西 赛 克 模 型 或 CIR 模型 ), 则 可 选 银行 
账户 作为 计价 单位 .假定 某 入 生产 品 的 到 期 时 刻 = 和 了 ,在 = 以 前 连续 深 息 率 为 
htt)) ,到 期 支付 g(r ,rt 75)), 则 由 风险 中 性 定价 标 理 ,衍生 产 吕 在 时 刻 + 的 价 
格 为 


Flrtt)) = E*[ | $s,7(s))ds + rrr) 1.]， (2-55) 


其 中 上 ,= exp[- (4)dw]. 在 一 定 条 件 下 ,由 概率 论 中 的 费 因 曼 - 卡 区 公式 
(Feynmar-Kac formula) 若 ,下 为 如 下 性 微分 方程 的 和解 : 
GF) rh + h(t, xr) =0, (iw) [0,r) x RB’, {2.56) 
边界 条 人 忻 为 
Fryx)= girsx)}, xER'. (2-537) 
这 里 
Fs) = Plt) Ft) pt A) + Pots x)ol ts 4) (2-58) 


特别 地 ,zt 债券 在 时 刻 : 的 价格 为 PCz,r) = 5,r0e)) ,其 中 下 为 方程 (2-56)(&=0) 
的 解 ,边界 条 人 忻 为 f(t,x)= 1， 

现在 假定 远 期 利率 服从 HIM 模型 . 这 时 可 取 了 债券 作为 计价 单位 . 更 确切 
地 , 令 wm = PT)AP00.7), 取 (al 作为 计价 单位 . 设 P* 为 选 银行 账户 作为 计价 
单位 时 的 等 价 鞭 测度 , 即 债券 的 贴现 价格 过 程 在 P" 下 为 -加 ,车 令 9 为 (0,. 过 ) 
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上 的 慨 率 测 庶 ,使 得 
DO _ ar 1 _ 
dP* Br P{0,T)Br’ 
则 有 


_ | | £| = PIT 
PD, Tn) 起 
从 而 (有 Ace) 为 一 如 加 .这 表明 0 为 取 Ca,) 作 为 计价 单位 时 的 等 价 打 测度 . 设 
是 到 期 时 刻 为 了 的 未 定 权益 ,为 它 在 时 刻 上 时 的 价格 , 则 有 
V= BE LBr'élB] = Pli, TY Eol £1.F]. {2-59) 


3 动态 投资 组 合理 论 


第 1 章 考虑 的 单 期 间 最 优 投资 组 合 问题 ,可 以 看 成 是 投资 者 在 期 间 未 消费 他 
的 所 有 财富 ,而 他 的 投资 目标 是 使 财富 的 期 望 效 用 达到 最 大 . 这 种 简化 显然 对 一 
能 的 投资 决策 是 不 令 人 满意 的 . 比较 接近 现实 的 是 考虑 才 期 间 的 投资 决策 , 即 研 
究 所 请 的 跨 期 (intertempoerl) 的 投资 组 合 问题 ,这 样 可 以 动态 地 考虑 消费 和 投资 . 
在 研究 动态 跨 期 模型 时 , 通 沼 采用 连续 时 间 模 型 ,因为 它 嚼 然 用 到 较 深 的 数学 工 
其 ,但 较 离散 时 间 模 型 更 能 反映 动态 特性 ,上 且 能 得 到 更 精确 的 理论 结果 . 

首先 不 考虑 消费 ,只 讨论 一 个 简单 的 动态 投资 组 合 问题 :投资 者 希望 找 一 个 自 
融资 交易 策略 ,使 他 在 某 个 预定 的 时 刻 了 的 财富 的 期 望 效 用 达到 最 大 . 假定 市 场 
模型 是 布莱克 - 案 尔 斯 模型 , 即 假定 市 场 上 上 只 有 两 种 证 券 ,一 是 风险 证 养 ( 如 股票 )， 
二 是 银行 账户 ,连续 复 利率 为 ,股票 价格 过 程 (5,) 为 几 柯 布朗 运动 { 见 (2-13) 式 ). 


假定 (多 ) 为 布朗 运动 的 自然 = 代数 流 . 令 到 CP) 表示 那些 满足 E[ | LaCDx 


Sdf]< = 的 自 融 资 交 易 策略 1a,51 的 全 体 , 互 CP) 为 , 亨 _ 可 测 的 非 负 随机 变量 
全 栖 . 由 医 芯 随机 分 析 中 的 一 个 基本 结果 ( 缺 表示 定理 ) 推 知 :任何 属于 已 ( 扣 的 
未 定 权 益 都 可 以 用 严 { 让) 中 的 一 自 融 资 交 易 策 略 来 复制 ， 
设 投 赛 者 的 宴 始 财富 为 丙 ,, 他 的 投资 自 标 是 使 他 在 时 刻下 的 财 高 的 期 望 效 
用 最 大 化 . 设 FY 是 他 的 就 用 聘 数 ,假定 下 为 严格 四 的 非 隆 5 引 微 旺 数 . 投资 者 寻找 
最 扰动 态 投资 组 人 台 1a”* ,58* | 归结 为 解 如 下 动态 规划 问题 : 
sup EELr(Wr)], 
{er Cc3-1) 
at0) So + BOO) = Wo, 
令 P* 为 市 场 的 等 虱 邯 测度 ! 即 P* 由 但 -22) 式 确定 ), 则 由 未 定 权 兽 定 价 的 对 方法 
容易 推 知 ,| a”* ,5" | 为 (3-1) 式 的 解 ,等 和 价 于 天? = a”(T) Sy + 韦 "《T)e" 为 如 下 蒂 
态 极 大 值 问 题 的 解 : 


REL {¢p) (3-2) 


sup BE[ VCOX)]; 
E' [e- 2]= Wh. 
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今 
_ FR-rp_ 了 ,此 一 
g(t) = exp( - 了 B,- 2 3 )?) ， OsteT. 


由 于 由 | z= 外), 故 有 
E*[e WW]= £le- "pt T) Wr ]. {3-3) 
利用 拉 格 说 日 乘 子 法 可 以 证 明 ; 设 下 为 六 的 反 婧 数 , 即 
Fx)= nt zs0: F(z) ax], 
且 令 总 站 =Ae "py( 站 ), 则 (3-2) 式 的 解 可 表 为 WF# =f(EL7)) ,其 中 入 >0 为 一 适当 
常数 ( 拉 格 郎 日 萎 子 ). 进一步 由 此 可 以 证 明 (3- 了 0) 式 的 解 为 ia* ,5b" | ,其 中 
* -Hr ， 
| ft) = -PD SD ED); 
pb CD= [FOE -a (Ct) SC) Je ™. 
FC,x) 汶 下 述 偏 微 分 方程 的 解 
之 之 
[和 Fr- Ex- rr+F=0; 


FO,A) = Wo. 
注意 ,与 期 权 定 价 的 布莱克 - 索 尔 斯 方程 (2-15) 显 著 不 同 的 是 ,在 方程 (3-4) 中 出 现 
了 股票 的 预期 收益 率 jy . 因此 ,如 果 投 资 者 不 知道 ,他 就 无 法 找到 他 的 最 优 动态 
投资 组 合 策略 ( 即 交 易 策 略 ) . 
下 面 考虑 投资 者 的 最 优 消费 和 投资 组 合 问题 . 设 投资 者 的 初始 财 畜 为 本 ,在 
时 刻 + 的 消费 效用 冰 数 为 u(t,x*) ,在 终了 时 刻本 时 剩 条 财富 的 效用 函数 为 V(x). 
投资 者 的 目标 是 使 消费 和 终了 财 售 的 期 望 效 用 之 和 达 最 大 . 用 C(P) 表 示 满 足 


5[] 290dt] < = 的 非 负 适 应 过 程 <( 5) 的 全 体 , 则 问题 成 为 寻找 带 消费 的 可 容许 
的 投资 组 合 la* ,6” ,cl( 见 下 面 的 (3-7)) 式 ,使 之 成 为 如 下 的 动态 规划 问题 的 解 : 


了 了 
sp EL| li,e( d+ VOW)], (3-6) 
{abcE MEP) CtP) 0 


(3-4) 


(3-5) 


其 中 
We = alt}S + btijer = Wo+ | atsyds, + r| Bs)erds 一 | (oas， (3-7} 
c(t) 表示 在 时 刻 上 的 消费 率 ， 该 问题 等 价 于 如 下 的 静态 极 大 值 问 题 ， 
sup E[| ui, ee))d + FXY]; 
to Ecattp “0 
: (3-8) 


T 
£" oe cidt + e TE] = Wh. 


与 (3-2) 式 类 和 似 , 利 用 拉 格 朗 日 莱 子 法 可 以 解 此 问题 .事实 上 , 设 了 和 gf0 分 别 
为 站 和 tt,") 的 反 函 数 , 邯 
fx) = infl sO0: V(r) rt|, 
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gt = nxa0: w(t, x) er|, 
念 呈 日 =Ae (中, 则 (3-8) 式 的 解 可 表 为 
有一 (Et Wr = (TFT)). (3-9) 
其 中 >0 为 一 适当 常数 ( 拉 格 朗 日 蒋 子 }. 进一步 由 此 可 以 证 明 (3-6) 式 的 解 为 
fa” ,5*,e "|, 其 中 


a (0D) = FL E(t), S$) + Zoe oe Flt, , ECE), S,) ECL), (3-10) 


be) = [FE SS) -a (ts(t) le ", 
ec" (由 C3- 加 式 给 出 ,FC1, x， 7) 为 下 述 偏 微分 方程 的 解 : 


一 rr 
(£0 pe? + Fy Fony - 


+ 
(rt) pt FT 一 + Rtgtt,.x)=0; (3-11) 


F(T,x, y= Ax), FO, 50,4) = Wh. 
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引 窒 


经 济 控制 沦 是 将 系统 论 思 想 .控制 理论 知识 与 经 济 节 紧密 结合 在 一 起 的 ， 门 
变 叉 竹 学 科 ,经 济 控制 论 的 研究 可 以 从 两 方 画 和 人手: … 相 从 控制 理论 的 各 个 基本 分 
支 岂 发 ,将 经 济 系统 作为 背 最 来 研究 ,相应 地 ,经 济 控制 滋 串 划分 为 丧 定 性 动态 系 
统 经 济 控制 论 . 随 机 动态 系统 经 济 控 制 论 J“ 义 系 统 经 济 控制 论 , 非 线性 动态 系统 
经 济 控制 论 , 等 等 ;一 是 以 经 济 理论 为 写 线 ,综合 应 用 系统 沦 思 想 .控制 理论 知识 米 
描述 经 济 学 ,并 研究 其 发 展 与 应 用 ， 

自 愉 维 纳 1948 年 创建 了 控制 论 这 门 新 学 科 之 后 ,将 控制 论 应 用 于 经 济 管理 领 
域 的 论文 与 专著 随 之 大 二 面世 .其 中 波兰 经 济 学 家 笠 析 (0,Tange) , 罗 沪 利 天 经 济 
学 家 总 内 斯 库 (M. Maneseu) . 美 籍 华人 经 济 学 家 刍 节 上庄 生 大 的 安 著 其 有 广 沁 的 影 
只 . 在 我 局, 张 仲 俊 及 己 家 培 等 人 在 经 济 控制 论 领 域 敌 由 了 于 创 性 工作 ,经济 控制 
论 旧 前 上 正 多 在 不 断 发 展 之 中 ， 

经 济 幅 制 论 是 数理 经 济 学 的 一 个 特殊 分 吉 . 昌 前 避 羽 下 把 经 莘 系 统 运 动 稳定 
性 分 析 .经济 系 统 运 动 的 目标 设 定 ,市场 运动 的 能 控 性 ,网 履 故 策 设计 、 经 济 系 统 
在 -定时 间 内 到 达 约 定 状态 的 能 达 福 等 归结 为 经 济 控制 论 的 研究 内 容 . 本 篇 将 介 
绍 其 中 最 基本 的 内 容 . 

经 济 控制 论 在 经 济 管理 各 领域 具有 广泛 的 应 用 ,例如 在 宏观 经 济 管理 中 ,可 构 
造 从 经 济 策略 变 基 到 日 标 变 基 之 问 的 因果 关系 模型 , 然 乒 求 解 从 当前 状态 色 卓 村 
状态 的 最 优 发 展 轨 道 , 求 出 运行 在 最 优 轨 道上 的 产品 价格 产 出 结构 .经济 增 长 宋 、 
利率 . 光 率 .进出 口 起 等 变 感 的 变化 ,以 及 应 采取 的 相应 流 栈 .相逢 介绍 的 内 容 是 上 
中 最 村 目的 部 分 


1 经 济 系统 的 运动 分 析 


1.1 消费 品 需求 因数 


1.1.1 效用 函数 


设 有 上 各 消费 品 , 当 基 人 拥有 各 种 消费 品 的 量 为 二 = [如 时 ,所 得 到 
的 效用 为 UCx), U(x) 称 为 效用 画 数 . 依 经 济 学 知识 , VCxY) 度 是 中 隔 数 . 常用 的 效 
用 郴 数 熬 学 表达 式 有 
1. 对 数 线 性 型 
UR) = 过 (xl 一 站 |》 月 【( 2 一 qx 一 qh, {1-1) 
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线 中 ,mm 兰 0 为 第 上 种 消费 品 的 最 抵 需 要 攻 ;4 ,及 为止 常数 ,由 记 +…+ 遍 < 十 
3,CES (constant elasticity of aubstitution} 型 


Ulx) = _ [Pa 水 师 一 De | Ei D0 C1-2) 
其 中 ,ma3(3 < aq) 为 正常 数 . 与 上 式 类 似 的 效用 函数 有 
U(x) = [ Sare(a _ bY) -el Bt ft-3) 


1.1.2 效用 最 大 法 则 


车 消费 者 消费 支出 总 额 为 省 ,那么 在 市 场 价 档 为 pi :mm 下 购买 各 种 消费 品 
的 数量 由 如 下 数学 模型 求解 : 


max Ux), 
[ Pi t+ pars = 型 . (1-4) 
上 式 取 极 值 的 必要 条 件 又 称 为 效用 景 太 法 则 , 即 
PXI + … + pain = WY. 
其 中 ,为 拉 格 朗 日 算 子 .经济 会 义 为 货币 的 边际 效用 . 
1.1.3 需求 也 数 
闭 绽 出 效用 函数 U(x) 的 具体 数学 表达 式 , 通 过 求解 (1-5) 式 , 可 求 出 消费 品 
需求 西数 : 
x = pi ,= ,nn. {1-6) 
例如 ,如 果 效 用 师 数 如 (1- 1) 式 所 未， 那么 需求 函数 为 
Pixi = Pi + go Pro — pie， b= ,rr,n. (1-7) 


上 式 所 示 的 需求 消 数 称 为 线性 支出 系统 , 即 第 i 种 消费 品 去 出 额 px 是 价格 及 收 人 
于 的 线性 阴 数 . 
豆 如 ,如 果 效 用 果 数 如 {f1-2) 式 所 示 ,那么 需求 图 数 为 


pA 
Eo, sn (1-8) 


Dap 
1.2 ”产品 供给 的 数 与 要 素 需 求 啊 数 


1.2.1 生产 函数 
生产 本 数 反 器 产品 生产 过 程 中 投入 的 生产 要 素数 量 与 产后 产 出 量 之 问 的 数量 
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关系 .对 不 同类 型 的 生产 过 程 将 对 度 不 同 的 生产 明 数 去 达 臣 ， 
常用 的 生产 函数 表达 式 有 
1. 柯 布 - 道格拉斯 [Cobb-Douglas) 类 型 的 生产 范 数 
下 = 败局， (1-9) 
其 中 ,Y 为 产 出 量 ,Z, 为 投入 的 第 i 种 要 素 量 . 当 忆 +…+ 记 = 1 时 , 称 之 为 规模 报 
酬 不 变 的 生产 函数 .如 果 投 人 的 要 素 只 有 资本 下 与 劳动 1 时 上 两 种 ,那么 (1-9) 式 
通常 写 为 


Y = AKWY?, {1-10) 
2.CES 类 型 
7 =-〔(> azp)2， (10) 
+ 
其 中 ,ao 全 为 常数 ,ai 0-%<ox<ld>» 0. 当 3 = 1 时 ,(1-11) 式 为 规模 
报酬 不 变 的 生产 函数 ， 


忆 上 都 属于 投 作 要素 可 以 互相 替代 的 生产 函数 类 型 . 
3. 无 联合 产 出 且 投 入 要 素 不 可 互相 替 芒 的 生产 函数 
[21 2 入 
Y = min 双色 | (1-12) 
其 中 ,a 为 投入 系数 ,2 为 第 ; 种 要 素 实际 投入 量 , 了 为 产品 产 出 莉 , 无 联合 产 出 是 
指 一 种 生产 过程 只 生产 一 种 产品 ， 
4. 有 联合 产 出 且 投 入 要 素 不 可 互相 兰 代 的 生产 西数 
Y= ni} (1-13) 
上 式 表明 , 当 投入 的 要 素 怡 好 为 也 = ,i = 4;, 训 时 ,说 出 的 #8 种 产品 量 为 4 过 


Or = 1 ,nn. 
1.2.2 利润 最 大法 则 


对 (0-9) ~ {1-11) 式 所 示 的 投入 要 素 可 互相 替代 的 后 产 函 数 来 讲 , 如 果 各 种 
要 素 价 格 为 wi),，… ,tw ;产品 恒 格 为 P, 在 不 考虑 加 工时 间 的 情况 下 ,利润 吾 为 


开 = py- > wz， (1-14) 
生产 者 利润 最 天 的 必要 条 件 为 
pF = Wm i sm. (I-15) 
上 式 又 称 为 利润 最 大 法 则 . 


1.2.3 ”产品 供给 函数 及 要 素 需 求 沪 数 


给 出 生产 函数 的 数学 表达 式 , 依 (1-15) 式 所 示 的 利润 工大 法 则 ,可 求 出 产品 供 
给 函数 及 要 率 需 求 函 数 分 别 为 
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了 = Y{p, ts , fon); 
{z = > = l,i (1-16) 
例如 ,如 果 上 生产 函数 如 (1-9) 式 所 示 ,那么 依 (1-15) 式 所 示 的 利润 最 大 法 则 ， 
可 得 
DFA = Wt f= l,m. 
从 上 式 可 求 出 单位 产 员 时 的 要 素 需 求 函数 
五 二 | 
zo Zp = LY = ph (1-17) 
将 上 式 代 和 (1-9) 式 所 示 的 生产 函数 ,得 
YY = BA 有 
或 


i | He pA (1-18) 


当 生 产 晴 数 为 规模 报酬 递减 ， 即 采 + + 有 < [时 ,从 01-18) 式 可 求 出 产品 供 
给 销 数 为 


Y - {4 Ta/w)e. pr A (1-19) 
要 素 需求 网 数 可 从 (1.17》 式 及 (1-19) 式 求 出 ， 
Zz = (pB/w) {A Ha 向 ph A (1-20) 


当 生 产 硝 数 为 规模 报 王 木 变 ， 好 局 + + 有 = 1 时 , 代 (1-18) 式 可 求 出 按 成 本 
定 产 品 约 格 欧 方程 


上) 


n=p = FT Ge). (1-21) 


在 这 各 情况 下 (1.16) 所 未 的 产品 给 数 是 不 连续 的 丽 笋 , 它 可 大 为 
汝 产品 市 场 价 p > p” 时 ,供给 是 了 尽 可 能 大 ; 

当 产 品 市 场 价 p = p* 时 ,供给 量子 等 于 市 场 需求 量 ; 

当 产 贞 市 场 价 p < p* 时 ,供给 量 Y 为 零 . 


1.3 供求 平衡 


没有 mm 种 机 泰 及 “种 消费 品 ,价格 分 别 为 如 1 ,… ,wm 及 pl ,pa 在 其 它 条 件 
不 灾 的 情况 下 , 任 一 种 要 素 避 消费品 的 供给 量 与 需求 记 可 看 做 是 价格 的 函数 .供给 
大 3 与 需求 基 DD 的 平衡 由 如 下 方程 组 描述 : 
CD (1-22) 
其 中 ,= 1,n+m, 
讨论 (1-22) 式 所 示 静 态 经 济 系统 解 的 存在 性 与 唯一 性 , 按 习 民 归 人 数理 经 许 
学 的 可 计算 一 般 均 衡 分 析 范 畴 .由 于 生产 要 素 可 以 是 资源 、 资 本、 劳动 工时 等 ,因此 
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(1-22) 式 包 括 了 产品 市 场 .资源 市 场 ,资本 市 场 , 劳 动 市 场 等 各 种 市 场 的 一 般 均 衡 
分 析 , (1-22) 式 的 一 般 均衡 分 析 也 可 妇 人 和 人 经济 控制 论 的 静态 经 济 系 统 求解 的 范 畦 . 
例 1 设 金 社会 有 nr 种 消费 品 ,每 种 消费 品 的 生产 过 程 中 只 投入 丙种 要 素 : 宽 
本 与 劳动 工时 .第 i 种 消费 品 生产 薄 数 为 
和 = dD + CD) (1-23) 
其 中 ,@ 为 第 1 种 产品 产 出 量 , 兵 为 投入 的 资本 ,为 投入 的 劳动 工时 ,4;, 夺 ,oi 为 
常数 ,a < 0. 

焦 (1-15) 起 所 示 的 利润 最 大 法 则 ,可 求 出 单位 产 出 时 的 劳动 工时 需求 拭 去 及 
资本 需求 量 点 ,它们 都 是 劳动 工时 的 价格 w{ 即 工资 率 ) 及 使 用 资本 的 价格 愉 即 租 
金 ) 的 函数 : 

(BH 


‘= 0 7 ltr,w) = ALB w/o YD (1 (rt BY Mei 
RA 
i Oi A (wd et) + (1- 8)(rA(1— SD] 
(1-24) 
依 ft-21) 式 可 求 出 按 成 本 定 产 品 价 格 的 方程 
p; = wh{tr, w+ rktr,y). (1-25) 
设 全 社会 有 上 种 消费 者 ,第 j 种 消费 着 的 效用 函数 为 
局 - Blar Yrs ee a Van DJ], (1-26) 


其 中 , 必 为 第 j 种 消费 者 对 第 i 种 产品 的 消费 量 . 

从 (1-8) 式 可 得 到 第 j 种 消费 者 的 需求 函数 为 
rt (27) 
HypPl 了 十 + Hy Pn 
其 中 ,上 为 第 j 种 消费 者 消费 支出 总 额 . 当 第 j 种 消费 者 其 有 后 的 资本 ,并 付出 万 
的 劳动 工时 的 情况 下 ,其 收入 


Wi 二 


M; = wh + ry. (1-28) 
产品 产 出 量 等 于 需求 量 , 即 
0, = aE (1-29) 
要 素 需 求 量 为 
L = 0,; 
{xg = 0,. (1-30) 
要 素 需 求 量 应 等 于 要 素 殿 给 量 , 即 
> 二 DD; 
民 "| (1-31) 
DK = oN. 
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其 中 ,上 及 上 Ki 为 给 定 的 已 知 数 . 

{1-24》 (1-25) (1-27) (1-28)、(1-29)、(1-30)、(1-31) 式 构 成 非 线 性 静 访 供 
求 平 衡 系 统 . 方程 数 个 数 与 未 知 数 个 数 是 一 样 的 ,但 方程 首 不 相互 独立 ,因此 只 能 
求 出 供求 平衡 时 市 场 比价 pj : pz :… : :ri ab. 求 出 比 莉 之后, 便 训 箭 定 产品 供 
求 纪 及 投 估 要素 的 需求 世 等 变量 的 数值 . 

例 2 设 共 有 种 产品 ,第 i 种 产品 的 生产 消 数 为 

t= ni i= ],…-, 严 ， (1-32) 
其 中 ,x; 为 生产 第 i 种 产品 的 这 程 中 所 投入 的 第 j 种 产品 的 性 ,上 为 投入 的 劳动 工 
时 域 ,a; 及 分 别 为 产品 投入 系数 及 劳动 工时 投入 系数 ， 

如 果 第 i 种 产品 产 出 量 为 x, 那么 投 人 的 各 种 要 素 应 成 愉 当 比例 ,并 且 其 数量 
为 :i = a = 1 产 出 向 量 x = [x 时 ,投入 各 产品 
域 相应 为 Ax ,劳动 工时 为 二 , 即 


Rl ln | | 
眶 二 二 : : : + yr = [t,t ] : 了 
nt Tn Xn 


其 中 ,4 称 汶 消耗 系数 阵 . 
如 果 本 单位 的 劳动 工时 所 消费 的 各 种 产品 量 为 e = [cj…ecs] ,那么 有 如 下 
的 线性 静态 平衡 方程 ; 
T= Ar+t+e, {E-33) 
上 式 便 是 列 昂 惕 夫 (Leontie?) 静态 投入 产 出 平衡 方程 . 
如 果 已 知 消费 结 移 c ,那么 相应 的 产品 产 出 结构 为 
T= {ff- A)-'ec, (1-34} 
其 中 ,了 为 单位 阵 , (FT - A4)-! 称 为 列 昂 葛 夫 邀 阵 . 


1.4 广义 线性 多 部 门 经 济 系统 的 运动 分 析 


当 在 生产 消 数 中 考 虚 加 工时 间 延 迟 等 因素 ,并 采用 投入 坚 罕 不 可 互相 蔡 代 的 
生产 函数 时 , 便 可 得 到 各 种 类 型 的 线性 动态 多 部 门 模型 . 


1.4.1 单 技 术 无 联合 产 出 的 动态 线性 多 部 门 模型 


设 共 有 na 种 产品 及 1 种 劳动 .每 种 产品 只 由 1 种 生产 过 程 或 生产 技术 来 生产 . 

第 工种 产品 生产 晒 数 为 

， Xi Nt Nn a 

i mint 于 十 bli tzr + by” ?ow + bn” 引 (1-35) 
其 中 ,xi 为 第 种 产品 生产 过 程 中 投入 的 第 7 种 产品 的 量 , 捞 入 的 要 素 中 ,有 些 是 消 
耗 品 ,有 些 是 资本 上 品 ; a; 为 消耗 系数 ,表示 生产 1 单位 产品 二 消耗 的 第 j 种 产品 的 
入 ;5; 为 资本 使 用 系数 ,表示 生产 1 单位 产品 i 所 使 用 的 第 ij 促 产 品 ( 作 为 资本 品 投 
人 ) 的 基 . 当 极 人 的 各 要 素 成 恰当 比例 , 即 x = (6 + bw = 1,n, b= lx 
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时 ,产品 产 出 基 为 二 
对 种 产品 来 讲 , 当 作 为 消耗 品 投 人 的 # 种 产品 医 为 Ax, 作 为 资本 品 投 人 的 记 
种 产品 绰 为 大, 和 劳动 工时 投入 量 汶 上 & 时 ,各 种 产品 产 出 让 为 x = [x ,…,x]'. 其 


中 
Ql ln Bn bs 
‘| | eat "上 上]. 
Ol Bb ob 

1. 动态 列 昂 惕 夫 投入 产 出 模型 

为 了 在 第 1+ 1 年 产 出 x(t+ 1), 需 在 第 t+ 1 年 使 用 资本 量 为 Bx(t + 1), 古 不 
考虑 资本 折旧 时 ,要 求 第 1 年 新 增资 本 量 为 B[xtt + 1) - x(1)1. 在 第 :年 , 产 ! 
x{4) 一 方面 用 于 消耗 投入 4Ax(), 另 一 方面 用 于 新 增 辣 定 资本 ,余下 的 用 于 消费 
+tt) ,因此 有 如 下 的 动态 平衡 方程 ; 

xi = ri + Blxtt + 1) -x(t)] + eli), (1-36) 

上 上 式 即 为 动态 列 昂 惕 去 投入 产 出 模型 . 

2. 加 ， 诺 骨 点 (Von Neumann】 生产 活动 分 析 模 型 

为 了 在 第 + 1 年 产 出 xti+ 1) , 需 在 第 上 年 投 人 消耗 品 及 资本 品 的 量 为 Arti 
+1D+Br+tl): 第 !-1 年 投入 的 4xrfb+ Br(1) 经 | 年 使 用 后 在 第 :年 余下 
Bx(1) .因此 ,第 :年 的 产 出 xti) 加 上 第 1- 1 年 投入 在 第 :年 的 剩余 Bx(t), 可 用 王 
生产 投入 (4 + BD)x(t + 1) 及 消费 cet) ,可 得 到 如 下 平衡 方程 : 


NE} 4+ Bxtr) = (A+ Bri + 1) + clr), {1-37) 
上 式 称 为 冯 . 诺 伊 曙 生 产 活动 分 析 模 型 . (01-37) 式 丸 Pj 改 叶 为 
XCF) = et + 1) + 县 [xi+Ty - xtrt)| + ett)., {1-38) 


由 (1- 姑 ) 式 及 (1-38) 式 可 知 , 由 于 A,8 阵 有 不 局 的 含义 ,是 投入 到 产 出 的 时 
间 延 迟 不 同 , 则 得 到 相应 不 同 的 平衡 方程 式 .类 似 地 ,可 以 有 其 它 各 种 类 型 的 线性 
多 部 门 平衡 方程 式 . 


1.4.2 无 联合 生产 的 广义 线性 多 部 门 系统 的 运动 分 析 


将 (1-36) 式 所 示 的 动态 投入 产 出 模型 改写 为 
Bxr(tt + 1) = Rr(i) - cli}, {1-39) 

其 中 RR = 了 -AA+ 明 , 由 于 nn 种 产品 中 有 些 产 品 不 能 作为 资本 品 , 因 此 呈 阵 中 有 些 
行为 零 , 即 B 阵 汶 奇异 阵 . (1-39) 式 所 示 的 经 济 系统 称 为 广义 动态 系统 . 

1. 矩 阵 的 亚 零 指数 

如 果 nx n 方 阵 N 成 立 ,N ,A 本 -都 不 为 零 阵 ,而 = 0, 虽 称 认为 手 
零 第 阵 , 上 称 为 N 阵 的 篆 零 指数 ,并 记 为 :ndf NN) = 上. 

2. 性 质 

对 任意 1 个 nx 54 方 阵 丰 , 必 存 在 1 个 于 阵 将 A 北 为 


OG 01 
4 -了 | jz 1 01.40) 
其 中 ,6G 为 满 秩 方 阵 , NN 为 因 零 矩阵 ， 
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3. 上 矩阵 的 德 拉 金 {Drazin] 道 
如 果 4 阵 化 为 (1-40) 式 的 形式 , 则 4 的 德 拉 金 道 


-1 四 | 
= 7 了 | or {1-41) 
当 4 为 满 秩 方 阵 时 ,4? = 4-1; 当 4 为 者 堆 矩 阵 时 ,4 = 0. 


4. 广 义 动态 投入 产 出 系统 运动 分 析 
性 虑 (1 -39) 碟 所 示 动 态 投入 产 出 系统 , 令 


B= (B+ RI-'B, 
R= ACAB + RY-IR, 


eli) = CB + R)-c(t), 
其 中, 星 便 (4 了 + RR}-!' 本 在 的 任意 实数 ,那么 当 给 定 初始 产 出 结构 x{t0) 及 消费 
结构 定 化 cfr) 时 ,系统 的 解 为 


x{1) = (BA BPR - 名 人 (人 加 了 于 + 


Cf - Ef") S (Ff) Cr+ 让， (1-42) 
共 四 = ind( 入 .初始 值 x(0) 应 满足 
xt0) = BBRxrtO) + (T - BBY > (FROVARNE). (1-43) 


旧业 


1.4.3 广义 线性 多 部 门 经 济 系统 运动 的 特征 分 析 


当 采 用 投入 要 素 不 可 互 和 替代 的 生产 函数 时 ,产品 的 供 纺 与 需求 动态 平衡 方 
程 可 化 为 如 下 形式 ; 
Er(tit +1) = Hx(i) + Duli). (1-44) 
例 站 ,当中 = 加 , 理 = R,D = -ff 时 ,上 式 即 为 (1- 罗 9) 式 所 :二 的 动态 覃 人 产 出 系统 ， 
1. 广 兴 既 济 系 统 自由 运动 的 特征 分 析 
当 (1-44) 式 所 示 系 统 输入 了 向 量 #(2) = 由 时 ,(1-447 式 化 为 


Exr(i+1) = It)， (1-45) 
设 4 是 广义 特征 方程 
1aE- Hi=0 (1-46) 
的 -- 个 根 ,& 是 相应 于 4 的 广 祥 特征 向 量 ， 
AEh = HA, (1-47) 


那么 克昌 = i 由 便 是 (1-45) 式 所 示 系 统 的 一 个 特 解 ， 

如 果 (1.46) 式 所 示 广 义 特征 方程 多 部 非 索 特征 根 两 两 相 漠 为 A A 
n,n 是 x(t) 的 维 数 ,它们 相应 的 特征 向 量 为 证， ,有 ,那么 如 下 所 示 博 数 是 
(1-45) 式 的 解 : 


1 经 济 系统 的 运动 分 析 : E43 ， 


x0) = oh + + ah,. 
如 果 (- 御 ) 式 所 孙 广 当 特 征 前程 为 
lsE -Hl= {(s- A (so A +t ti (1- 和 9) 
它 的 非 零 根 为 4),… , 重 数 分 别 为 5 ,…,s, ,那么 (1-45) 起 的 解 具 有 如 下 形式 ; 
下) = a + a hl A 4 A 
mo A + oa, ho A + "+ qa hy rn Ap, (1 -50) 
竺 中 ,ay 为 常数 ， 
例 3 考虑 (1-36} 式 的 动态 投 人 人 产 出 系统 .如 果 消 费 系 数 阵 为 了 , 即 C(x) = 
Tx 由), 则 式 (1-36) 化 为 
Brititrtly= (I_ A- T+ Bx). { 了 -1 
其 中 , 搜 资 系数 阵 8 及 消耗 系数 阵 4 与 消费 系数 阵子 的 傅 数 分 别 为 
0 0 0 0 0 0,2 00 0 
-ju 0.1 ol 4=|0: 0 | r=| 0 0 |. 
20 0 | 1 3 0 1 0 0.02 
首先 , 求 本 -及 1= 0 的 非 零 根 ,及 = 和- 六- 工 + 8B8. 它 的 两 个 根 分 别 为 
= 1.025311 ,1，= 23.090649. 
其 次 , 求 相 庶 的 广 文 特 征 向 其 .它们 分 别 是 
A = [1.0.755021,5]", 它 是 相应 于 的 石 特征 癌 种 ; 
hh = 【1, - 183.12208,5]', 它 是 相应 于 的 右 特 征 癌 进 . 
那么 ,(1-51) 式 的 解 为 
1 1 
xi) = a 0.755021| x 1.025311’ + | - 183. 12204| x 23.090649'. (|-52) 
5 5 
其 中 ,a 与 om 的 值 由 初始 对 件 x(0) 决定 ， 
由 (4-527 式 可 知 , 当 各 部 门 比例 恰好 为 :1:0.755021 :5 时 ,aa = 0, 这 时 各 部 门 
平衡 增长 速度 六 2.5311 信 
2. 广 兴 经 济 系统 强迫 运动 的 特征 分 析 
在 {1-44) 式 所 示 的 广 立 动态 系统 中 ,如 果 输 入 向 量 & 0 的 各 分 量 是 由 站， 忆 :， 
只 形式 的 函数 线性 全 加 而 成 ,那么 号 可 由 如 下 形式 的 方程 描述 : 


ute t+ 1) = Mu(t), (1-533) 
其 中 ,at0) 给 定 , MM 为 常 阵 ， 
可 以 将 (1-44) 式 与 (1-53) 式 一 起 写成 
E 和 TYt+1l) H 吾 1Txtt 
| 中 [ee 一 [, mlze,) (1-54) 


由 上 式 可 知 ,这 时 (1- 御 ) 式 广 义 系统 强迫 运动 分 析 问题 僵化 为 自由 运动 分 析 癌 题 . 
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1.5 ” 非 线性 多 部 门 经 济 系统 的 运动 分 析 


当 采 用 投 和 人 要素 可 以 相互 蔡 代 的 生产 函数 时 ,讨论 市 场 供求 平衡 将 得 到 非 线 
性 动态 多 部 门 经 济 系 统 . 对 这 一 类 型 的 动态 系统 来 讲 ,要 用 愉 体 的 数学 表达 式 表 示 
产 出 量 随 时 间 变 化 的 全 过 程 是 … 件 十 分 困难 的 事情 . 在 实际 应 用 中 更 感 兴趣 的 是 
讨论 系统 的 平衡 增长 轨道 及 最 优 增长 轨道. 


2 经济 系 统 运动 的 平衡 增长 轨道 
经 济 系统 运动 的 平衡 增长 轨道 是 一 条 供求 平衡 的 协调 增长 轨道 . 
2.1 动态 投入 产 出 系统 的 平衡 增 攻 


2.1.1 已 知 消费 个 构 时 动态 投入 产 出 系统 平衡 增长 率 与 产 出 结 
鬼 的 计划 
考虑 (1-3) 式 所 示 的 生产 两 数 , 当 第 年 产 出 为 xt1) 时 ,劳动 工时 投入 量 为 
Xx 其 中 = [1 … ,入 | .如果 每 单位 靳 动工 时 消费 徇 各 种 产 
筷 读 为 [而 ,…, 忆 "那么 上 & 单位 劳动 工时 消费 各 种 产品 械 为 


dl xI{t) dt di 二 上 
c(t) = | | : | | : | : |- TY 人， (2-1) 
i xn( 起 ddd di x i) 


其 中 ,了 为 消费 系数 阵 .将 它 代入 (1-36) 式 ,可 得 到 在 给 定 消费 结构 下 的 动态 投 人 
产 出 模型 


Brli+1 y= (A- T+ Br(i). {2-2) 
当 平 衡 增 长 时 ,各 部 门 有 相同 的 增长 率 4, 即 
TEA+T) = {1+A)x(C). (2-3) 
将 它 代入 (2-2) 式 , 可 知 平衡 增长 率 4 是 如 下 广义 特征 方程 的 解 ; 
|il+AB- {ff-A- T+ BI=0. (2-4) 
求解 平衡 增长 轨道 要 点 如 下 : 


(1) 对 尾 何 -个 非 负 实 声 阵 ,存在 一 个 神 最 大 的 非 负 特征 根 , 称 之 为 庇 隆 - 弗 
罗 宾 纽 斯 { Perror Frobenius) 根 以 及 相应 的 非 负 特 征 向 量 . 
{2) 当 非 负 阵 {4 + 7) 满足 吉庆 芝 - 西蒙 (Hawkins-Simon) 条 件 , 即 它 的 最 大 模 
特征 根 小 于 1 时 ,Cf -4 - T)-! 也 为 非 负 阵 , 因 此 (FT - 各 - 了 )-' 吾 也 为 非 负 阵 . 
(3}(2-4) 式 特 征 方 程 可 化 为 
[AT A TRI=0. {2-5) 
从 上 式 可 看 出 平衡 增 民 率 4 是 非 负 阵 (7 - 4 一 7)-18 的 论 险 - 弗 罗 宾 纽 斯 根 的 倒 


2 经 济 系 统 运 动 的 乎 衔 增长 轨道 * td45 ， 


数 , 产 出 比例 或 产 出 结构 为 相应 的 -华人 夺 特征 品 靶 并 ， 


(l/r = {I-A- TiBr'. (2-6) 
2.1.2 总 知 消费 丫 构 时 动态 投入 产 出 系统 平衡 增长 的 价格 与 
利润 率 的 计算 


设 平衡 增长 时 各 种 产品 价格 为 户 = [pi,… ;pn], 在 第 1 年 产 出 为 x(4) ,收入 为 
Bf 为 了 产 出 xD 所 消耗 的 各 种 产品 量 为 4xf( 呈 ,其 价值 为 ndx( .同时 ,为 产 
出 x(1) , 需 在 第 :年 使 用 固定 资本 Bx(1) ,其 价值 为 pBx(1). 设 利息 率 为 8, 那么 使 
用 这 些 固 定 资本 所 付 利息 为 忆 Br(0) ,此 外, 为 产 出 x(1) 前 投 人 劳动 工时 此 ( 昌 ， 
所 支付 的 工资 额 为 tw 可 (9 ,w 为 工资 率 . 党 系统 平衡 增长 时 , 收 人 等 于 支出 ,因此 有 
如 下 平衡 方程 ; 

Pre) = Pr + BBx(t) + whirlr), 
或 p= lt- A- PB) (2-7) 

从 上 式 可 以 奢 出 ,8 既 可 以 看 做 平衡 增长 时 的 利息 率 , 允 可 看 做 资本 利 凋 率 ， 
因为 利润 等 于 收入 px(1) 减 去 成 本 pAx(1) + wtx{1) .将 利润 除 以 使 用 的 资本 
PBxtt) 即 为 资本 利润 率 . 

当 给 定 工资 宁 tt 之 后 ,市 场 均 衡 价 格 由 (2-7) 式 求解 . 

好 是 每 单位 劳动 工时 的 工资 ,如果 在 市 场 价 格 之 下 购 关 各 种 产品 基 是 已 知 的 ， 
即 已 知 单位 劳动 工时 消费 结构 为 #, 则 有 


dl 
ty 三 P| : |- pd, 
起 


将 它 代 入 {2-7) 式 ,得 
p= -A- BAB) = pT(I- A- BB)., 
注意 到 者 = 了 为 消费 系数 阵 , 土 式 买 可 记 为 
(lB)p = PT- 和 一 TT). (2-8) 

从 上 式 可 知 ,协调 发 展 利润 率 是 非 俯 阵 BCF 一 4 - 了 )-' 的 庇 隆 - 弗 罗 宾 纽 斯 根 
的 筒 数 , 产 品 比 挤 是 相应 的 左 特征 行 向 量 . 

由 于 (ff -AA T)-1B 与 8(7 -及 - 于) 的 特征 根 相 问 , 从 (2-6) 式 与 (2-8)》 式 
可 知 ,平衡 增长 利润 率 8 与 增长 率 4 是 相等 的 . 


2,1.3 ”未知 消 费 结 构 时 动态 投入 产 出 系统 平衡 增长 率 、 
产 出 结 柏 、 以 格 、 利 润 率 的 计 莽 


如 果 每 单位 劳动 工时 的 工资 所 购买 各 种 产品 量 如 是 市 场 价格 上 及 工资 率 凤 
的 函数 , 即 
d= fp,w), {2-9) 
上 式 是 在 预算 约束 pd = 之 下 求 效用 最 大 所 得 到 的 需求 晒 数 ,那么 市 场 平衡 增长 
时 价格 p .平衡 增长 率 ) \ 产 出 结构 * 利润 率 晶 可 由 {2-6) 式 .(2-7) 式 ,(2-9) 式 求 
解 , 即 
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d= Fp,w); 
[0 = tf-A- TiBr,T- 而; {2-10) 
p= wl-A- ABB). 
例 1 考虑 如 下 动态 投入 产 出 系统 : 
Kt) 二 [人 (2-11) 
其 参数 为 
D0.6 0.3 站 0 10 0 
网 = | Q 0 05 ， 有 加 = |。 0 o| ， 了 = [0.5,0.5,0.3]. 
0.2 03 0 分 0 0 


(2-9) 式 所 示 的 需求 孙 数 为 如 下 的 线性 支出 系统 ; 
pid; = 0.012p, — 0.01p; - 0.004p3 + 0,2w: 
Les = - 0.0075p + 0.025py - 0.01py + 0. Sews {2-12) 
pa = - 0.0045p, - 0.015p; + 0.014ps + 0.3w. 
求解 上 述 模 型 与 参数 下 平衡 增长 率 , 利 渔 率 、 产 出 结构 .价格 的 步 又 如 下 : 
第 1 步 ; 求 动态 投入 产 出 系统 所 能 达到 的 最 大 增长 窑 4”, 即 令 清 费 阵 了 = 必 ， 
ic2-6) 式 可 知 , (1AA jx = (TA)-1Bx, 求 出 4” = 0.31. 
第 2 步 :确定 实际 增长 率 4,0 < 4 < 4 .在 本 便 中 , 取 4 = 0.1 = 10%. 
第 3 步 : 计 算 平 衡 增 长 时 的 价格 .由 于 平衡 增长 时 只 能 求 出 比价 ,因此 可 令 w 
= 1. 此 外 ,由于 平衡 增长 率 1 等 于 利润 率 B, 故 有 = 0.1, 将 七 代 人 (2-7) 式 , 求 出 价 
格 为 :pl = 2.547619, ps = 4.590476, p; = 2.59238. 
第 4 步 : 计 算 消 费 结 构 . 将 求 出 的 价格 代 人 (2.12) 式 , 吕 于 接 求 出 消费 结构 :di 
= 0.0684112, d; = 0.1241053, d; = 0.0986468. 
第 4 步 : 计 算 产 出 结构 . 当 求 出 消费 结构 4 = [而 ,由 ,da1 后 ,使 可 求 出 消费 系 
数 阵 了 = 硬 , 再 将 它 代入 (2-6) 式 便 可 求 出 产 出 结 攀 ;x : x :x = 3.7212 :1: 
1.316. 


2.2 冯 ， 诺 伊 曼 生产 活动 分 析 模 型 的 平衡 增长 


上 般 地 说 , 单 技 术 无 联合 产 出 线性 过 部 门 模型 可 以 用 11-44) 式 所 示 广 光线 性 
方程 来 描述 .例如 ,(1-38) 式 的 油 ， 诺 作 蝇 生产 活动 分 析 横 剧 可 化 为 (1- 和 4) 式 的 形 
式 , 这 时 EE= A+BH= T+ B,D = 了 J 了 w(t) = c(t1). 汉 ': 诺 伊 最 生产 活动 分 
析 模 型 的 平衡 增长 轨道 计算 要 点 如 下 : 

《1) 求 出产 出 与 消费 同步 平衡 增长 的 条 件 ， 

将 (1-38) 式 的 线性 方程 记 为 

{A + Bx{ttriy = (f+ Bx) ctt). (2-13) 
如 果 产 出 x(20) 与 消费 cl1) 按 周 一 增长 率 4 增长 , 即 
人 = XONL + AN!s 
ee) = et0Oifl + AY', 
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将 它 代 人 (2- 13) 式 中 ,可 求 出 初始 产 出 结构 *(0) 与 消费 站 构 ec0) 所 应 满足 的 同 


步 增长 条 件 , 即 
Xl0) = [7 A-A(A + BYl-ict0). 《2-14》 
(2) 如 果 已 知 每 单位 劳动 工时 对 各 种 产品 的 消费 结构 为 吕 = [2 ,…, #4,", 那 
么 为 了 在 第 4+ 1 年 产 出 xf(t+ 1, 需 在 第 :年 投入 劳动 J 时 上 (+ 1), 其 相应 消费 
量 为 dx(i+1) = Pet+t),T 为 消费 系数 阵 . 将 第 上 年 消费 eft) = Txft+ 1) 代 
人 (2-13) 式 , 得 各 
(A+ Bxte+1) = (T+ Br) Trtt+ 1), 
在 平衡 增长 时 ,x (i + 1) = (+A)ttb, 代 大 上 式 得 到 
(1/ANxCE) = (IT- A- ArHB+ Tx), (2-15) 
从 上 式 可 以 看 出 , 当 (4 + 了 ) 阵 满 足 郝 庆 世 - 西蒙 条 件 时 ,平衡 增长 率 4 是 非 负 阵 
-4-7T) 《4+ 吾 + 了 ) 的 庇 旗 - 弗 罗 宾 组 斯 根 的 倒数 , 产 出 结构 为 相应 的 右 畦 
征 列 向 荆 . 
{3) 分 析 平 衡 增 长 轨道 的 存在 性 与 叭 -- 性 . 
如 果 (4 + 了 ) 阵 满 足 郝 庆 世 - 西蒙 条 件 ,是非 负 方 际 (7 一 4- 4 + 县 + 
了 ) 为 不 可 分 解 筷 阵 ,那么 该 阵 存 在 唯一 的 最 大 模 正 特征 根 人 1” ) 与 相应 的 正 右 
特征 产 出 向 量 x* .不 可 分 解 经 济 系 统 的 含义 是 ;任何 -个 经 济 部 门 都 直接 或 间接 
地 与 其 它 所 有 部 门 发 生 投 入 产 出 关系 . 
{4} 如 果 每 单 们 劳动 工时 所 得 的 工资 w 在 市 场 价格 小 购买 各 种 产品 量 由 需求 
函数 # = fp,w) 来 表示 ,那么 在 平衡 增长 轨道 上 产 册 增 氏 率 4 、 产 出 结构 x、 利润 
率 8. 物 价 p 由 如 下 方程 求解 : 


d= fp,w): 
(oa nar Tx,T- 二 (2-16) 
P= 0 + A- BA+ BB)]-'. 


上 式 与 (2-10) 式 求解 方法 类 似 . 
其 他 类 型 的 单 技术 无 联合 产 出 线性 卿 部 门 模型 的 平衡 增长 轨道 的 计算 方法 可 
作 类 似 讨 论 . 


2.3 “ 非 线性 多 部 门 动态 经 济 系统 的 平衡 增长 


以 王 各 节 所 讨论 的 线性 多 部 门 经 济 系统 ,采用 的 都 挟 捞 和 人 要素 不 可 互相 和 赵 代 
的 生产 函数 .例如 ,采用 (1-32) 式 所 示 的 生产 函数 ,将 得 到 (1- 好 ) 式 所 未 的 列 帅 惕 
夫 静 太 投 和 产 出 模型 ,如 果 在 (1-32) 中 考虑 加 起 时 间 , 旭 有 

3 十) 三 min( ,De 0), (2-17) 

其 中 ,= 1 ,nyta(t) 表示 在 第 2 华为 生产 第 i 种 产品 庙 投 入 的 第 j 种 产品 的 壤 ， 
上 (2) 为 第 :年 第 i 种 产品 生产 过 程 中 投入 的 管 动工 时 泪 ， 

与 {1-33) 式 讨论 类 似 , 基 于 (2-17) 式 的 生产 耳 数 可 得 到 如 下 的 汉 : 诺 盆 曼 - 列 
唱 惕 去 模型 : 
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二 {2-18) 
类 位 地 , 如 果 在 (1-35) 式 中 考虑 投入 到 产 出 之 间 的 时 间 延 迟 ,那么 可 得 到 
(1-36) 式 及 (1-37) 式 所 示 的 列 昂 惕 夫 动 态 投 人 产 出 模型 及 治 . 诺 仍 虹 生产 话 动 分 
析 模 型 . 
自 加 世纪 把 年 代 以 来 ,许多 经 济 学 家 力图 将 线性 多 部 门 模型 推广 到 非 线 性 多 
部 门 模型 的 情况 .例如 ,加 世纪 0 年 代 Takao Fujimoto 等 人 将 (1-33) 式 静 态 投 入 产 
出 模型 推广 而 得 到 如 下 的 非 线 性 静态 投入 产 出 模型 ， 
= Ax): I+:, (2-19) 
其 中 ,A(x) 为 非 线 性 投入 系数 阵 , 其 元 素 是 x 的 非 线 性 包 区 孙 数 . 
(2-19) 式 仅 是 {1-33) 式 静 态 线性 投产 出 模型 在 形式 上 的 推广 ,其 中 投 人 人 系 
数 阵 4(x) 的 参数 难以 在 实际 中 获得 . 
下 面 分 析 如 何 从 生产 函数 上 进行 从 线性 到 非 线 性 的 推广 ,首先 特 投入 要 素 不 
叮 替代 有 旦 考 式 加 工时 间 的 生产 函数 (2-17) 式 推广 为 投 人 人 蝶 旧 可 互相 震 居 且 考 虑 加 
工时 间 的 生产 函数 : 


stt+1) = A Daps:l) + 和， (2-20) 


其 中 ,i = 1,…,n， oo 站 是 第 5 年 为 生产 第 了 种 产品 所 投入 的 第 
7 种 产品 的 重 ， LD) 为 劳动 工时 投入 量 ,x,{t + 了 为 第 二 + 1 年 第 i 种 产品 产 出 量 . 
对 (2-20) 式 所 示 非 线性 动态 多 部 门 经 济 系统 来 讲 , 其 半 衡 增长 轨道 上 的 产 出 
结构 .增长 率 .利润 率 .物价 等 都 有 相应 计算 公式 . 与 线性 允 部 门 列 日 惕 去 模型 及 汉 
` 诺 作 最 模型 等 相对 应 有 一 系列 计算 公式 及 计算 方法 ,例如 , {2-20) 式 所 示 系 统 在 
平衡 增长 轨道 上 的 产品 价格 p = [pi,…,psj .利润 率 记 . 拭 资 率 w 由 下 式 计算 ; 
p= (+PpAtp w+ (T+ Pw p,w), (2-21) 
其 中 ,Atp,w) 为 nx Fr 邱 阵 : 


Antp,w) | An(p; to) 
A{p,w) 二 : + 
Ag) Alp,w) 
上 疆 元 2 
元 素 为 WA- Ls) 
Mps0) = 一 一 


le 
Dr Ll )p {a 1 + toa- ] 站 


在 (2.21) 式 中 ,@(p,w) - = Te， 《 虽 ， 弛 ) ,加 (PP,，w)] ,其 元 素 为 


ed II 


Pp) = . 
4[> tt1- - pr 1} A i 


由 于 经 济 系统 只 有 比价 计 有 意义 因此 在 2-20) 式 中 可 设 w = 1, 那 么 一 旦 选 
择 - 一 个 可 行 的 利润 率 8, 便 可 求 出 相应 的 价格 p. 

实际 应 用 中 ,可 依 计量 经 济 学 知识 及 历史 数据 估计 系统 参数 , 接 简易 的 计算 方 
法 求 出 平衡 增长 解 . 
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3 ”市场 调 节 的 稳定 性 分 析 


3.1 “产品 市 场 调节 的 稳定 性 分 析 


设 有 aa 种 产品 ,第 1 种 产品 的 供给 域 5 及 需求 量 咏 是 价格 pi ,…,p, 的 靖 数 {其 
它 条 件 不 变 ) .价格 由 市 场 和 供求 决定 . 当 供 大 于 求 时 ,价格 将 下 降 ; 反 之 , 当 供 不 应 求 
时 ,价格 上 开 , 可 以 用 各 种 数学 公式 来 近似 描述 这 种 价格 空 化 过 程 , 讽 如 ,如 果 第 : 
种 产品 价 格 单位 时 间 内 上 升 或 下 降 的 百分比 与 拱 求 差额 | 升 或 下 降 的 百分比 惑 正 
比 , 那 么 价格 变化 可 由 下 式 描述 ; 
dpi/dt _ A pa) 一 Sa pn 0 
频 : 本 六 (pi | ” 
其 中 ,上 > 0,t 三 1 ,nt, 
如 果 昼 格 变 化 充 与 供求 差额 5 成 正比 ,那么 价格 变化 吓 由 十 式 描 述 ; 
pi EE: = [Di(plsees ps) - Sp1s, pa)), (3-2) 
其 中 02 = Lr "RR 
产品 市 场 调 节 的 稳定 性 问题 是 : 当 市 场 价格 变化 由 (3-1) 式 或 (3-2) 式 等 描述 
时 ,在 时 间 足够 大 之 后 能 否 使 市 场 价 格 自 动 赵 于 供求 笠 衡 价格 , 即 
limpi(#) = py* 是 否 成 立 ， 
其 中 ,m ”是 市 场 均衡 价格 , 它 使 得 
疡 (pl ,pn = 是 (PI ,sp ), i = 1 Rn. 
可 用 李 雅 普 诺 夫 能 量 函 数 讨论 (3-1) 式 或 (3-2) 式 所 术 非 线性 动态 经 济 系 统 
的 稳定 性 问题 . 
首先 ,构造 如 下 的 李 雅 普 诺 去 能 量 销 数 多): 


Vt) = 二 二 > 62， (3-3) 


其 中 ,EE = DS,i=1,.…,n. 从 上 二 可 知 TY 关 0, 仅 在 平衡 点 为 零 , 即 权 尖 挛 
pri LV = 0. 
然后 ,让 (3-3) 式 中 的 能 量 函 数 (2) 对 时 间 上 求 导 ,得 到 


2 “如 直至， 
pi pn de 

dD [hE hb] : : : |. (3-4) 
dpi dpa dt 


如 果 采 用 (3-1) 式 的 定价 策略 ,将 (3-1) 式 代 人 上 上 趟 求 得 
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Du he 
dD = | : : | : | (3-5) 


nl 四 Ty EE, 
片 中 ,yp = {0 Fd py) x p/hD. 
如 末 采 用 (3-2) 式 的 十 价 策 略 ,将 (3-2) 式 代 人 (3-4) 式 求 得 


28， ， 3 可 
dpi ops |[ 和 号 

HD 三 [ki By hb, ] : : | : ” (3-6) 
a6 8, Nig, 
api dp 


一 般 地 说 ,(3-5) 式 及 (3-5) 式 中 和 矩阵 主 对 角 线 上 元 素 依 为 负 . 即 第 守 种 产品 价 
格 上 升 ,将 中 起 该 种 产品 需求 臣下 隆 、 供 给 量 上 升 ,也 就 是 EE 下降 ;反之 ,p; 下 降 将 
中 起 大 上升 . 国 此 ,5A9p， < 0 由 于 一 种 产品 价格 变化 二 此 影响 该 种 产品 的 供求 
变化 ,因此 (3-5) 丰 扩 (3-6) 式 中 矩阵 主 对 角 线 上 上 元素 在 绝对 值 1. 下 主导 地 位 .这 
是 上 昧 普 dPFIijx 由 之 日 扫 然 ,这 只 是 在 经 验 革 扑 测 , 丰 般 情况 下 FI 将 小 于 
或 等 节 零 . 如 果 对 于 供求 允 数 的 具体 表达 式 能 征明 能 让 隔 数 对 时 间 + 求学 
dVC0DAdt 二 0, 虹 仅 在 平衡 点 为 零 , 这 意味 着 系统 能 工 将 不 断 碱 少 , 直 至 为 堆 , 同 时 
也 意味 着 系统 终 将 到 达 平 衡 点 ,从 而 系统 是 前 近 稳定 的 . 

应 当 省 意 到 的 曲 兰 04 生意 过 人 仅 是 系统 新近 稿 记 的 必 旧 条 件 而 不 是 充分 条 
件 . 

例 1 没 共 有 2 种 产品 ,供给 址 不 时 ,为 膏 数 SS: 需 炎 困 烤 如 (1-3) 式 所 示人 a 
= 2), 即 


cap MM 


DI = 一 1 


QIPI 1 + G2p2- 
-2 
iP + 2p 
市 场 定 昼 策略 由 (3-2}) 式 描述 (i = 2). 
按 (3-3) 式 构 造 能 重耳 数 FOE) = 0, 且 仅 在 平衡 点 为 堆 ; 
-2 宇 -2 立 
vi] = a pr 5 ， | — ap2 好 3 
之 2p + G2p2 2 apl + pa 
二 FiEr/2 + ka B22, 
让 能 其 函数 Fo 对 上 求 导 ,得 
d RB (orpy +2a0pt pi ) -~ ho Bal ay pz + 200p. p27 ) yy 
di Cap! + epa 六 + 
Zk ka El Earapr™ pa 
-1 i NN 
(ap + gp? ) 
— (ki Emp + kBarp2™ ) 
一 -1 -12 a 
{aipl™ + aapz ) 


二 安 全， 


A 
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旦 权 在 平 效 点 EE = 可 = D0 时 ,dVY(2)Adi = 0, 因 此 系统 是 渐 近 稳定 的 , 即 :-* o 时 
将 到 达 供 求 平衡 点 . 


3.2 市场 疝 节理 论 与 鲁 述 调 节理 论 的 关系 


鲁 棒 | robust) 调节 理论 是 控制 理论 的 重要 分 支 . 对 线性 连续 时 间或 离散 时 间 定 
常 系统 来 讲 , 其 鲁 棒 调节 理论 有 十 分 丰 宫 的 内 容 .掌握 兽 殿 涯 节理 论 不 仪 可 以 这 刻 
理解 市 场 调 广 规律 ,而 且 可 以 用 之 设计 各 种 宏观 经 济 政策 . 


3.2.1 非 线性 静态 系统 目标 为 常 向 量 时 的 得 棒 调节 


考虑 如 下 非 线 性 静态 系统 ; 
F = An), (3-7) 
其 中 ,y 是 维 目 标 变量 ,nw 是 上 维 控制 变量 . 如 果 希 望月 标 变 量 为 给 定 的 常 向 二 
了 " ,有 即 希 望 偏差 


ep = ln {3-8) 
为 霍 , 那 么 控制 策略 上 (10 可 按 如 下 式 子 设计 ， 
机 = ke ki > OO EE= l,i, 
或 
人 -Ke (3-9) 
di : ” 


其 中 ,为 对 角 阵 ,对 角 线 上 元 内 依次 为 如,… ,局 ,e = Eee 
(3-9) 式 所 示 系 统称 为 重 棒 调 节 器 , 它 的 极点 为 零 . 当 希 望 目标 值 y' 为 常 向 
和 量 时 , 它 是 极点 为 零 的 系统 的 解 ,这 时 称 y” 的 极点 为 零 , 鲁 棒 调 节 器 的 极点 与 希 
望 目标 值 的 极点 要 一 致 ,这 便 是 所 谓 的 “内 模 原 理 ” 
(3-7) ~ (3-9) 式 构成 如 下 的 闭环 动态 系统 ， 
KAA) -yl. (3-10) 
如 果 (3-10) 式 所 未 系统 是 渐 近 稳定 的 , 即 成 立 
limw{ #) = 常 阿 量 wu*， 


那么 有 
lim ou = = Ke 
这 意味 着 目标 值 y 终 将 达到 给 定 值 y"”， 


当 (3-7) 式 所 示 受 控 系 统 注 呈 一定 条 件 时 ,(3-10)? 式 的 闭环 动态 系统 将 是 洒 反 
稳定 的 ， 
考虑 矩阵 
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dy an 

3 du 已 吉 

2 _ : : 

已 环 本 四 EJ (3-11) 
yn 9 yn 
dut dw 


如 果 该 阵 为 准 对 角 优 势 降 , 即 存在 常数 C1,…, Cu 使 得 


c| 壮 | > So, 2 » EE= lr nr = ln (3-12) 
ret 了 

成 立 , 且 对 角 线 上 元 为 负 值 ,那么 (3-10) 式 所 示 系 统 是 泗 近 稳定 的 . 这 可 以 通过 构 
造 能 量 函 数 


VL) = max =0 {3-13) 


来 证 明 , 上 式 仅 在 平衡 点 时 的 站 = 0. 将 VO) 对 1 求 导 , 可 粹 证 了 明 dV(f) 0, 且 慌 
在 平衡 点 处 为 零 . 因此 当 上 足够 大 时 , Ki) 趋 于 零 ,从 而 e; 趋 于 堆 ,E = 1,…，,m， 


3.2.2 市 场 调节 与 便 棒 调节 的 关系 


与 (3-7) 式 对 应 ,考虑 供求 系统 
¢€ = ¢(p). (3-14) 
其 中 ,e = [ el,…,e,] 为 超额 需求 向 量 , 即 第 ;种 产品 超额 需求 量 e 等 于 该 种 产品 
需求 量 访 减 去 殿 给 量 3 3; = [pp] 为 价格 向 量 .市 场 依 供需 情况 不 断 改 变价 
格 ,价格 p 的 变化 由 下 式 描 述 : 


| 此 ee | 
GC 


gp 
= Ke. (3-15) 


上 式 与 (3-9) 式 对 应 ,站 也 是 正 对 角 阵 ,市 场 调节 的 目标 是 达到 供求 平衡 , 即 e = 0. 
与 (3-11) 式 或 (3-6) 式 对 应 ,考虑 如 下 矩阵 : 


ael ,.。 de 
ae dp1 dpn 

3 三 : : |. t3-16) 
?| aa 
apl 3pn 

如 果 该 阵 为 准 对 角 优势 阵 , 且 对 和 角 线 上 元 喜 为 负 , 即 存在 常数 CN，…，, 刀 ,使 得 
oe, oe, ， 
1 ap > yc | 总 | +: T=, ,nr = ,nn (3-17) 


成 立 , 那 么 由 (3-15) 式 所 描述 的 市 场 调 节 系 统 将 是 淅 近 稳定 的 , 即 当 时 间 :足够 大 
时 ,市场 达 供求 平衡 . 

(3-15) 式 是 描述 市 场 依 供 求 定价 的 行为 方程 , 称 之 为 市 场 调 节 器 , 它 与 (3-9) 
式 的 重 棒 疝 节 侣 相对 应 - 

亚当 ;斯 密 在 200 年 前 就 提出 著名 的 “看 不 见 的 手 " 的 理论 ,他 认为 每 日 每 时 有 
许 密 人 生产 各 种 产品 ,又 有 许多 人 购买 这 些 产 品 , 却 看 不 到 具体 的 人 在 管理 市 场 ， 
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市 场 之 所 以 能 自动 达到 供求 平衡 ,是 由 于 “看 不 见 的 手 ”在 操纵 市 场 的 结果 .从 以 
上 分 析 可 以 看 出 “看 不 见 的 手 ” 即 为 (3-15) 式 的 市 场 调节 器 . 市 场 能 自动 达到 供 
求 平衡 是 由 于 供求 函数 或 超额 需求 函数 满足 (3-16) 式 的 条 件 . (3-16) 式 的 条 件 容 
易 从 直觉 上 耶 以 理解 ,也 可 以 给 出 县 性 的 殿 求 函数 加 以 验证 . 
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一 般 地 说 ,经 济 系 统 的 目标 境界 是 要 达到 既 有 效益 你 公平 .效益 指 的 是 经 济 系 
统 能 长 期 可 持续 快速 增长 旦 具有 良好 的 生态 环境 等 各 项 指标 . 会 平 则 是 论 值 判断 
准则 ,不 同 的 人 有 不 同 的 公平 准则 .社会 主义 市 场 经 济 认为 按 劳 分 配 是 公平 的 原则 
和 境界 ， 


4.1 ”生产 要 素 与 消费 品 配 置 的 帕 雷 托 最 优 境界 


4.1.1 生产 要 素 在 生产 者 中 的 帕 雷 托 最 优 配置 
设 有 m 种 要 率 而 ,天 分 配给 5 个 生产 者 ,每 个 生产 者 的 生产 函数 为 


Q; = Q(B Koa), = bet, (4-1) 
其 中 ,KK; 为 第 i 个 生产 者 分 到 的 第 j 种 要 素 的 量 , 即 
Di = KE, j= l,m. {4-2) 


设 (4-1) 式 是 投入 要 素 可 开 相 蔡 代 的 生产 函数 , 且 任 一 种 要 素 机 和 人 的 增加 都 将 引 
起 产 出 和 的 增加 , 即 
00K; > 0 = 用， 

1. 边际 技术 善 代 率 

如 果 第 i 个 生产 者 分 到 的 各 种 要 守 量 为 二! ,…, 点。, 当 取 走 第 了 种 要 素 AKky 册 
给 它 第 上 种 要 率 的 量 为 A 有 时 , 产 出 量 Q 不 变 , 则 称 - AKy/AKs 为 给 定 要 案 配 慎 
状态 下 等 j 种 要 素 与 第 种 要 束 的 边际 替代 率 ({A 一 0). 由 于 AQ; = 0, 令 A 本 与 
AKs 焰 于 零 时 ,得 

di CA 
dE 9390./9? 

2. 生产 要 于 的 帕 堪 托 最 优 配 置 

把 m 种 生产 要 素 分 配给 ! 个 生产 者 ,可 以 有 许多 方案 ,对 其 中 某 一 方案 来 讲 ， 
如 果 再 也 找 不 到 新 的 方案 使 至 少 有 一 个 生产 者 产量 增加 ,其 余生 产 者 产量 不 变 , 则 
称 原 有 分 配方 案 为 帕 雷 托 是 优 方 案 . 

有 限 的 要 素 在 生产 者 中 进行 分 配 应 当 达 到 巾 冒 托 最 优 境 界 ,因为 不 然 的 语 总 
可 以 找到 男 一 方案 使 其 中 某 些 产 品 产 量 增 吉 ,而 其 余 产 品 产 量 不 变 . 


i = l,l. (4-3) 
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有 限 的 要 素 在 生产 者 中 分 配 达 帕 雷 托 最 优 的 必要 条 件 地 :各 种 产品 的 生产 财 
投入 的 第 j 种 要 素 与 第 上 种 要 素 的 边际 替代 挛 相 等 , 即 
aQ0/3Ks 30/9 Ky i 
AQ/aR 0 /39K = 
3. 完 善 的 市 场 机 制 可 达到 要 过 在 生产 者 中 的 帕 雷 托 最 人 忧 配 章 
第 个 生产 者 在 给 定 的 要 素 市 场 价格 下 追求 利润 最 大 , 依 (1-15) 式 的 利润 最 
大 法 则 有 


(4-4) 


pIO/IKa) 大 
Pi 人 AD ks) ww 
即 


90 各 00 了 地 C4.5) 

00 二 O02, ~ ww - 
其 中 ,i = 1,…,1,j = 1,…,m. 上 式 意 味 着 在 追求 利 渔 最 大 及 完善 的 市 场 机 制 下 可 
达 要 素 在 生产 者 中 的 帕 雷 托 最 优 配置 . 


4. 生 产 要 素 帕 雷 托 最 优 配置 的 非 唯一 性 
帕 雷 托 最 优 境界 不 是 唯一 的 ,一般 存在 无 穷 锡 个 帕 雷 托 最 优点 . 


4.1.2 消费 品 在 消费 者 中 的 帕 雷 托 最 优 配置 


设 有 n 种 消费 品 的 数量 分 别 为 5,,…, 5, ,将 它们 分 配给 9 个 消费 者 .每 个 消费 
者 效用 函数 为 


已 = VCD Da), i = 区 {4-6) 
其 中 , 记 为 第 i 个 消费 者 分 到 的 第 j 种 消费 品 的 量 , 妈 有 
2 = DD, j= 1.,n. 
1. 消 费 品 边际 替代 率 


如 果 第 i 个 消费 者 分 到 的 各 种 消费 品 量 为 请 ，…, DD , 当 取 走 第 j 种 消费 品 
AD; 再 给 他 第 4 种 消费 品 的 量 为 AKs 时 ,效用 不 变 , 则 称 - AD;/ADs 为 给 定 消 费 品 
配置 状态 下 第 /种 消费 品 与 第 大 种 消费 品 的 边际 替代 率 . 由 上 At = 0, 令 AD 与 
入 Ds 为 无 穷 小 量 时 ,得 

dDy 3U/9Dy i = 1 C4-7) 


DA 

2. 消费 品 的 帕 霄 托 最 优 配置 

把 ”种 消费 品 分 配给 4 个 消费 者 时 ,可 以 有 许多 方案 . 对 其 中 某 一 方案 来 讲 ， 
如 果 再 也 找 不 到 新 的 方案 使 至 少 有 一 个 消费 者 效用 增加 ,其 余 消 费 者 效用 不 变 , 则 
称 原 有 分 配方 案 为 帕 雷 托 最 优 方案 . 

有 限 的 消费 品 在 消费 者 中 进行 分 配 应 当 达 帕 雷 托 最 优 境 界 ,因为 不 然 的 话 总 
可 以 找到 另 一 方案 使 其 中 某 些 消费 者 效用 增加 ,而 其 余 消 费 者 效用 不 变 ， 

有 限 的 消费 品 在 消费 者 中 分 配 达 帕 雷 托 最 优 的 必要 条 件 是 :任意 两 个 消费 者 
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对 任意 两 种 消费 上 品 的 边际 和 替代 率 相等 , 即 
au/3D, 9D, 
FD = 03 lg halon (48) 
3. 完善 的 市 场 机 制 可 达 消 费 品 在 消费 者 中 的 帕 雷 托 最 优 配 置 
在 市 场 机 制 下 , s 种 消费 品 价格 分 别 为 p,,…,P,. 各 个 消费 者 在 其 顶 算 约束 下 
谋求 效用 最 大 ,应 满足 如 下 的 改 思 最 大 法 则 : 
aUv/aDa UdDe 3U/3D, 


= = (4-9) 


pi 户 Pp, 
为 此 ,任意 两 个 消费 者 对 任意 两 种 消费 品 的 边际 替代 率 等 二 这 两 种 消费 品 价 格 比 . 
3U/3D; aU/3Dy pb 
azaD ™ aU/3Dy pe (4-10) 
其 中 ,i = 1,…,g, = 1,…,a. 上 式 表明 ,在 追求 效用 最 大 及 完善 的 市 场 机 制 下 可 
达 消 费 品 在 消费 者 中 的 帕 电 托 最 优 配置 ， 
4. 消 费 品 帕 雷 托 最 优 配 置 的 非 唯一 性 
一 般 情况 下 ,消费 品 在 消费 者 中 的 帕 雷 托 最 优 配置 点 有 无 穷 委 个 . 


4.2 “有限 生 产 要 素 及 消费 品 配置 的 马克 思 最 优 境界 


无 论 资本 主义 市 场 经 济 还 是 社会 主义 市 场 经 济 ,都 应 使 生产 要 束 及 消费 品 的 
配置 达 帕 雷 托 最 优 境 界 . 称 帕 雷 托 最 优 境 界 为 有 “效益 ”的 配置 .但 帕 雷 托 最 优点 
一 般 有 无 穷 多 个 点 ,其 中 并 非 所 有 点 都 符合 马克 思 的 按 劳 分 配 的 公平 准则 . 为 此 ， 
拒 既 符合 技 劳 分 瑟 的 公平 境界 , 义 符 合 姐 填 托 最 优 的 有 效益 境界 的 配置 称 为 马克 
乱 量 优 境 界 . 

1. 按 劳 分 配 境界 的 定量 描述 

设 一 个 人 所 贡献 的 社会 必要 劳动 时 间 为 六, 他 所 分 得 的 产品 量 为 x),…, %, ,每 
单位 产品 凝结 的 社会 必要 劳动 时 间 为 mi,…,wn* 那 么 他 所 分 得 的 各 种 产品 所 凝结 
的 总 时 间 为 


DY wr = 7". (4-11) 
*=1 


当 了 与 六 成 正比 时 , 便 认为 达到 按 劳 分 配 境 界 . 

要 达到 按 劳 分 配 境界 ,必须 计算 凝结 在 产品 中 的 社会 必要 劳动 时 间 . 对 不 同类 
型 的 生产 函数 有 不 同 的 计算 方法 .由 于 生产 函数 仅 是 现实 生产 过 程 的 近似 描述 , 因 
此 由 它 计 算出 的 凝结 在 产品 中 的 劳动 价值 似 是 马 克 思 劳动 价值 观 的 近似 通 近 ，. 

2. 产 品 的 劳动 时 间 计 算 方法 

(1) 生产 过 程 采 用 静态 列 吊 揭 夫 投 入 产 出 生产 了 溺 数 描述 时 ,凝结 在 产品 中 劳 
动 时 间 的 计算 方法 . 

静态 投入 产 出 生产 函数 假设 每 种 产品 仅 由 1 种 技术 生产 出 来 , 且 投入 的 生产 
要 素 在 1 个 周期 使 用 后 立即 耗 尽 , 投 人 的 劳动 力 的 素质 相同 ， 

设 共 有 # 种 产品 ,每 生产 1 单位 第 i 种 产品 所 消耗 的 各 种 产品 量 为 ali ,azi，…， 
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eu ,同时 消耗 劳动 工时 为 ,用 地 表示 族 结 在 1 单位 第 i 种 产品 中 的 劳动 时 间 , 闭 
么 有 如 下 方程 : 
Wi = WI + Wd 十 十 MO 十 上 二 
或 简 记 为 
他 = WA+i, {4- 12) 
其 中 ,w = [wr ,wj = 【44，…, 机 j ,4 为 消耗 系数 阵 . 
依 (4-12? 式 可 求 出 比 结 在 各 产品 中 的 劳动 时 间 为 


Ww 二 中 了 一 Fi {4-13} 
(2) 生产 过 程 有 果 用 具有 联合 产 出 的 冯 : 诺 贫 最 生产 活动 分 析 模 型 描述 时 , 杉 结 
在 产品 中 的 劳动 时 间 的 计算 方法 . 


设 共 有 种 生产 活动 ,第 i 种 生产 活动 投入 的 各 种 产品 量 为 &1;, 2i,…, an' 还 
投入 去 单位 劳动 工时 ;投入 的 要 素 经 加 工 生产 后 余下 的 对 索 量 为 Bi;, bBo，…', 四,， 
同时 产 出 各 种 产品 量 为 grivy eye 如 果 痊 结 在 l 单位 第 i 种 产品 中 的 劳动 时 
间 为 由, 那么 有 如 下 平衡 方程 : 

抽 1 可 1 + Wg + + tng 十 tid + Wb2i 十 二 Wb 
= WA 十 Wa t+ Wa = En 
上 式 简 记 为 
wO+ w= WwW 了， (4-14) 


Bll ”Ein bu 7 bin A Gin 
人 
Bal gn Boy bn an “Gum 
(3) 生产 过 程 采用 堵 技 术 线性 多 部 门 模型 描述 时 ,凝结 在 产品 中 劳动 时 间 的 
计算 方法 . 
设 共 有 = 种 产品 由 六 种 生产 活动 来 生产 ,mm 关 n, 即 1 种 产品 可 能 由 多 种 活动 
来 生产 .投入 系数 阵 4 是 mx m 阵 ,m 列 中 每 1 列 的 数据 为 该 种 生产 活动 所 投 人 的 
n 种 产品 的 荐 . 产 出 系数 阵 如 也 是 = x mw 阵 , 它 的 每 1 列 的 数据 为 该 种 生产 活动 产 
出 的 各 产品 的 量 .剩余 系数 阵 为 B, 它 是 投 人 的 4 阵 在 1 周期 生产 后 的 剩余 , 丰 = 
[0,… ,0,1,0,…,0]7 为 最 终 产 出 向 量 ,其 第 i 个 分 量 为 1, 表示 第 i 种 产品 产 出 量 为 
i. 1 为 证 维 行 向 量 ,其 每 ! 分 量 表示 该 种 生产 活动 产 出 量 为 1 个 单位 时 的 劳动 工时 
投入 量 .由 于 存在 索 种 技术 ,因此 1 单位 第 种 产品 本 可 以 由 不 同 的 生产 活动 来 生 
产 ,如 果 和 种 生产 活动 的 产 出 为 #, 那 么 存在 1 个 x 使 得 投入 劳动 时 间 凡 最 小 ,将 
w; = ri 作为 疾 结 在 1 单位 第 i 种 产品 的 劳动 时 间 . 综 上 所 示 ,w 是 如 下 线性 规划 模 
型 的 解 : 
{™" w= 你 ， 加 (4-15) 
st + 天 -三 ， 
其 中 ,i = 1. ,nm 
以 上 侈 给 出 采用 简单 的 线性 密 部 门生 产 丁 数 时 计算 肯 结 在 产品 中 劳动 时 间 的 


4 经 济 系 统 的 且 标 设 定 + 157 ， 


计算 方法 . 当 投 入 的 劳动 不 同 盾 ,含有 简单 劳动 与 复杂 劳动 时 ,或 者 采用 投 人 要素 
可 互相 替代 的 生产 函数 时 也 可 以 有 相应 计算 公式 .但 由 于 现实 生活 中 的 生产 过 各 
是 十 分 复杂 的 ,因此 村 十 分 准确 地 计算 凝结 在 一 种 产品 中 的 社会 必要 劳动 时 间 是 
不 可 能 的 ,只 能 作 近 似 计 算 . 

例 1 考虑 只 有 两 种 要 素 两 种 消费 品 以 及 两 个 消费 者 的 生产 要 率 与 消费 总 的 
帕 雷 托 最 优 配置 与 马克 思 最 优 配置 . 

设 有 总 = 1 单位 土地 与 [6 = 1 单位 劳动 工时 用 来 生产 两 种 产品 .两 种 产品 的 
生产 函数 分 别 为 


区 | = CK Ly, 
{2 三 {kK Lo, (4- !6) 
两 种 要 素 在 两 个 生产 过 程 中 的 分 配 应 达 帕 雷 托 最 优 . 依 (4-4) 式 得 
EA 加 Ea KE _ Le _ KI + KK - 1 
9r/9 oaxav9ia FI t+ 
K+b=B=1l, 2 li+kb=1, (4-17) 
thea= b= 1 D+i2=1. 


上 式 与 (4-16) 式 共有 xz ,2, 琴 ] , 私 , 上 , 鼎 等 6 个 变量 ,消去 其 它 变量 可 得 到 如 下 生 
产 可 能 性 曲线 方程 ; 
+ 地 二 1. (4-18) 
上 式 是 当 生 产 安排 在 帕 雷 托 最 优 轨迹 上 两 种 产品 产量 所 满足 的 关系 式 .一 般 情 况 
下 ,生产 可 能 性 曲线 难以 用 具体 的 数学 表达 式 表 示 出 来 . 
生产 出 的 丙种 产品 x 与 必 在 两 个 消费 居中 进行 分 配 . 设 两 个 消费 者 效用 函数 
分 列 为 1 虱 13 
tr = {xu) 《zt 9 
{y 尘 (xa wa Ja， (4 19) 
其 中 ,条 为 第 ;个 消费 者 分 配 到 的 第 7 种 消费 品 的 量 ， 
在 生产 可 能 性 曲线 上 任 取 1 点 (好 ,地 ) ,把 它 分 配给 两 个 消费 者 ,消费品 在 消 
费 者 中 配置 达 帕 雷 托 最 优 应 满足 如 下 条 件 : 
a Ud xn _ 9 U9 ry 
aU drm ™ dU/dxy’ 


Tl + WY1 涯 起 ， (4-20) 
看 广 十 三 7 
上 式 与 44-19) 式 一 起 可 得 到 如 下 的 消费 可 能 性 曲线 方程 ; 
+ = (i) (4-21) 


生产 要 素 及 消费 品 的 配置 应 使 得 消费 者 效用 最 大 . 因此 应 让 配置 处 于 消费 可 

能 性 曲线 的 包 络 线 上 . 在 本 讽 中 ,应 选择 (外, 碟 》 点 使 得 消费 可 能 性 曲线 半径 最 
太 , 即 

人 (xt) : 


gt， (对 4 (起 二 1 “4-22) 
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由 .上 冻 求 出 
(xf)” = 3) 
将 最 优 解 (好 ) ,过 )” 代 人 (4-21) 式 , 得 
+ = 0.7274159. (4-23) 
上 式 是 消费 可 能 性 曲线 的 包 络 线 . 它 既 符合 生产 要 素 的 帕 备 托 最 优 配置 ,又 符 
合 消 费 品 的 帕 雷 托 最 优 配 置 . 称 (4-23) 式 为 生产 要 素 腑 消费品 有 “效益 ”的 配置 . 
但 在 (4-23) 式 中 仍 有 无 穿 多 个 点 ,而 其 中 只 有 1 点 符 傅 蕊 多 思 的 按 劳 分 配 公 平 准 
担 , 即 其 中 具有 1 点 为 马克 思 最 优 配置 点 ， 
当 生 产 安排 在 巾 般 托 最 优 配置 时 ,两 种 产 襄 的 产量 分 别 为 ( 验 ) ”与 ( 埃 )”, 依 
生产 函数 {4-16) 式 及 (4-17) 式 , 有 
人 = 【天 DJ = (hx LD) = (0 = (3), 
Cx) = (下 = Ch 2 = CT = (2/3)%. 
从 上 式 可 求 出 凝结 在 各 种 产品 中 的 劳动 时 间 为 
Wi = LEA)” = C3), 
b= oA) = 23) 2. 
设 第 1 个 消费 者 付出 的 劳动 时 间 为 4, 第 2 个 消费 者 付出 的 劳动 时 间 为 8, 当 
他 们 分 得 的 消费 品 中 所 效 结 时 间 等 于 他 们 各 自 村 出 的 时 间 时 , 达 按 劳 分 配 境界 .这 
村 应 满足 加 下 方程 ; 
Pi XI 十 Vs xy 三 此 ， 
{vy 3 十 Wo = 上 £8, (4-24) 
-- 且 给 出 4 与 下 的 具体 数值 , 便 可 找到 既 公 平 又 有 效益 的 马克 思 最 优 配置 点 . 
比如 , 若 第 1 个 消费 者 同时 又 是 第 1 种 产品 的 劳动 者 ,第 2 个 消费 者 同时 又 是 第 2 种 
产品 的 生产 者 , 即 4 = 5 = 13,8 = 二 = 273, 依 以 上 各 式 可 求 出 妃 克 思 最 优 配 置 
点 为 


| 三 17(3V3) ， 和 这 三 Y2A(343)， {4-25) 


x = ON), rp = 2V27(3y3)， 

以 上 通过 计算 的 方法 或 “计划 ”的 方法 求 出 了 马克 思 最 优 配置 点 .4.1 节 曾 指 
出 市 场 调节 可 达 消 费 品 与 生产 要 索 的 帕 雷 托 硫 优 境界 .那么 ,一 个 十 分 重要 的 问题 
是 :市 场 调节 能 达到 马克 号 最 优 配置 点 吗 ? 

现 假设 通过 市 场 调节 来 实现 生产 要 紊 与 消费 品 的 配 绪 .在 市 场 机 制 下 ,本 例 中 
存在 如 下 儿 种 人 :地 主 (土地 所 有 者 }、 生 产 经 营 者 (不 付出 劳动 但 占有 利润 ) .生产 
过 程 中 导出 劳动 者 即 工 人 人 或 农民 {占有 工资 ) .消费 者 .在 出 复 杂 的 模型 中 还 应 包括 
资本 家 , 即 资 本 的 占有 者 . 设 土地 程 金 为 ,劳动 工时 的 工资 率 为 to 产品 市 场 价格 
为 pi 与 p2. 

生产 经 营 者 在 利润 最 大 法 则 之 下 的 产品 殿 给 函 孝 为 

#1 = Pix(4w re), (4-26) 
x7 = po Vv rw), {4-27) 
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其 中 ,产品 供给 量 xi, wa 为 市 场 价 格 的 函数 ; 投 人 人 要素 需 求 通 数 为 


KI = pt/(l6r vrw), (4-28) 
K; = p3A16r vrw), (4-29) 
= Ml6w ry), (4-3 扣 ) 
Li = pi/(16w vmw), (4-31) 
其 中 ,要 素 投 人 人 量 牛 ,起 ,六 ,已 均 为 市 场 价格 的 函数 ;获得 的 利润 范 数 为 
再 = (pt + pi)/(8 Vv rw), (4-32) 


其 中 ,机 为 两 种 产品 生产 过 程 中 所 获得 的 总 利润 . 
设 消费 者 效用 应 数 都 一 样 ,如 (4-19) 式 所 示 ,在 效用 最 大 法 则 之 下 可 得 到 相应 
的 需求 函数 . 
第 1 种 产品 的 生产 者 付出 劳动 上 ,获得 工资 wi ,作为 消费 者 所 需求 的 两 种 产 
品 的 量 x 与 st 由 如 下 需求 函数 描述 : 
PIXI = Wb， (4-33) 
paxb 2 Wun, {4-34} 
第 2 种 产品 的 生产 者 付出 劳动 L, ,获得 工资 wa ,作为 消费 者 所 需求 的 两 种 产 
PiX2l = 4， {4-35) 
Pa = WL {4-36} 
地 主 占有 1 单位 土地 , 获 利 为 r, 作 为 消费 者 对 两 种 产品 的 需求 量 x3 与 x 由 
如 下 需求 尊 数 描述 ; 
Pit = r3, (4-37) 
px = 2r3. {4-38】 
生产 经 营 者 获得 利润 末 , 作 为 消费 者 对 两 种 产品 的 需求 量 ws 与 xpe 由 如 下 需 
求 函 数 描述 ; 


pixa = 本 忆 ， (4-39) 
p21 一 Ei {44- 加 ) 

要 素 市 场 供 求 平衡 由 下 式 描述 : 
K+ Ky = 1, {4-41) 
Li+ f= 1. {4-2) 

产品 市 场 供 求 平衡 由 下 式 描 述 ; 
XIE + Xa 十 3 十 Rg 二 1 {4-43) 
Xl2 + Xt AD + ND = 2， 《4-44) 


自 (4-26) 式 -4-44) 式 ,共有 19 个 方程 .19 个 未 知 数 ,但 只 有 18 个 方程 相互 
独立 .因此 可 设 工资 窜 w = 1, 那 么 上 述 市 场 供求 系统 解 为 
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r=» 二 1， 

Pi = 4d/ 3, p2 = 446/3, 

x = (3 x = (2/3) 

KL = 1/3,L = 13, 

Ky = 2 = 23, 

从 以 上 分 析 可 知 ,通过 市 场 调节 使 生产 的 安排 众 好 处 在 帕 雷 托 最 优 境界 上 , 供 

给 量 * = 地) ,x2 =【 直 ) .全 社会 生产 产品 中 所 凝结 的 劳动 时 间 等 于 劳动 者 贡 
献 的 时 间 , 即 


友 看 [ 十 Wo x 三 Li + £2, 
从 (4- 和 3) 式 、(4-4 和 4) 式 可 知 , 劳 动 者 分 配色 的 消费 品 小 于 其 贡献 的 时 间 , 即 
Vxn t+ Ka) + Plsxm + sm) < + Wxz) = + bs 

这 意味 着 完善 的 市 场 经 济 达 不 到 生产 要 素 与 消费 品 的 马克 思 电 优 配置 . 

但 是 ,如 果 劳 动 者 同时 又 是 土地 的 拥有 者 及 生产 经 营 疹 ,而且 土地 拥有 量 及 利 
润 分 配 与 其 贡献 的 劳动 时 间 成 比例 ,那么 市 场 调节 可 达 马 克 思 最 优 境 界 .不 过 这 是 
一 种 极 特 殊 的 情况 ,在 目前 的 现实 生活 中 几乎 不 可 能 出现， 

本 例 的 分 析 可 推广 到 更 一 般 的 情况 ,并 得 到 如 下 重要 结论 :存在 地 主 (资源 秘 
有 着 )、 资 本 家 (资本 占有 者 )、 生 产 经 昔 者 (如 包工 头等 ) 的 情况 下 ,完善 的 市 场 经 
济 可 达 生 产 要 素 及 消费 品 的 蝗 雷 托 最 优 境 界 ,但 达 不 到 马克 思 最 优 境 界 . 


4.3 “可 持续 最 优 发 展 的 目标 设 定 


设 UC 表示 第 :年 某 个 国家 或 地 区 的 目标 值 , 它 应 是 该 国家 或 地 区 各 种 人 各 

自 目 标 值 的 琐 数 , 即 
区 人 = Uo OV), DC]， (4-45) 
其 中 ,jt) 表示 第 + 时 期 的 第 jy 种 人 ,j= 1,…,m. 

(4-45) 式 中 Dn(4) 不 应 是 第 :时 期 第 7 种 人 自己 所 咸 觉 到 的 实际 效用 函数 . 
因为 每 个 人 效用 函数 值 的 大 小 是 难以 度量 的 ,因此 它 应 是 目标 设 定 者 所 给 出 的 对 
第 j 种 人 所 获得 的 效用 值 的 人 剧 值 判断 准则 . 

经 济 系统 从 + 时 期 开始 直至 以 后 无 窃 的 可 持续 发 展 总 目标 Us(t) 是 各 时 期 目 
慰 值 的 函数 , 即 

ED = Us UO) UE + MAE), Ut + A ]. {4- 十 ) 

(4-46) 式 是 人 们 利用 上 时 期 之 前 的 已 有 知识 去 推测 未 来 世界 发 展 并 构造 出 的 
月 标 函 数 或 价值 判断 准则 . 随 着 时 间 的 推 称 ,人们 知识 与 观念 发 生变 化 ,价值 判断 
准则 也 将 作 相 应 变化 ， 

具体 给 出 (4-46) 式 的 数学 表达 式 属于 规范 经 济 学 的 范畴 ,如 4.1 节 与 4.2 节 所 
述 , Us(4) 的 设 定 应 使 得 经 济 系统 到 达 马 克 思 最 优 境 界 . 而 且 , 不 仅 应 使 得 一 代 人 
之 间 达 到 按 劳 分 配 的 公平 境界 ,还 应 考 虚 这 一 代 人 与 下 一 代 人 之 间 的 公平 问题 , 即 
应 考虑 所 谓 的 代 间 与 代 际 公平 问题 . 
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例 2 设 第 1 时 期 目标 值 UC) 只 与 人 均 消 费 G04) 有关 .总 目标 值 Ut 7) 是 当 
前 消费 与 未 来 消费 之 间 的 加 权 和 ,了 即 
Ute) = ACEY CCEY A + ACE EAL) COE + MVM + 
二 
其 中 ,人 + 训 虽 为 权重 , 当 一 0 时 ,有 


vs) = 上 (9 CCD a (4-47) 
上 式 中 4X01) 通常 取 e-" 的 形式 , 即 
Ps) = co e-n di, (4-48) 


其 中 ,+ 可 理解 为 未 来 消费 在 ! 时 刻 的 贴现 率 ， 
需要 指出 ,(4-48) 式 所 示 目 标 函 数值 没有 考虑 代 间 与 代 际 公平 问题 ,也 没有 考 
虑 环境 .国防 安全 、 健 康 等 更 广泛 、 深 入 的 “效益 ”问题 . 
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5.1 线性 多 部 门 经 济 系统 的 最 优 增 长 与 快车 道 定 理 


考虑 如 下 的 汉 ， 诺 仍 虹 - 列 昂 惕 夫 模 型 ， 
NL) = Tt+1) + Tx(f + 1), ‘5-1) 
其 中 ,x(4) 为 n 维 产 出 向 量 ,4 为 消耗 系数 阵 , 了 为 消费 系数 阵 
(5-1) 式 所 示 系统 在 := 0 时 各 部 门 产 出 向 量 或 产 出 结构 为 已 知 值 #(0). 在 
个 时 间 周 期 之 后 的 实际 产 出 结构 为 x( +), 而 希望 的 产 出 结构 为 y= [x4,…,y。]"， 
其 中 + += 1 
定义 
qo = re) = ln (5-2) 
其 中 ,x{ 5) 是 x(r) 的 第 i 个 分 量 . 
系统 目标 是 在 给 定 的 产 出 终端 结构 下 各 部 门 的 产 出 尽 可 能 大 , 妈 目 标 了 为 
maxj, 4 = min{ 9 , qn. (5-3) 
在 {5-1) 式 中 , 记 昌 = 和 + 了 为 消耗 .消费 系数 阵 . 为 在 第 1 + 1 时间 周期 产 出 
x{+ + 1), 需 在 第 :个 周期 投入 消耗 及 消费 品 的 量 为 Hxtz + 1). 由 于 第 4 周期 产 出 
为 x(#) ,因此 应 满足 如 下 约束 ; 


Hr{t + 1) < x(t). {5-4) 
依 15-2) 式 定 立 ,在 终端 时 期 应 满足 如 下 不 等 式 约 束 ， 
pp (5-5) 


在 (5-4) 式 (5-5) 式 约束 下 ,(5-3) 式 目 标 7 取 极 大 的 数学 模型 为 如 下 的 线性 
规划 问题 ; 
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max 好 
sl. Hxtl) < x(0), 
Hx(2) < x{l), 


: (5-6) 
Hxir) < x(lr - 1), 
9 xT), 
XE 
把 上 式 写 成 矩阵 形式 ,有 
max 好 
引 .1 HO … 办 有 Txtl) XD) 
-ff HH | 用 x{2) 必 
: : i :ls| |， (5-7) 
0 0 :7 HO || x(r) 0 
0 0 … -7 y 9 
[xzTCbD ,TOCz) ,90. 
在 上 上 式 中 , 记 
X= [XI TCF) 8] 
{1) 
x*{2) 
qg= [0 ,01]| : |= ex, 
x{r) 
| 
He … 四 几 
-上 行 全 | 由 
H=| : : : ;|， 
| 帮 H 0 
0 0 I py 
b = [x 0),0,.….01", 
若 |(5-7) 式 化 为 标准 的 线性 规划 问题 . 
max eT, 
号 上， Hx<b, (5-8) 
六 宇 必 . 


对 (5-7) 式 或 {5-3) 式 的 线性 规划 问题 有 如 下 的 快车 道 定理 :如果 开 是 不 可 分 
和 解 非 猴 本 原 方 阵 , 且 经 济 系统 初始 结构 x(0) 及 终端 目标 结构 y 都 是 严格 正 的 , 当 
规划 时 间 抽 期 * 足够 大 时 ,在 7+ 的 大 部 分 时 间 内 ,经 济 系 统 产 出 比例 或 产 出 结构 都 
充分 接近 x* ,而 x" 为 (5-1) 式 所 示 站 . 诺 仍 虹 - 列 昂 锡 去 异型 平衡 增长 罗 道 上 的 
比例 , 即 ”符合 下 式 : 
x = (1l+AHxr', (5-9) 
式 中 ,4 为 平衡 增长 率 ,x* 称 为 汉 . 诺 颁 曼 射 线 . 
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快车 道 定理 表明 , 当 产 出 比例 x(0) 不 在 汉 ， 诺 供电 射线 上 时 ,应 尽快 调整 到 
站 . 诺 伊 曼 射 线 上 ,然后 沿 此 射线 快速 前 进 , 最 后 再 尽快 调整 到 终 靖 比例 y 上 . 通 
常 将 上 述 汉 ' 诺 伊 曼 射线 称 为 “快车 道 ” 

“快车 道 ” 定理 最 早 由 陶 夫 交 !R.Dofmany . 萨 赤 尔 森 {(P,A,Samuelsony .过 洛 
(Solow) 等 人 利用 线性 规划 应 用 于 线性 多 部 门 模型 ,其 后 日 本 的 森 岛 等 人 对 "快车 
道 " 定理 深入 研究 ,并 使 之 适用 于 种种 类 型 的 线性 儿 部 门 模型 .例如 ,着 将 (5-1) 式 
的 汉 ， 诺 供 曼 - 列 别 惕 夫 模 型 改 为 

Bx(i) = Axtit + tl) + Tr(tt + 1), (5- 10) 
那么 只 须 将 (S-7)] 式 中 的 单位 阵子 改 为 下 阵 便 可 得 到 相应 的 经 济 系统 长 期 规划 模 
型 及 相应 结论 ， 

在 上 述 经 济 增长 快车 道 ”模型 中 ,由 于 投入 的 劳动 力 素 盾 相 同 , 因 此 没有 考 
虑 按 劳 分 配 的 “公平 " 问题, 此外, 当 规 划 的 时 间 r 很 长 村 ,了 世 设 有 考虑 当前 这 一 代 
人 消费 与 下 一 代 人 消费 的 代 际 公平 问题 .对 上 述 问 题 的 进一步 深入 研究 ,要 构造 更 
加 复 森 的 线性 名 部 门 模型 并 采用 更 加 切合 实际 的 旧 标 钠 数 .例如 ,可 雇 采 用 杀 种 技 
术 有 磋 台 产 出 且 投 和 人 劳动力 索 质 不 同 , 并 考虑 人 才 培 养 的 线性 密 部 门 模 型 ,通过 计 
算 玺 结 在 产品 及 不 同 索 质 人 才 中 的 劳动 时 间 来 分 析 如 何 达 按 劳 分 配 的 公平 境界 ， 


5.2 ”动态 经 济 系 统 最 优 经 济 策略 设计 及 最 优 发 展 轨道 的 计算 


中 国 是 一 个 发 展 中 国家 ,从 当前 状态 过 小 到 基本 实 击 现 代 化 的 目标 状态 有 拖 
个 基本 问题 : 

(1) 存在 性 。 即 从 当前 状态 到 目标 状态 是 否 存 在 -- 条 最 优 发 展 轨道 . 

{2) 可 计算 性 ” 即 能 否 对 最 优 轨道 给 出 有 一 定 淮 确 度 的 计算 方法 . 

(3) 求解 的 必要 性 ”各 种 宏观 调控 策略 的 正确 使 用 就 是 要 使 中 国 经 济 沿 最 优 
轨道 前 进 . 如 果 对 最 优 轨 道 不 能 给 出 有 一 定 准 确 度 的 定 境 播 述 , 那 就 意味 着 无 法 施 
加 正确 的 经 济 调控 策略 ， 

由 于 经 济 系统 的 复杂 性 ,要 十 分 准确 计算 经 济 系统 的 最 优 轨道 是 不 可 能 的 ,但 
对 最 优 轨道 给 出 有 一 定 意义 的 较为 准确 的 计算 结果 不 仅 可 能 ,也 是 必要 的 . 

求解 最 优 经 济 增长 扫 道 主要 包括 以 下 两 方面 的 工作 :; 

(1) 经 济 系统 自 标 的 定量 化 描述 ” 即 对 效益 与 公平 给 出 定量 化 描述 “效益 ” 
指标 包括 人 均 CGDP 长 期 可 持续 增长 速度 .生态 环境 .国防 安全 .身体 健康 等 “公平 ” 
指标 包括 一 代 人 之 间 、 各 代 人 之 间 的 公平 准则 及 按 劳 分 孔 境 界 的 定量 描述 .和 总 之 ， 
要 给 出 购 有 效益 又 有 公平 移 马 克 思 最 优 境界 的 定 基 描述 ， 

(2) 构造 从 策略 变量 到 目标 变量 间 因 果 关 系 链 的 数学 模型 ”经 济 系统 策略 变 
量 的 确定 与 经 济 体制 有 关 . 在 市 场 经 济 体制 下 ,主要 有 货币 政策 与 财政 政策 两 大 类 
策略 变量 .货币 政策 主要 有 货币 发 行 量 等 变量 .财政 政策 包括 财政 收入 与 财政 支出 
两 方面 .在 财政 收入 方面 主要 有 各 种 税 的 税率 ,如 增值 税 宰 . 企 业 所 得 税率 .个 人 所 
得 税率 、 关 税率 等 .财政 支出 别 主要 有 用 于 国防 支出 ,环境 保护 及 公共 投资 等 方面 
的 支出 ,财政 支出 政策 主要 决定 各 项 支出 的 最 优 比例 . 
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构造 市 场 经 济 的 模型 应 考 虚 货 币 市 场 、 劳 动 市 场 ,资本 市 场 、 产 品 市 场 .资源 市 
场 等 几 个 基本 市 场 ,各 个 市 场 的 供 闯 函数 与 需求 孙 数 是 市 场 价格 及 各 政策 变量 的 
郴 数 .例如 ,在 产品 市 场 中 产品 供给 函数 是 产品 价格 及 增值 税率 、 企 业 所 得 税率 等 
的 除数 ,产品 需求 函数 是 产品 市 场 价 格 及 工资 收入 .利息 率 、 个 人 所 得 税率 等 的 滑 
数 . 各 个 市 场 的 供求 函数 相互 关联 构成 复杂 的 大 规模 经 济 系统 .系统 涉及 的 主要 恋 
量 有 产品 产量 .需求 量 .进出 口 量 .产品 价格 ,增值 税 、 企 业 所 得 税 .关税 等 各 种 税 的 
税率 ,利率 ,汇率 ,人 口 ,就 业 人 大口, 国民 生产 总 值 (CGNP) ,国内 生产 总 值 (CDP) ,等 
等 . 

一 旦 结 出 经 济 系 统 的 数学 模型 及 相应 的 目标 蚂 数 , 便 可 以 依据 有 关 的 数学 工 
具 求 解 经 济 发 展 的 最 优 轨 道 .例如 ,可 以 利用 庞 得 里 亚 金 极 大 值 原 理 求解 动态 经 济 
系统 的 最 优 发 展 轨道. 

应 当 指出 ,由 于 经 济 系统 的 复杂 性 ,人 和 们 难以 用 完善 的 数学 模型 来 准确 地 搞 述 
现实 世界 的 运行 规律 .例如 ,在 生产 过 程 中 除了 产 出 产品 还 排放 污染 ,污染 物 对 环 
境 产 生 破 坏 作 用 ,环境 的 变化 马 反 过 来 影响 了 生产 的 发 展 .而 坚 用 数学 方程 来 描述 
环境 变化 对 人 类 可 持续 发 展 的 影响 , 则 需要 长 时 间 的 数据 积累 .由 于 在 现实 的 经 济 
中 人 和 们 缺乏 实际 数据 的 积累 ,因而 现在 无 法 用 准确 的 数学 公式 来 描述 环境 变化 对 
生产 的 影响 .但 是 ,不 可 能 建立 现实 经 许 系 统 十 分 准确 的 数学 模型 并 不 瘟 味 着 不 可 
能 建立 相应 较为 准确 的 数学 模型 . 随 着 经 济 控制 论 理论 与 实践 的 深入 发 展 , 估 们 必 
将 采用 各 种 更 加 有 效 的 调控 策略, 计 现 实 经 济 系统 沿 着 最 优 发 展 轨 道 前 进 , 直 桂 美 
好 的 目标 境界 . 

例 1 地 区 经 济 增长 快车 道 模型 . 

假设 在 其 它 条 件 不 变 的 情况 下 , 某 地 区 工业 生产 净值 了 与 交通 运输 能 力 (由 
交通 部 门 的 资本 存量 衡量 ) 及 生产 部 门 资本 存量 & 有 关 , 可 由 如 下 式 子 表 示 : 

7 = 4 向 克 . (5-11) 

兆 产 出 了 中 有 oY 用 于 运输 部 门 及 生产 部 门 的 投资 .而 zyr 中 有 fc 用 于 交 
通 运 输 部 门 的 投资 . 设 交 通 部 门 资本 存量 Ki 的 增加 由 下 式 描述 ; 

dK/dt = g(t)oY. (5- 12) 
or 中 有 (1 - a(t))oFf 用 于 生产 部 门 资本 存量 的 投资 ,大 的 增加 由 下 式 描 述 ; 
dR/dt = [1 — alt}) er. (5-13) 

开始 时 ,各 部门 资本 存量 为 Ki(0) 与 总 (0) .系统 的 目标 是 使 得 累积 净 产 出 最 
大 .如 果 规 划 时 间 为 了 ,那么 本 例 数 学 模型 为 
max 了 = | Year 


| 


驴 . 寺 。 dA dt 三 ef)JdTE)， (5-14) 
dk/dt = [1 -att) lartt), 
KD) , KC0) 给 定 . 


可 用 庞 得 里 亚 金 极 大 值 原理 求解 (5- 14) 式 的 最 优 轨 道 ， 
作 哈 密 尔 顿 函数 
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Hz YO) + AI) alt) oF(t) + Att) [1 一 人 人] 人， 

(5-14) 式 的 极 值 必要 条 件 为 

dvdt = -RM3 天 

divdi = -了 /DR 

HOKY Ry ya A AT) = mx HCKF ,KY ay AP AD) 

Ow ellst (5-15) 

dKi/dt = after 

dEs/dt = [1 — oat) J]oer(i); 

天 (0 ,DO 给 定 . 
上 式 第 三 个 必要 条 件 表明 ,应 取 a( 2) 使 哈密 尔 顿 应 数值 占 最 大 .由 于 Y(4) > 0, 故 
应 使 1 + A108) et og #22)[1 一 att)]o 取 极 大 .由 十 

1 + ANCi)ati)o + A 2 ~ oft) le = 1 + ACE) - A Jatt)e + A(t)o, 

因此 最 优 策略 为 


当 (2) = At 时 ， otlr) 待定 ; (5-16) 
当 AICE) < Alt) 时 ， et = 0. 
当 Xt) = AN 时 ,由 (5-15) 式 的 第 一 、 二 个 必要 条 件 得 
aYy/3K = a¥Y/3k,, 


s A 3 At 时 ， eft = 1]; 


将 (5-11) 式 代 人 上 式 , 得 
或 下 
dK/di : dK2xdr = 在 :五 ， (5-17) 
由 式 (5-12)、(5-13)、(5-17) 得 

oft) = oa/(a + b), 

由 于 最 优 策略 只 能 取 ai = 1,att) = 但 及 alt) = afa+t 妇 ,因此 最 优 策 酷 
如 下 |: 
情况 1 “ 当 交 通 部 门 资本 存量 后 规模 太 小 ,或 交通 负荷 过 重 时 , 即 Ki/a < 
&5 时 ,可 将 全 部 投资 用 于 交通 建设 ,站 至 达到 合适 比例 为 止 ,这 时 策略 为 a{ 17) 
= 1. 

情况 2 ” 当 交 通 部 门 资本 存量 后 规模 太 大 ,这 时 溃 暂 不 对 交通 部 门 投资 , 即 
al1) = 0, 全 部 的 of 投资 于 生产 部 门 ,直至 达 合 适 比 创 . 

情况 3 ” 当 交 通 部 门 及 生产 部 门 资本 存量 成 合适 比 合 , 即 和 ra = 机 /8 时 , 交 
和 通 部 门 投资 比例 为 cftj = aaey 5) ,生产 部 门 投 资 为 [a(t1) = bAa+b). 

称 情况 3 为 经 济 增长 的 “快车 道 ”. 当 交 通 部 门 及 生产 部 门 资本 存量 比例 成 怡 
当 值 时 ,经 济 系 统 处 于 良性 增长 轨道 ; 当 韦 在 这 个 比例 上 时 ,应 斥 快 调整 刘 怡 妆 比 
例 上 . 

例 2 考虑 如 下 宏观 经 济 模型 ， 

总 需求 方程 

D= C+i+ 人 6 £5-18) 
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其 中 ,了 为 总 需求 ;7 为 投资 总 需求 , 它 包 撕 公 共 投 资 上 1 及 企业 与 个 人 投资 ;6G 为 
政府 购买 ,主要 用 于 公共 消费 . 

生产 图 数 

Y = AKT RL be, (5-19) 

其 中 ,了 为 实际 国民 生产 总 值 ;4 为 常数 ;8 为 技术 进步 系数 ; a, 为 参数 ;KK 为 公共 
固定 痪 本 存量 ;上 为 企业 及 个 人 固定 资本 存量 ; 工 为 就 业 人 口 . 

名 义 国 民生 产 总 值 (GNP) 是 实际 国民 生产 总 值 了 与 市 场 物价 指数 (1 + r)p 相 
球 的 结果 , 即 


GNP = (1 + r)py, {5-20) 
其 中 ,zr 为 增值 税率 ,p 为 应 税 价格 . 
应 税 增加 值 = GNP := (1 + rr) = pyY. {5-21) 


应 税 增加 值 是 增值 税 的 税 基 . 即 增值 税收 和 人 为 应 税 增加 值 薪 以 税率 r. 用 公式 
表示 即 为 
增值 税收 人 = rpY. (35-22) 
本 模型 只 考虑 1 个 税种 (可 推广 到 多 税种 情况 ) ,因此 可 以 认为 税收 收 人 总额 
即 为 增值 税收 入 额 , 即 


税收 收入 总 额 了 = 增值 税收 入 新 = tpY. (5-23) 
如 下 的 可 支配 收入 可 用 于 新 增资 本 投资 及 抵消 周 定 资本 折旧 的 重 置 投 资 , 余 
下 的 用 于 个 人 消费 : 
可 支配 收 人 = GNP - 税收 收入 总 类 = p. (5-24) 
在 市 场 机 制 下 ,企业 及 个 人 投资 总 额 5( 包 括 新 增 固 定 资本 投资 及 抵消 固定 资 
本 折旧 的 重 置 投资 ) 是 可 支配 收入 pY 及 利率 7 的 孙 数 , 设 由 如 下 方程 描述 : 
天 三 lb{r)pY, (5-25) 
其 中 ,号 r) 是 r 的 递 碱 函数 . 
个人 消费 6 也 可 看 做 是 可 支配 收 人 pF 及 利率 r 的 函数 , 设 由 如 下 方程 描述 ; 
C= CUr)pr. (5-26) 
设 财 政 支 出 总 额 为 了 ,其 中 一 部 分 7 x g 用 于 公共 消费 C, 另 一 部 分 T(1 - g) 
用 于 公共 投资 1 , 即 | 
C= gr, {5-27) 
n= (ll- eT7, (5-28) 
上 两 式 中 ,了 T, g 都 是 政策 变量 或 让 生变 量 . 
对 于 公共 固定 资本 后 来 讲 , 它 的 增加 等 于 名 义 投 资 石 除 以 市 场 价格 (1+ r)p 
得 到 的 实际 公共 投资 11(1 4 r)p 减 去 公共 固定 资本 实际 折旧 额 人 后, 即 


dK 1 
dr ”tr ep SK (3-29) 


其 中 ,人 为 折旧 率 . 
对 于 企业 及 个 人 拥有 的 固定 资本 存量 KK 来 讲 , 它 的 增加 为 实际 投资 额 fx(1 
+ 5)p 减 去 实际 折旧 和 额 癌 后 , 即 
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dk _ hb 


j= tT cp 一 村 ;天 > ， 《S- 30) 
其 中 ,#5， 为 析 旧 率 . 
假设 就 业 人 人 号 按 一 定 的 增长 率 增 长 , 即 
L = Loe™, 《5-31) 


其 中 ,n 为 就 业 人 口 增 长 率 . 
市 场 物价 由 实际 总 需求 与 实际 总 供给 之 差 决 定 , 当 总 香 求 大 于 总 供给 时 ,物价 
上 升 ;反之 ,物价 下 降 . 物 价 变化 可 由 下 述 方程 描述 : 


| pb 
业 = h(t — 7) ， {5-32) 
其 中 ,tk，> 0 为 调节 系数 ， 
货币 总 需求 凡是 利率 上 及 名 义 国 民生 产 总 值 移 函 数 . 它 由 如 下 方程 描述 ; 
Me = Mr) x (1 + rpY, {5-33) 
其 中 , (7r) 是 上 的 递减 力 数 . 
利率 r 的 变化 由 货币 供求 差额 决定 : 


下 = 上 已 x( 及 -是 )， (5-34) 
其 中 ,IP 鸭 货 币 供 应 量 , 它 是 外 生 政 策 变 量 . ja > 0 为 调节 系数 . 

(5-18》~ (5-34) 式 构成 一 个 篇 易 的 单个 生产 部 门 的 宏观 总 量 模型 ， 

首先 讨论 上 述 模 型 的 平衡 增长 轨道 ， 

在 平衡 增长 轨道 上 ,公共 固定 资本 存量 后 以及 企业 及 个 人 固定 资本 存量 上 &,， 
对 产 出 了 的 边际 贡献 应 一 致 , 即 

9Y/3E = 3/9. 
将 生产 函数 代 人 上 式 , 得 
KA): Ett) = a:b, 

这 意 昧 闭关 [和 与 {1) 有 相同 的 增长 率 x, 即 


天 让 £) 三 Roe™ ， 
{gu) = 大 es， 《S-35》 

产 出 了 在 平衡 增长 轨道 上 也 有 相同 增长 率 , 邵 
F 三 Ihe”, (5-.36) 


上 两 式 中 ,Ko, ow; 了 0 为 常数 .将 (5-35)、(5-36) 式 代 人 生产 函数 , 求 出 平衡 增长 率 
| 

x=n+B/(l-a-b). 
由 上 式 可 以 看 出 ,平衡 增长 速 产 一 部 分 由 就 业 人 马术 张 所 引起 { 大 小 为 n), 称 之 为 
外 延 式 扩大 再 生产 ; 另 一 部 分 由 技术 进步 系数 8 所 引起 , 称 之 为 肉 洱 式 扩大 再 生 
产 . 


在 平衡 增长 时 ,税收 收入 应 等 于 税收 支出 Fr, 即 了 = 了. 再 利用 模型 方程 可 
求 出 
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1 od) ”(; 。 的 XE, (5-37) 


其 中 
[Rr) lito- 
在 平衡 增长 时 ,货币 发 行 等 于 货币 需求 , 故 r 为 常数 .因此 * 为 常数 . 
下 面 绽 出 平衡 增长 轨道 上 的 目标 阔 数 5. 它 是 人 人 均 公 共 实 际 消费 与 人 均 个 人 
消费 的 函数 , 设 它 由 如 下 效用 函数 表达 ; 
vy {ee De {eo Dl. (5-38) 


其 中 ,* 与 w 为 偏好 系数 ,可 设 3+ 可 = 1， 
在 平衡 增长 时 6 = gT = gT 了 = grpYoe”,C = Clr)pYoe*, 代 人 (5-38) 式 求 出 ; 


六 < e( 二) | 1 -Ga ge 


(te) ex en x [Len] 5-39) 


l+r 
注意 到 上 式 中 x,n,r 都 不 是 政策 变量 ,而 8,z 为 政策 变量 .要 取 g ,rt 使 自 标 值 上 最 
大 的 必要 条 忻 为 


E = 1 


斌 


{S08 = 疾 ， 
duar = 0, 
依 上 式 及 (5-39) 式 求 出 平衡 增长 轨道 上 最 优 策略 六 
sx (1l-a—&) 
人 a+ stl—-a— 6)’ 
ot+ sti-o—-b) 
CFB+ wl a b)° 
上 式 称 为 经 济 系统 运行 在 平衡 增长 轨道 上 的 最 扰 财 政 政 策 , 即 应 采用 什么 样 的 最 
优 税率 z ,以 及 财政 收入 中 用 于 公共 请 费 的 最 优 比 例 g. 


6 经济 控 制 论 研 究 的 进展 特点 


经 济 控制 论 正在 不 断 的 发 展 之 中 , 它 包 含 十 分 庞大 的 内 容 与 众 儿 的 研究 方向 ， 
各 个 方向 上 都 可 列 出 许多 著名 的 科学 家 与 相应 的 重要 成 果 . 因此 要 想 说 请 经 济 控 
制 论 在 各 方向 上 的 进展 是 一 件 极为 困难 的 事情 . 但 经 济 控制 论 研究 的 进展 特点 可 
以 用 " 交 义 性 ”三 个 字 来 概括 , 即 经 济 学 控制 理 论 .数学 等 学 科 之 间 相 互 交叉 .下 
面 以 控制 理论 中 民 数 系统 理论 在 经 济 学 中 的 应 用 为 例 来 说 明 这 种 交叉 性 .代数 系 
统 理论 是 控制 理论 的 一 个 研究 方向 , 它 研 究 域 . 环 . 格 等 抽象 代数 系统 的 求解 与 应 
用 问 题 ， 

中 国 圳 伐 的 公鸡 . 母 鸡 .小 鸡 问 题 : 鸡 斧 一 值钱 五 , 鸡 母 一 值钱 三 , 鸡 雏 三 值钱 
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…, 百 钱 闫 白 鸡 , 问 鸡 茜 、 鸡 母 、 鸡 维 各 几何? 
用 x,y,z 分 别 表 鸡 第、 鸡 母 . 鸡 挫 的 个 数 ,得 
二 + 3Y + 23 = 100， 
x+rY+7z= 100， 


消去 > ,得 
7x + dy = 100. (6-1) 
上 式 为 整数 环 上 的 址 是 方 程 或 于 茧 图 方程 .整数 环 上 二 元 :次 不 定 方程 可 记 为 
性 各 十 by 三 dd， (6-2) 


其 中 ,a,b ,dE 整数 环 . 对 146-1] 式 或 (6-2) 式 的 求解 可 在 生 关 数论 的 教材 中 找到 . 
再 看 萨 强 尔 森 等 人 的 简易 宏观 经 济 模型 ;用 ct1) ,Fr 分 别 表示 第 ! 年 总 消 
费 及 国民 收入 ,如 表示 边际 消费 倾向 , 则 有 说 费 耳 数 
ctirl}y= KY, Ok < |. {6-3) 
用 中,(2) ,hn() 分 别 表示 第 1 年 总 投资 .诱发 性 投资 、H1 发 性 投资 ,有 定义 方程 
RD = 下 有 十 下 二， (6-4) 
诱发 性 投资 的 变化 与 消费 额 的 增加 有 关系 ,其 关系 可 用 如 下 方程 撒 述 : 
D+tr) = kleli+t1)- c(t)),k, > 0, (6-5) 
第 上 年 的 国民 收入 了 (*) 用 于 投资 与 消费 ,有 如 下 平衡 方程 
= (6-6) 
自发 性 棚 资 (1) 是 由 决策 者 掌握 的 输入 变量 . 如 果 (41) 增长 快速 , 则 消费 
额 c(t) 也 增长 快速 .由 于 ce(1) 是 和 名义 值 ,ct2) 增长 太 快 意味 着 通货 膨胀 率 商 (本 
模型 无 价格 变量 ). 因 此 名 祥 消 费 c(i) 不 能 增长 太 快 . 设 mt) 为 决策 者 所 希望 的 
第 :年 消费 额 , 它 的 增长 速度 应 与 实际 产 出 增长 速度 相 协 调 , 和 希望 的 消费 与 现实 的 
名 义 消 费 之 差 为 eli): 
elty = wet) — ett). (6-7} 
(6-3) ~ (5-7) 式 构 成 线性 离散 时 间 动 态 宏 观 经 济 系统 .政策 设计 者 的 任务 是 确定 
应 采取 什么 样 的 输入 (tt) 使 e(1) 尽快 为 零 . 
萨 织 尔 森 等 人 给 出 的 简易 模型 与 中 国 十 代 的 鸡 医 、 鸡 母 . 鸡 锥 问题 有 什么 联系 
呢 ? 
考虑 离散 时 间 函 数 xfb) , 它 的 Z 变换 为 


站 


x{2) = x(t) st, {6-8) 


Xt) 为 时 间 上 的 实数 域 上 函数 ,而 xtx) 为 称 位 算 子 环 上 元素 . 依 ZE 变换 知识 ,如 果 
cft) 的 了 变换 为 cf(z) ,那么 cr) 的 Z 变换 为 ze(z) - xx( 人 0. 若 Y(t4) 的 Z 变换 为 
Yiz), 则 tr+1) 的 Z 蛮 换 为 zY(x) - zY(0). 再 设 玫 (0), (t+ 100 ,el 由 的 2 
变换 分 别 疙 1 (5), (sz) ,1(z),elz), 希 望 的 消费 函数 mr) 按 [0% 增长 , 即 w(t) 
= 1 .1 那么 zfz) = zz -1.1). 系统 初始 条 件 为 WO) = 1,ct0) = 1, 参 数 捕 = 
0.5, 刀 = 0.6, 那 么 16-37 式 -《6-7) 式 离散 时 间 系 统 经 Z 变换 后 可 北 为 如 下 称 位 
算 子 环 上 的 代数 方程 ; 
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f1 -0.8 + 0,3s elz) + 0.5: D(z) 


_ 1-0.8:-!+0.3z77 .| (6-9) 
= 1 1 1 — (1-00.30 7), 
令 
atz)} = 1 -0.8z-1 二 .35 
biz) = 0 , 3 , (6- 10) 
d(z) = i - (1- 0,3!), 
则 t6-9) 式 可 记 为 
alz}* elz) + blz)*: f(s} = dtz). (6-11} 


将 (6-2) 式 与 (6-11) 式 相 比较 ,可 以 看 出 它们 的 相 做 之 处 :f6-2) 式 中 a,58,d 为 整 
烤 环 上 已 知 数 ,而 (6-11) 式 中 afz) ,8(z),d(z) 为 移 位 算 末 环 上 的 已 知 数 ; (6-2) 
式 中 xx,y 为 未 知 整数 ,(6-11) 式 中 e(z), 了 上 (z) 为 移 位 算 下 坏 的 未 知 数 . 

(6- 有 上 式 可 依 数论 中 不 定 方程 知识 求 出 它 的 通 解 : 

x =— 100- 49, 
1 = 200 + 7 了 79， (6-12) 

其 中 ,sg 为 任意 整数 ， 

由 于 整数 环 及 移 位 算 子 环 都 是 整 环 ,它们 有 相 亿 之 处 .46-9) 式 或 16-11) 式 称 
为 称 位 算 子 环 上 的 不 定 方程 .用 完全 类 似 的 方法 可 求 出 (6-9) 式 的 通 解 为 


efz) = (0.0218277 7 -个 .389255z- -0.9 + | 1) -0.5z 一 pfz)， 
P(z) = {~ 0.01309z-2 + 0.2684629z-! - 0.126852 + lo) + 
{1 — 0.8zs-!+ 0.32") pt{z). 
(&- 13) 


其 中 ,gp(z) 为 移 位 算 子 环 上 任意 常数 . 
不 难 知道 ,要 使 e(1) = 0, 即 e(z) 恒 为 零 , 这 时 ptz) 将 不 属于 移 位 算 子 环 上 
的 元 素 , 即 不 存在 控制 输入 司 e{1) 立即 为 零 . 当 
pl2) = 2.3958z tA(1 — .1:7') (6-14) 
里 ,可 从 (6-13) 式 求 出 
efz) = 0.021822 ?> - 0.3892555-1 — O94+0.0+1,1s +11 ), {6-15) 
利用 Z 反 变换 可 求 出 et1), 上 式 表 上 明 :elt) 将 在 二 步 内 为 专 .将 (6-14) 式 中 的 plz) 
代入 (6-13) 中 ,可 求 出 使 误差 efb 二 步 内 为 零 的 控制 策略 b(t + 1). 

成 以 上 分 析 可 志 看 出 ,控制 理论 离散 时 间 系 统 知识 ,数学 中 的 数论 知识 与 近世 
代数 知识 .经 济 学 知识 相 瑟 交叉 ,古老 的 于 董 图 方程 与 现代 控制 论 的 现代 频 域 法 相 
百 变 系 . 

类 位 地 ,由 微分 方程 描述 的 线性 连续 时 间 系 统 可 依 拉 党 拉 斯 变换 

fs) = f(t)e-*ds (6-16) 
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化 为 移 位 算 子 环 主 的 代数 方程 . 


(6-8) 式 与 (6-16) 式 所 示 的 Z 变换 与 拉 普 拉 斯 变换 仅 用 于 分 析 线 性 动态 系 


统 ,对 非 线性 动态 系统 来 讲 ,可 用 多 重 拉 普 拉 斯 变换 hs … ,ss) = | …| ”h(n 


did 进行 分 析 , 或 者 用 多 重 Z 变换 来 分 析 非 线性 离散 时 间 
系统 . 


以 上 简要 介绍 了 代数 系统 理论 在 经 放学 中 应 用 的 某 本 概念 .要 深信 了 解 经 济 


控制 论 的 研究 方向 ,必须 熟悉 如 下 领域 :数论 .近世 代数 .现代 频 域 法 .多重 拉 普 拉 
斯 变换 与 Z 变换 ,以 及 相关 经 济 学 知识 ， 


号 的 -1 人 (nm 
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引 襄 


精算 学 (actuarial scienee}) 是 以 未 来 的 随机 事件 造成 的 经 济 影 响 为 研究 对 象 的 
学 科 ,这 种 影响 通常 是 以 一 定量 的 货币 形式 进行 刻画 的 .精算 学 要 解决 的 主要 问题 
是 ;如何 定 量 地 .精确 地 预测 未 来 不 确定 事件 的 发 生 与 从 和 发 生 的 程度 ;分 析 这 些 
事件 对 当前 经 济 状况 的 影响 - 

传统 的 精算 学 主要 以 保险 经 营 中 的 量化 问题 为 研究 对 象 ,研究 保险 标的 物 的 
损失 风险 和 相关 的 策略 (投保 风 队 分析. 保费 设计 . 费 率 结构 设计 和 保险 合同 设计 
等 ), 同 时 ,在 一 定 程 度 上 研究 对 保险 经 营 的 整体 控制 (准备 金 设计 、 破 产 分 析 等 ). 
从 保险 经 营 的 角度 义 可 以 将 精算 学 具体 分 为 人 寿 保 险 精算 学 (life actuarial sci- 
ence) , 非 寿 险 精 算 学 (casualty actuarial science) 两 大 组 成 部 分 .人 寿 保 险 精 算 学 包括 
利息 理论 ,生存 模型 .寿险 的 精算 现 值 理论 ,生存 年 金 的 精算 现 值 理 论 .年 均衡 净 保 
费 和 净 保 费 准 备 金 等 . 非 寿险 精算 学 包括 保费 定价 原理 .可 依 度 理论 .风险 排序 . 损 
失 准 备 金 模型 和 党 惩 系统 等 内 容 . 

精算 学 是 一 门 涉 及 数学 .统计 学 .经 济 学 .金融 学 和 保险 理论 等 多 门 学 科 的 综 
合 学 科 , 它 的 重要 基础 之 一 是 数学 和 统计 学 ,它们 是 精算 学 定量 分 析 系 统 的 核心 . 


1 利息 理论 


1.1 利息 基本 函数 


1.1.1 累积 函数 


初始 时 刻 1 个 货币 单位 的 本 金 景 积 到 时 刻 六 :>0) 的 价值 , 称 为 累积 函数 
【accumulation function) ,用 ef 表示 . 它 具 有 如 下 性 质 

[a0}=1. 

一 般 情 况 下 of 提 沟 递增 七 数 ， 


1.1.2 实际 利率 


实际 利率 (effective rale of interest) 等 于 期 初 1 个 货币 单位 的 本 金 经 过 一 -个 计 已 

期 { 也 称 利息 换算 期 ,一般 为 一 年 ) 产 生 的 增 量 ,这 个 增 荔 (或 称 利 息 ) 是 在 期 末 支 付 
的 .通常 简称 为 * 实 利率 ”用 六 表示 第 nn 个 计 息 期 产生 的 实 利率 , 则 有 

=(aln}- atn-l))/a(tn-1) ns1， (1-1) 
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1.1,3 单 利 


一 个 货币 单位 经 过 每 个 计 息 期 产生 的 利息 量 为 常数 , 即 期 初 的 1 元 投资 在 第 
一 个 计 息 期 末 的 终 值 为 1+ i 元 ,在 第 二 个 计 息 期 末 的 终 值 为 1+2i 元 , 依 此 类 推 ， 
那么 ,第 :个 计 息 期 末 的 终 值 可 用 线性 累积 函数 表示 汐 

at tj =1+ 站 ， 3 人 为 整数 . 《1-2) 

如 果 利 息 的 产生 模式 可 以 表示 为 以 上 方式 , 则 称 利息 为 简单 利息 (simiple interest)， 

或 简称 单 利 . 称 i 为 单 利率 .从 实质 上 看 , 单 利 计 算 可 以 表述 为 :利息 与 经 过 的 时 间 
成 正比 ,也 可 以 用 更 严格 的 数学 方法 来 定义 单 利 ,考虑 如 下 的 a() 卫 数 : 

ott+ ss) = ott}+ ats) -1 +t0,s0. {1-3) 

这 意味 着 ,经 过 时 间 :+ s 产生 的 利息 ,等 于 经 过 时 间 4 产生 的 利息 与 经 过 时 间 。 

产生 的 利息 之 和 .可 以 证 明 , 单 利 情 形 并 不 意味 着 有 常数 的 实 科 率 .实际 上 ,如果 设 

i 为 单 利率 ,Ra 为 第 个 计 息 期 的 实 利 率 , 则 有 

utnl— atn—1) 


atl) Iria "Pl (1-4) 
它 是 s 的 递减 函数 .因此 , 单 利 计 算 稳 含 着 递减 的 实 利率 对 贷款 大 不 简 ， 
1.1.4 复 利 
如 果 利 息 的 产生 模式 可 用 累积 函数 
a = (+)}， t 半 0 为 整数 (1-5) 


表示 , 则 称 之 为 复 利 计算 方式 ,简称 复 利 (compound interest). 征 意 时 刻 的 复 利 计算 
的 累积 函数 ,应 满足 
Qlt+ ss) = ott) x os), £0. 【1- 厂 ) 
一 般 情 况 下 , 常 考虑 实 利率 为 常数 的 情况 ,有 妈 和 = in 这 时 ,在 一 定 条 件 下 , 复 
利 计算 的 一 般 累 积 函 数 可 表示 为 
aft)=(1+i)', ts0. (1-7) 


1.1.5 现 值 


称 复 利 方式 下 的 
vs={1+ 站 -1 (1-8) 
为 贴现 友子 (discount factor) ,其 中 “为 实 利率 ， 
称 单 利 方式 下 的 
ea ty=(l1+tz (其 中 让 为 单 利 率 )， 
复 利 方式 下 的 
a 1(2)= (#4 让 -= (其 中 站 为 实 利率 ) 
为 贴现 函数 {discounmt function}. 
称 {1+ 让! 为 1 个 货币 单位 的 本 金 在 第 :个 计 息 期 结束 时 的 终 慎 , 称 # 为 第 t 
个 计 息 期 结束 时 的 个 货币 单位 在 0 时 刻 的 现 秆 (present value). 它们 分 市 相当 于 
复 利 计 算 的 累积 函数 a(4t) 在 :的 正 . 全 半 轴 上 的 部 分 . 
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1.1.6 实 赂 现 率 


实 贴现 率 (effective rate of discount) 是 指 计 息 期 内 的 利息 收入 与 期 满 后 的 资金 量 
的 比值 .一 般 用 4 表示 ， 
第 rn 个 时 间 段 内 的 实 巾 现 率 d, 的 计算 公式 为 
= tan)- aln-l)/atn), nl, (1-9) 
与 常数 复 台 利率 类 似 , 若 贴现 率 也 是 常数 , 则 简称 为 复合 贴现 (compound iscounl) . 
车 相同 的 原始 本 金 经 过 相同 的 计 息 期 ,稳产 生 相 同 的 终 值 
i= dl - dd), 
且 d=i/l+ti); 
同时 ,有 关系 式 
d= vy, d=1-v, 1 一 了 = 这 
列 称 这 个 实 利率 和 实 贴 班 率 是 等 价 的 (equivalent) 


1.1.7 各 六 利率 和 和 名义 贴 现 率 


和 名义 利率 {nominal rate of interest) 是 指 在 给 定 的 利息 计算 期 内 以 之 进行 m 次 利 
息 计 算 的 利率 . 一 般 用 记号 世 m (ms1 的 整数 ) 表 示 . 如 * 各 尽 利率 i =8% "或 “ 季 
换算 名 利率 89% ”. 
名 义 利率 i 路 意味 着 每 次 利息 计算 的 实际 利率 为 i /Am. 因此 ,由 等 价 性 定 
义 , 有 如 下 实际 利率 1 与 名 义 利率 i 中 移 关 系 ; 
1+ i={1+ i /mn, 《it-10) 
也 可 以 表示 为 
i= {+im /mr 1, 
i m+ i 1]. 
同样 地 ,可 以 定 尽 名 党 贴现 率 (nominal rate of 由 scounD) dP (p 守 1 的 整数 ): 
1- d=(1- dn/p), (1-11) 
上 式 也 可 以 表示 为 
d=1- (1- ddr/p), 
dtr) = p[l1- (1- da)?]. 
另外 ,名 久 利 率 与 名 尖 贴 现 宰 的 关系 为 (m,p 可 以 不 相同 ): 
[1+im /mm] "= [1 dp] rt. (1-12) 
车 m=p, 则 有 
[1+ i m=- dm)". (1-13) 
另外 有 
mm dM/m= mm) x Cd n/m). 


1.1.8 利息 力 和 连续 贴现 率 


如 果 累 积 函 数 afb 在 时 刻 上 的 导数 @ fb 存在 , 则 定 尽 它 在 时 刻 ; 的 利息 力 
《the force of interest》 函 数 上 为 
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=a (i)/alt), (1-14) 
这 时 累积 遇 数 还 可 以 表示 为 
a(D =exp( | 3.ds). (1-15) 
定 兴 时 刻 上 的 连续 贴现 率 画 数 人 "为 
全 ' =-[a ta) eat)], (1-16) 
显然 有 
6, = 8", (1-17) 


- 般 考 虚 利 筷 力 为 常数 的 情形 , 即 35, = 5. 在 此 情 帝 下 有 站 面 关于 利息 力 与 
实 利率 i 的 关系 式 : 


exp(F)=1+1 {1-18) 
或 
他 =Infl+iy= -thnty)= -In(l- ad). {1-19) 
由 此 ,自然 有 以 下 的 排序 ; 
di, 


名 义 利率 让、 名义 贴 现 率 dF 与 利息 力 5 的 关系 为 
exp(d} = [1l+ im rm]™ =[1- din) 7p] 一 了， 


或 
号 = mnl+ i /im]= plnll- dr /pl, 
自然 有 
fim im =#, lim dp = 分 ， (1-20) 
的 Fi 
因此 ,有 以 下 排序 ， 
加 < 可 (1-21) 
1.2 年 金 


年 金 (annuity) 原 指 … 年 支付 一 次 的 款项 , 现 一 般 是 指 以 位 等 的 时 间 间 隔 持 续 
疲 期 收取 的 定额 款项 .例如 ,房租 .银行 按 猫 货款 .汽车 分 期 付款 的 款项 和 投资 的 利 
和 全 定 年 全 Lamail oaaain : 指 有 确定 起 旋 日 期 的 年 金 . 它 足 无 条 件 地 进行 定期 
省 第 金 (oomingent annit)) : 指 无 确定 起 旋 日 期 的 年 金 . 它 是 有 条 件 地 进行 定 
于 表 因 ayen period) : 指 丙 次 年 金 收取 之 间 的 时 间 同 隔 .又 称 付 孝 周 期 


1.2.1 基本 年 全 


1 .单位 期 末年 金 {annuity-immediatej 
在 第 -一 个 收 付款 期 末 进 行 首次 的 收 付款 ,随后 依次 分 期 进行 .每 次 的 收 付款 金 
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额 为 1 个 货币 单位 ,上 共计， 次 .所 有 这 些 年 金 的 现 值 之 和 用 记号 *o 一 "表示 . 在 雹 坑 
特别 说 明 利率 的 情况 下 , 简 记 为 "a_，”. 基 本 计算 公式 为 
QA vt t+ 十 
或 
am: = [1l- wi, (1-22) 
所 有 收 付款 的 终 值 之 和 用 *s- ”表示 ,其 基本 计算 公式 为 


sa =l+ (+ + tt + 1+!, 
swt = L(+" -Hi, (1-23) 
Sl 一 ai 十 1 (1-24) 


La = ls + 1 


z, 单位 期 初 年 金 (annuir-due】 

在 合同 生效 时 立即 进行 首次 的 收 付款 , 短 后 依次 分 期 直行 .每 次 的 收 付款 金额 
为 1 个 货币 单位 ,共计 n 次 .用 “a 表示 所 有 收 村 款 的 典 值 之 和 .基本 计算 公式 
为 


oan = 1- ww ]/d. (1-25) 
很 容易 得 到 期 未 年 金 与 期 初 年 金 的 关系 : 
第 -组 
和 
5 (1-27) 
第 二 组 
和 
ss 1. (1-29) 
3. 未 文 年 金 


永久 年 金 (perpetuity) 是 指 年 金 永 远 按 期 收取 下去, 疫 三 辣 束 日 期 的 年 金 . 
用 “a "表示 永久 单位 期 末年 金 的 现 值 之 和 . 
a = 只 (1-0} 
当然 有 


lim qi = la. 


， 180 。 第 5 篇 精算 数学 


永久 年 金 与 有 限 年 金 的 美 系 可 以 表示 为 
dA = a {1-31) 


1.2.2 广义 年 金 


1. 付款 周 期 大 于 利息 换 和 尊 期 {1 年 ) 的 情况 下 

假定 付款 周期 是 利息 换算 期 (1 年 }) 的 整数 和信, 上 为 每 个 付款 局 期 内 的 利息 换算 
次 数 ,n 为 年 金 的 付款 总 次 数 x ,i 为 每 个 利息 换算 期 内 的 实 利 率 . 

(1) 单位 期 末年 金 


年 金 现 值 为 

坡 十 二 {1-32) 
年 使 绪 什 为 

【1 + i "am smi = Sali SA 
(2) 单 位 期 初 年 金 
年 金 现 值 为 

GA A 

年 狗 终 值 为 si SR 


2. 付 车 周期 小 于 利息 换算 期 {1 年 ) 的 情况 下 (常见 情况 ) 

假定 利 意 换算 期 11 年) 是 付款 周期 的 整数 倍 ;m 为 每 个 利息 换算 期 {1 年 ) 内 的 
付款 次 数 ; n 流年 金 的 桔 款 总 次 数 /m, 即 和 付款 总 次 数 为 mi 为 每 个 利息 换算 期 
(1 年 ) 内 的 实 利 率 . 

(1) 单 位 期 末年 金 

在 知 个 收 村 款 期 的 期 末 收 付款 17m 个 货币 单位 ,相当 于 每 个 利息 换算 期 
(1 年 ) 内 的 总 收 付 款额 为 1 个 货币 单位 .年 金 现 值 记 为 

[- 呈 


ac = [ywm+ ym m= JR ， 《1-33) 


年 金 姥 值 
tm) 《ay an Al+2)"—1 
TH = a (1+ 2) 三 if + 


广 立 年 金 的 现 值 和 终 值 与 标准 年 金 的 现 值 和 终 值 存在 如 于 关系 式 : 
a = a (1-34) 


(2) 单 位 期 初 年 金 
在 每 个 付款 期 的 期 初 付款 1zm 元 .年 金 现 值 记 为 
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om = [14 um 二 ym = = it 
终 值 为 
mn) tm n+" 1 i 
3 有 | = QA Cl+i) = 0 = FR 
同时 ,还 有 如 下 关系 式 ; 
im) 过 


另外 ,ac 相当 于 比 ec 提前 一 次 付款 ,也 就 是 提前 17im 个 利息 换算 期 , 邯 期 初 标 


准 年 金 相当 于 金额 为 (1+ 让 的 期 末 标 准 年 金 . 现 值 关系 式 为 


am = am(1+ D+ 三 Jam (1-35) 
终 值 关系 式 为 
[+] 
3. 连 续 年 金 


年 金 付款 周期 充分 小 ,付款 间隔 小 ,付款 频率 快 (相当 于 mw ). 用 “a ," 表 
示 在 [0,n] 间 任意 时 刻 的 付款 额 为 1, 年 金 总 时 间 为 个 利息 换算 期 , 则 有 


oa = | vdt= (er®). (1-36) 
另 一 方面 ,有 
1.2.3 变化 年 金 
1. 年 金 余额 等 量变 化 


首次 付 P, 每 次 增加 0, 总计 次 (CP>0,0 为 任意 实数 ). 如果 用 4 表示 这 种 
期 末年 金 的 现 值 , 则 有 
A=PB#+(P+roO+ttP+r2Ot :+LPttn- 1 0] 
= PL1 -wit Qo -mi 
= Pa + QO am - me]/i, 
这 种 年 金 在 结束 时 的 终 值 为 
下 二 ,十 Cs; 一 ni {1-37) 
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特别 地 ,P= 0 = 1, 称 为 单位 递增 年 金 (inereasing annuity) ,具体 年 金 金 额 为 1， 
2,"…,n, 它 的 现 值 用 ( 14), 表示 为 
(和 ) = om + [an:- mwl/i=[e,- mm |] 《1-38) 
单位 递增 年 金 在 结束 时 的 终 秆 一 般 用 ( J), 表示 为 
Ch = (Cat "=[ so nd/i=[sm ntl (1-39) 
若 P=n,0 = -1, 称 为 单位 递减 年 金 1decreasing annuily) ,具体 年 金 金 额 为 n， 
n 一 1,…,], 它 的 更 值 表 示 为 


( Dae); = may Laan- i=[n- owli. {1-40} 
单位 递减 年 金 在 结束 时 的 终 值 一 般 用 (局 ) 汪 .表示 为 
CDs).= [rl +t i)" - silt. (1-41) 
2. 比例 年 金 


一 般 这 种 期 末年 金 的 收 付款 方式 为 :首次 | 个 黄 币 单位 ,随后 每 次 按 比 岗 卡 递 

增 , 总 共 呈 次 ,只 址 年 多 全 额 为 1f1+ 11+ 上 if1+8)a ,其 现 值 为 
i) 
y+ 1+ Ev (1-42) 

这 个 公式 要 求 i 上 £. 一旦 i = 上 ,就 意味 着 利率 与 年 金 增 长 比例 相同 , 权 当 于 每 次 付 
款 的 现 值 相同 , 均 为 y,n 次 付款 的 现 值 之 和 为 i. 

3. 广 沁 变 化 年 金 

问题 1: 付 款 期 > 利息 换算 期 (1 年 ), 或 表示 为 :付款 期 = 大 x 利息 搞 算 期 ,mt 
表示 总 的 付款 次 数 { 这 里 要 求 n 是 不 的 倍数 , 即 n 是 付款 总 时 间 用 利息 换算 期 度 
世 的 结果 ) ,i 表示 每 个 利息 换算 期 (1 年 ) 的 实 利 率 . 如 果 : 考 虑 首付 1 元 ,随后 每 次 
递增 1 元 的 方式 , 现 值 为 4, 则 

站 二， 


4=[ 衬 -党 | 二 (1-43) 

问题 2; 付 款 期 < 利息 换算 期 (1 年 ), 每 个 利息 搞 算 期 内 (1 年) 付款 m 柑 ， nm 

表示 总 的 付款 次 数 (这 里 要 求 总 的 付款 次 数 是 m 的 倍数 ), i 表示 每 个 利息 换算 期 
(1 年 ) 的 实 利 率 .考虑 以 下 两 种 年 金 付款 方式 ; 

(1) 付 款额 的 变化 与 利息 换算 期 (1 年 ) 的 变化 同步 .例如 ,每 年 内 的 金额 不 变 ， 

但 金额 逐年 变化 .标准 情形 为 :在 前 m 次 付款 中 (第 一 个 刊 总 换算 期 内 ,或 第 -一 年 

内 ) , 收 付 款额 为 17m, 即 第 一 年 内 的 总 金额 为 1; 第 三 个 m 次 付款 周期 内 {第 二 个 

利息 换算 期 内 ,或 第 二 年 内 } 的 收 付款 额 为 2/m, 即 第 二 年 内 的 总 金额 为 2; 依 此 类 

推 , 最 后 一 个 利息 换算 期 内 的 付款 额 为 n/m, 即 第 = 年 内 的 总 金额 为 n. 延 用 前 而 
的 记号 ,用 ( 如) 中 表示 这 种 年 金 的 现 信 , 则 有 

(la) = {ag — mi {1-44) 


进而 有 


有 
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(2) 人 村 款额 的 变化 与 付款 期 的 变化 同步 . 便 刀 ,每 年 内 的 收 付 款 金 额 也 在 闷 步 
增加 .具体 考 讶 标准 方式 :首次 付 17m?, 每 次 增加 1zo2 .第 -个 利息 换算 期 (1 年) 
内 的 最 后 一 次 付款 额 为 Lm; 第 二 个 利息 换算 期 内 的 最 后 次 付款 额 为 2/m; 最 后 
一 个 (第 = 个 ) 利 息 换算 期 内 的 量 后 一 次 付款 额 为 nvm. 这 种 年 金 的 现 值 一 般 用 
(79 a) 加 表示 为 

{ fm aa) nm 二 [b+ 有 十 二 
= [a — rm ] 7 (1-45) 
问题 3: 付 款 金 额 任 意 变 化 的 年 金 现 值 ， 

考虑 -- 般 的 离散 年 金 ; 设 时 刻 + 的 付款 金额 为 ,+t = 1,2,…, .这 种 年 金 的 现 
值 为 

人 2 二 Yr 
同时 , 它 相 当 填 一 组 固定 年 金 的 和 , 即 


“3 ， 
位 二 Yn -fa 
+= 1 


假设 ; mo 一 0, 
4., 连续 变化 年 金 
如 果 用 付款 额 函 数 f(t 7) 表示 时 刻 1 的 付款 金额 ,那么 ,用 实 利率 i 表示 的 现 值 
| 
a= | fvar. (1-46) 
者 放 4) = 上 表示 连续 递增 的 年 金 ; 则 现 值 用 ( 如 ) 辐 表示 
(a) 三 ns ， 
男 外 ,有 
Ca) a) (m>%). (1-47) 
更 一 般 地 ,考虑 用 利息 力 表 示 的 连续 变化 年 金 的 现 值 公式 有 
在 二 | A De 一 | ,ds dt. (1-48) 
2 寿险 精算 学 
2.1 生存 模型 


2.1.1 概述 
寿险 以 人 的 生命 为 保险 标的 ,寿险 产品 的 定价 依据 被 保险 人 的 未 来 的 生命 情 
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况 . 本 章 利用 随机 的 观点 来 描述 个 体 的 生存 规律 ,并 对 生命 志 做 一 介绍 . 
2.1.2 生存 分 布 和 死亡 力 


对 于 一 个 新 生 儿 , 设 其 寿命 为 导 , 则 攻 为 一 随机 变 量 . 记 FF 为 区 的 分 布 函 数 . 
假设 所 的 密度 存在 , 记 为 请 . 
称 
se)=1- Ft), itELV0,%m) 
为 了 的 生存 函数 (aurvival function) . 它 表 示 个 体 活 过 年 齿 上 的 可 能 性 .分 布 函 数 和 
生存 力 数 ,是 以 和 不同 的 角度 来 表示 生命 规律 的 函数 ， 
死亡 力 一 般 以 p(t) 表示 .分 布 图 数 所 的 死亡 力 定 关 为 
p= TE, i!E (0 %). 
ft 可 理解 为 一 个 活 到 年 龄 1 的 个 体 , 怡 在 时 刻 死亡 的 可 能 性 . 
2.1.3 个 体 的 生存 分 布 


对 年 龄 为 的 合体 , 记 为 (xz). 于 面 x 均 表示 非 负 整数 . 记 (sh 的 未 来 生存 时 间 
为 了 xx) ,二 


了 = 一 
假设 对 个 体 愉 知道 其 年 龄 x. 除 此 之 外 ,不 知道 个 体 的 其 他 任何 信息 , 则 有 


Pro(O = PX- zlX>z)=1- 下 二 二， 


叉 记 T(x) 的 整数 部 分 为 K(x) ,小 数 部 分 为 5S(x), 则 
Tix) = K(x) + SCx), 
本 章 2.1.2 给 出 了 一 新 生 几 的 死亡 力 和 生存 分 布 的 描述 .下 面具 悼 讨论 T(x) 
的 死亡 力 和 生存 分 布 . 
令 TLx) 的 死亡 力 .分 布 函数 .密度 函数 分 别 记 为 jg.(0) ,Frow(t) ,frnw(t). 有 
有 ,T(x)》, K(x 中 的 x 可 省 略 , 则 有 


结论 2.1 
1 T(x) 分 布 的 密度 函数 为 

fre) = 三， i 
2 TLx) 的 死亡 力 函 数 为 

ptt = +, tx0: 
了 T(x) 的 生存 分 布 为 


1— Fresytt) = exp( 一 [We syds). 


为 易于 表示 ,国际 精算 协会 采用 了 一 些 规定 ,用 一 些 具 体 符号 表示 一 些 特殊 的 
概率 , 具 和 体 有 下 面 几 种 表示 : 
pif xs) 活 过 x+ 的 概率 , 即 (x) 至 少 再 活 上 全 的 概率 ; 
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中 1) 证 :+ 年 内 死亡 的 概率 ; 
uu txt) 在 年 龄 展 Cx + 41,x+ t+] 内 死记 的 概 这 ， 
另外 ,向 记 
iP = Pz» 19x = Gr» itl Hr = | 


2.1.4 随机 生存 群 


设 有 一 封闭 群体 ,由 吕 个 新 生 几 组 或 ,群体 无 迁 出 与 迁 和 ,无 生育 ,影响 群体 
的 数目 变化 的 唯一 因素 是 死亡 ,个 体 的 死亡 相互 独立 , 设 4 个 个 体 的 寿命 分 别 为 
X 和, 设 上 述 每 个 个 体 的 寿命 服从 共同 的 生存 分 布 *( 幻 ,这 一 群体 称 为 随机 


生存 群 . 
设 活 到 * 岁 的 个 体 的 期 望 人 数 为 上 . 则 有 


= os(¥). 
记 
= 
简 记 为 
1 号 = 站， 
则 有 下 述 结 论 . 
结论 2.2 
0 + sh 
] 起 := 上 再 rr 
dF, +t 
和 下 l= hexp( = | rs)ds). 
2.1.5 生命 表 


生命 表 的 指数 ,是 指 在 站 岁 有 有 个 个 体 . 生 盖 表 是 用 来 描述 个 个 标的 未 
来 规律 的 数据 表 ， 

对 每 一 整数 年 齿 + ,生命 表 中 世 售 ,7 ,上 上, 世 , 忆 ,Te, 项 ， 

人 ,二 的 合 沈 在 前 面 已 经 介绍 过 . 另外 的 三 个 量 中 ， 

er = 瑟 ( 
称 为 (xz) 的 期 望 剩 余 寿 侧 , 其 实际 含 兴 是 一 年 龄 为 * 的 个 体 ,预计 的 未 来 生存 时 
间 ， 
L, = 人 Lds, T= | 1 ds. 

对 于 初 竣 年 龄 海 0 的 个 个 体 组 成 的 硫 体 , 工 表示 群体 在 年 龄 * 以 后 的 生存 
的 总 时 间 的 期 望 ,上 表示 群体 在 年 龄 x 和 年 龄 x + 1 期 间 生 存 时 间 的 期 望 ， 

生命 表 的 形式 如 表 2-1 所 示 , 该 表 摘录 于 美国 的 1989 - 1991 年 的 男性 生命 表 ， 
4, = 100 000. 
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才 2-1 
年 龄 / 岁 | 


F211 116 
#113 333 
5 O15 714 
4 913 250 
4 820 950 


4 723 317 
4 0626 $353 
4 530 068 
4 433 436 
4 335 991 


4 340 730 
4 144 63 
4 048 797 
3053 142 
2 857 "706 


3 762 499 
3 57 531 
4 S72 812 
3 478 355 
3 384 LB 


3 290 205 
196 0352 
3 103 340 
3 010 342 
2 .917 673 


2 5 354 
2 733 409 
2 641 B69 
530 7 的 
2 .40 131 


53.23 
,34 
31,42 
0. 0 
和 扳 . 委 


起 .全 
47 76 
特 - 4 
特 . 色 
45. 01 


44. 0 
43.19 
42.28 
41.37 
各, 4 


3 了.37 
38.07 
HF 
关 -. 况 
5.98 


5. 他 
冲 . 加 
33.31 
32.43 
31.54 


加 .的 
29.79 
28.99 
.0 
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2.1.6 分 数 年 龄 身 的 假设 


对 非 负 整数 x， 

Tir} = Ktx) + SCxY. 

在 精算 中 ,生命 表 可 根据 相应 的 理论 构造 出 来 .在 生 俩 表 中 ,只 给 出 耳 整 数 年 
龄 上 的 死亡 规律 .因此 ,由 生命 表 只 能 得 到 K(x}) 的 分 布 情况 ,无 法 得 到 SCx) 的 分 
布 .但 在 实际 应 用 中 ,也 需要 在 韭 整数 年 龄 的 分 布 .这 时 ,可 采取 的 一 个 方法 是 对 
分 数 年 龄 段 上 的 生存 消 数 懒 一 定 的 假设 . 

具体 的 问题 可 描述 为 :已 知 q ,如 何 得 到 ,1E (0,1)? 

在 精算 中 ,在 年 龄 段 [x,x+1), 常 对 生存 分 布 采 用 下 面 三 个 假设 ; 

{1 线性 插值 (或 死亡 均匀 分 布 ) 假 设 

sx x tray rtx str+1), {ef0,1]; 
(2) 指 数 插 值 (或 死亡 力 常 数 ) 假 设 
insCx+ t= -i) x Instx) + tix lnstx+1)}, te[0,1); 
(3) 调 和 插值 (或 Balducci) 假 设 
上 Ll-t t : 
RT se) tt) tE[0,1]. 
绩 论 2.3 
1? 对 年 龄 如 Ex ,x+ 1) ,车 生存 分 布 满足 线性 插值 般 设 , 则 对 :EE[0,1], 丰 


Hr+tr = 


Tx a 0 = + = gr: 
于 


> 设 对 任意 非 负 整数 y, 在 年 龄 段 [y,y + 1] ,生存 分 布 满足 线性 插值 仍 设 , 则 
(x) 与 SCxy 相 瑟 独 立 , 且 S(x*) 服 全 (0,1) 均 名 分 页 . 

由 上 面 的 铺 论 可 知 ,在 线性 插值 根 设 下 , K(x) 与 S(x) 相 互 独立 ,并且 SCx} 服 
从 介 ,1) 均 名 分 布 .这 一 性 质 , 纵 奸 理 一 些 问题 带 来 极 太 的 方便 .因此 ,线性 插值 假 
设 是 寿险 中 经 常 采 用 的 假设 . 


2.2 寿险 的 精算 现 值 理论 


2.2.1 概述 


人 寿 保 险 以 人 的 生命 或 身体 为 保险 标的 ,以 人 的 生 或 光 为 保险 事故 . 当 和 保险 事 
鼓 发 生 时 ,保险 人 对 考 保 险 大 给 付 保 险 金 额 . 因此 ,作为 保险 产品 ,有 两 个 数 项 问 
题 :一 是 保险 合同 中 的 保险 金额 , 另 -- 是 保险 费 .保险 金额 的 支付 ,是 与 第 保险 人 寿 
命 相 关 的 .保险 费 的 交纳 分 为 是 交 (一 次 性 交纳 ) 分 期 交纳 等 情况 ,被 保 险 人 分 期 
交纳 的 保费 的 数量 ,也 是 与 被 保险 人 的 寿命 相关 的 .因此 .出 于 人 的 寿命 的 不 确定 
性 ,保险 公司 未 来 是 咨 赔付 ,在 答 定 保单 时 ,也 是 不 定 的 . 在 分 期 交纳 保费 的 条 款 
下 ,每 个 投保 人 实际 交纳 的 保费 总 量 , 也 具有 不 确定 性 . 如 何 用 一 种 确定 性 的 观点 
来 找 述 这 种 不 确定 性 , 蚌 李 节 考 虑 的 主要 人 疗 题 . 
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本 节 主 要 讨论 寿险 中 常用 的 给 付 模型 .其 中 关键 的 因素 有 两 个 :一 是 该 保险 人 
的 寿命 , 另 一 是 利率 水 平 .由 于 寿险 产品 多 为 长 险 , 因 此 ,要 考虑 投保 人 交纳 的 保费 
的 时 间 价 值 .这 主要 通过 在 保险 产品 定价 过 程 中 ,采用 复 利 的 方式 来 对 保费 计 和 县 . 
利率 的 选择 依据 是 保险 公司 的 投资 状况 . 

实际 上 ,利率 是 在 不 断 地 变化 的 .本 部 分 中 , 恒 假 定 利率 为 常数 ,不 考虑 利率 变 


动 的 情况 ,以 i 表示 年 利率 , 令 ,= 一 表 示 贴 现 因子 ,3 = lg(1+ i) 表 示 利 息 力 ,a 


l+t 


- .表示 贴现 率 ,并 引信 精 算 现 慎 (APV) 的 概念 ,未 来 随机 给 付 的 现 值 的 期 望 ， 


t+ 


称 为 其 精算 现 值 ， 
下 面 就 寿险 的 具体 险种 ,定期 死亡 保险 .终身 寿险 .= 年 期 生存 保险 来 讨论 精 
算 现 值 . 


2.2.2 定期 死 立 保险 


定期 死亡 保险 也 称 为 定期 寿险 ,是 以 被 保险 人 在 规定 期 限 肉 发 生死 亡 事故 为 
前 旬 , 由 保险 人 负责 给 付 保险 金额 和 的 人 寿 保险 . 若 期 限 届满 ,被 保险 人 人 仍 生 存 , 则 保 
险 人 不 再 承担 保险 责任 ， 

对 被 保险 人 (x) 的 n 年 期 的 死亡 保险 ,车 死亡 发 生 在 ” 年 期 内 , 则 保险 人 负责 
给 付 一 个 单位 金额 .给 付 时 刻 可 分 为 两 种 情况 :一 种 为 在 死亡 后 立即 给 付 , 另 一 种 
是 在 死亡 的 保单 年 度 末 给 付 . 

在 死亡 后 立即 给 付 时 , 现 信函 数 


了 = TD， 


精算 现 值 记 为 4. 一. 
在 死亡 的 保单 年 度 末 给 付 时 , 现 值 另 数 
2 = yan 
精算 现 值 记 为 41 .一 , 则 有 
结论 2.4 
对 正 整数 nm> 人 0, 有 


n=l 
一 ] ] f+ 
Ra | pp dd m= Spgs 


在 死亡 后 立即 给 付 和 死亡 的 年 度 末 给 付 的 情况 下 ,其 精算 现 值 有 下 面 的 关系 ， 
结论 2.5 
设 对 每 二 非 负 整数 ,在 年 龄 段 [y,y + 1) , 若 生存 分 布 满足 线性 插值 假设 , 则 
加 同 = 言 4 司 
上 一 结论 给 出 了 线性 插值 假设 的 具体 应 用 .在 这 一 假设 下 ,对 。 年 期 寿险 , 死 
廊 后 立即 给 付 保 额 和 在 死亡 的 年 度 末 支 付 保 额 两 种 情况 下 的 精算 现 值 的 比值 ,只 
与 利率 有 关 , 与 死亡 率 无 关 . 
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2.2.3 终身 死亡 保险 


终身 死亡 保险 又 称 终身 寿险 ,是 指 被 很 险 人 在 死亡 发 生 后 ,由 保险 人 负责 给 付 
保险 金额 的 人 寿 保 险 .在 理论 上 ,终身 寿险 可 以 看 做 定期 海 险 的 极限 情况 ,定期 寿 
险 的 一 些 结论 ,对 终身 寿险 也 成 立 . 

对 于 在 年 龄 * 得 发 的 终身 寿险 保单 ,者 死亡 保险 金额 为 一 个 单位 ,在 死亡 时 
刻 支 付 和 死亡 的 保单 年 度 末 支 付 两 种 情况 下 ,精算 现 值 分 别 记 为 4., 4,, 则 有 

结论 2.6 


Em = | vps Ha lt }dt, 4 = >) vps Qe i- 
= 由 


2.2.4 定期 生存 保险 

定期 生存 保险 ,是 指 被 保险 人 生存 至 保险 期 界 满 后 ,由 保险 人 按 梨 险 合 同 的 规 
定 负责 给 付 被 保险 人 保险 金 的 人 寿 保 险 ., 在 保险 期 内 被 保险 人 死亡 ,保险 人 不 负 保 
险 责 任 . 

若 被 保险 人 fx) 的 ”年 期 生存 保险 ,保险 金 烙 为 一 个 单 拉 , 则 保险 人 给 和 付 的 现 


值 隙 数 
= rst nal- 


精算 现 值 记 为 1 ,或 .E., 则 


rE = vi py 


2.3 生存 年 金 的 精算 现 值 理论 


2.3.1 概述 


生存 年 爹 是 指 在 一 定 的 期 限 内 ,车 年 金领 取 人 生存 则 给 付 , 若 在 年 金 支 付 时 刻 
年 金领 取 人 死亡 则 不 予 支付 的 年 金 . 

本 章 讨 论 两 种 生存 年 金 { 即 定期 生存 年 金 .终身 生存 年金 } 和 两 种 给 付 情况 ( 即 
每 年 在 年 初 给 付 、 连 续 给 付 ). 

2.3.2 连续 生存 年 金 


下 面 考虑 年 金 连续 给 付 , 且 给 付 速率 为 1 的 情况 .对 上 = 年 期 生存 年 金 ,其 现 
值 函数 为 5 rn 其 精算 现 值 记 为 元 作为 终身 生存 年 金 , 现 值 函 数 为 
ws, 其 精算 现 值 记 为 嘉 . 终身 生存 年 金 ,可 看 作 定期 的 极限 情况 . 


结论 2.7 
ma | vipedt, B= Wipe 
生存 年 金 与 寿险 有 很 强 的 联系 .出 利息 理论 中 的 公式 
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易于 得 到 下 面 的 结论 . 
结论 2.8 
人 立 .+ 4 = 1， 
对 于 结论 2.8, 可 有 具体 解释 为 :车 (x) 个 栖 投 资 一 个 单位 的 本 爹 ,投资 的 利息 力 
为 他 , 则 通过 下 面 的 方式 来 支付 利息 和 返还 本 金 :在 投资 者 后 存 期 间 内 ,连续 支付 
利息 力 5, 在 投资 者 死亡 时刻 ,返还 一 个 单位 的 本 金 . 


2.3.3 期 初生 存 年 金 


下 面 考 虚 年 金 在 每 年 年 初 支付 , 且 每 次 给 付 客 为 1 个 单位 的 情况 .对 于 ( x) 的 
终身 生存 年 金 和 年 期 生存 年 金 ,精算 现 值 分 别 记 为 4,,2.,. ,其 对 应 的 现 值 函 数 
可 表示 为 
终身 生存 年 金 :a 一 KrayrrT Ti 


年 期 生存 年 金 :eTRrzTTUTRa|- 
结论 2.9 


ex: 司 = 2, Wps: as = 2 Vp. 
另外 ,还 可 得 到 结论 2.10. 
结论 2. 10 
da,+ d=1. 
结论 2. 10 可 解释 如 下 :车 (x) 投 资 一 个 单位 的 本 金 , 利 筷 闪 为 1, 则 可 通过 下 面 
的 -方式 支付 利息 利 返 还 本 金 ; 在 投资 者 生存 期 间 内 ,每 年 误 人 一 次 利息 d, 支 和 人 
投资 开始 进行 ; 当 投资 者 死亡 后 ,在 其 死亡 年 度 末 返还 本 金 ， 


2.4 年 均衡 净 保 费 


2.4.1 概述 


保费 是 投保 人 向 保险 人 购买 保险 产品 所 支付 的 价格 .从 不 保 人 的 角度 看 ,其 必 
须 收 集 足 够 的 保费 ,来 用 于 其 将 来 的 赔 慌 . 而 从 被 保险 人 的 力度 来 看 ,并 不 希望 交 
纳 过 多 的 保费 .因此 ,对 保险 产品 定价 ,不 仅 要 考虑 保险 人 的 利益 ,同时 ,也 要 考虑 
投保 人 的 情况 . 

在 精算 中 ,投保 人 投保 时 交纳 的 保费 , 称 为 毛 保费 . 毛 保 沉 实际 上 由 净 保 费 和 
附加 保费 两 个 部 分 组 成 ， 

毛 保费 中 的 附加 保费 部 分 ,可 分 为 三 个 部 分 :一 部 分 为 保险 中 的 费用 部 分 ,如 
间 销 费用 ,体检 费用 等 ; 另 --- 部 分 为 考虑 风险 因素 的 风险 附加 ,保险 人 在 接受 投保 
大 的 风险 的 同时 ,应 得 到 -…- 定 其 的 风险 酬金 ;第 三 部 分 为 保险 公司 的 利润 部 分 ,用 
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让 满 是 保障 公司 的 益 利 日 标 .了 包含 漳 保费 号 费用 的 保 过 半分, 称 为 费用 负荷 保 费 . 

净 保 费 ,定义 其 满足 等 式 

投保 人 交纳 的 净 保 费 的 精算 现 值 = 保险 人 人 给付 金 额 的 精算 现 值 ， 
由 上 述 等 式 确定 保费 的 准则 , 称 之 为 均衡 准则 ， 

净 保 费 是 在 不 考虑 保险 人 的 费用 风险 因 素 及 利润 的 情况 下 ,被 保险 人 的 反 险 
成 本 . 兆 保 费 的 计算 ,需要 在 给 定 的 利率 与 死亡 率 的 条 件 下 进行 .利率 是 反映 保险 
人 投资 收益 的 其 化 指标 ,死亡 率 是 对 投保 人 的 生存 规律 的 刻画 ,一 般 以 生命 表 的 形 
式 给 出 . 

本 节 讨 论 每 年 交纳 一 次 保费 ,并 且 每 年 交纳 相同 的 净 保 费 的 情况 . 其 中 每 年 交 
纲 的 净 保 费 部 分 . 称 为 年 均衡 净 保 费 . 


2.4.2 年 均衡 净 保 费 


下 面 分 死亡 时 刻 给 付 和 死亡 年 度 末 给 付 商 种 情况 来 讨论 净 保费 . 

1 年度 末 给付 的 情况 

对 于 在 * 年 龄 签发 的 单位 保 额 的 r 年 期 寿险 ,在 保 额 在 被 保险 人 死亡 的 保单 
年 度 末 给 付 的 情况 下 , 交 费 期 为 a 年 的 年 均衡 净 保 费 记 为 Ps: 吉 ; 则 保险 人 签单 的 
损失 量 


L= Ot rmsnl - PAATRT TTTAnT 
由 ECL =0, 则 有 
Arr= Par: 

即 
CHE 
gx 

从 上 面 的 等 式 可 以 看 出 ,年 均衡 兆 保 费 实际 上 是 给 付 额 的 精算 现 值 与 保 费 交 
纳 期 的 生存 年 金 的 精算 现 值 的 比值 . 

对 于 保险 金额 为 1 的 终身 寿险 ,其 年 均衡 净 保 费 记 为 P.. 对 于 年 身 生 存 保 
险 ,其 年 均衡 净 保 费 记 为 已 :1- 类 似 地 ,有 


终身 寿险 :P= 入， 


点 


PL 可 = 


A: 
" 年 期 生存 保险 : P= 二 


2. 死亡 时 刻 给 付 的 情况 

对 于 在 x 年 龄 签发 的 单位 保 额 的 年 期 寿险 ,在 保 额 在 被 保险 人 死亡 后 立即 
给 付 的 情况 下 ,年 均衡 净 保 费 记 为 P(A4!: 司 ) ,终身 寿险 的 年 均衡 保费 记 为 P( 4,)， 
则 有 


终身 寿险 : POA) = 全， 
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加 Ew 
"年 期 寿险 :PE 切 = 
3. 二 种 情况 的 关系 
对 于 前 面 讨论 的 两 种 情况 ,相互 之 间 有 下 面 的 关系 
缚 论 2.11 
对 每 一 非 负 整数 y, 在 年 龄 段 [y,y + 1) , 若 生 存 分 布 满足 线性 插值 假设 , 则 有 
P.= pM); 
PCA) = PO A). 
2.5 净 保 费 准备 金 
2.5.1 概述 


保单 的 购买 ,可 通过 一 次 性 支付 或 分 期 支付 来 进行 .对 于 死亡 率 来 说 , 随 着 年 
龄 的 增长 ,死亡 率 会 增 大 .因此 ,对 于 一 些 保 单 ,在 签单 后 的 前 几 年 ,每 年 交 编 的 保 
费 超过 每 年 的 保险 成 本 .对 超过 前 几 年 保险 成 本 的 资金 ,应 该 为 保单 持 有 者 所 拥 
有 .这 部 分 资金 ,实际 上 是 保险 公司 的 负债 .因此 ,从 保险 人 角度 看 ,这 部 分 资金 ,应 
该 用 于 将 来 的 给 付 , 这 就 是 准备 金 . 

对 于 准备 金 ,还 可 以 从 另 一 个 角度 来 看 .对 于 一 个 生效 的 保单 ,保险 人 面临 未 
来 的 两 个 资金 流动 情况 : 保 额 的 给 付 与 投保 人 交纳 保费 . 

在 此 时 刻 ， 

给 付 额 的 现 值 - 投保 人 交纳 保费 的 现 值 ， 

是 保险 人 未 来 的 鱼 俩 .因此 ,保险 人 应 该 留 有 部 分 资金 用 于 将 来 的 给 付 .其 期 望 什 
称 为 净 保 费 准备 金 . 

本 节 在 讨论 净 保 费 准 备 金 时 ,没有 考虑 保险 中 的 费用 、 利 泪 等 其 他 因素 . 


2.5.2 完全 离散 模型 下 的 净 保费 准备 金 模型 


所 谓 完全 离散 模型 ,是 指 保 费 在 每 一 保单 年 度 初 交纳 , 保 额 在 死亡 年 度 末 给 付 
的 情况 ， 

1. 净 保费 准备 金 的 会 式 

考 虚 下 面 的 模型 :有 一 个 在 * 岁 等 单 的 个 体 (x)， 

(1) 死亡 的 保险 金额 在 死亡 的 保单 年 度 末 文 付 ; 

(2) 保 费 在 每 一 保单 年 度 年 初 支付 ; 

(3) 在 第 j 个 保险 年 度 的 死亡 保险 金额 为 Bj=1,2,…; 

(4) 在 第 个 保单 年 度 的 净 保 费 交 纳 为 zx_1,7 = 1,2,…. 

设 为 菲 负 整数 .对 于 在 廊 岁 禾 单 的 个 体 ,在 x+ 上 时 刻 保 险 人 的 未 来 损失 了 星 
数 为 
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用 
， _ 3 - 
st = {Breetit: i++! A Dyn Mh 
i = 由 


保险 人 在 时 刻 的 净 保费 准备 金 ,P 定义 为 
= ELLIK(r) sk]. 


于 是 有 
命题 1 
“= 
nF = bv! 一 Ds th) prs agaehe 
了 = 让 让 = 必 
三 > 天 st 有 rr 直人 c++ 一 DMperh. 
Je= 趾 了 = 站 
2. 弟 推 公式 


下 面 考虑 兆 保 费 和 损失 函数 方差 的 递 推 公 式 . 令 
Ch = EC 一 TREE， 
A = 2 Vy gery +l 一 《TR + TR ? 
则 CG 表示 在 时 刻 4, 在 年 度 (h,h + 1 的 净 资 金 损失 的 现 值 ;A 表示 在 时 刻 产 保险 
人 的 资金 损失 和 此 年 的 负债 变化 的 和 . 


定理 1 

(1) n= DG = Cs + ml 
J 三 内 

(2) Th 十 上 了 一 b ,1 十 Uk Wp, ,,. 


定理 1 (2) 给 出 了 净 保 费 准 备 金 的 递 推 公式 .在 第 上 年底 的 净 保 费 淮 备 金 ,V 
和 在 下 一 年 初 的 保费 xx 的 和 ,使 得 在 第 请 + 1 年 底 ,每 个 后 存 的 人 得 到 ,,，F, 每 个 
死亡 的 人 得 到 孔 ,1. 
命题 2 
(0D) 对 gh<j 
oo [Ars tl Kx) gs] =0; 


(2) = Da +aFs 
pe 
(3) varCAs | Kez h)}= Erp( Bo At) ps, agernh. 
定理 2 
vartaL | K(x) = h) = Dvar A | Ki{x) = k] 
J 二 由 


= Var[ Anl RExr) Rh] +t rival, Ll R(x) A+ pn 
前 面 的 命 目 种 定理 ,在 分 析 淮 备 金 的 风险 中 很 重要 ;同时 , 它 给 测 了 计算 损失 
落 数 的 方差 的 递 推 公式 . 


2.5.3 完全 离散 情况 下 的 一 些 具体 险种 
对 于 在 x 签单 的 个 体 (x) ,车 投保 终身 寿险 ,死亡 的 保险 金额 为 1 个 单位 ,每 
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年 爸 纳 兆 侣 党 记 ,在 半 越 时 划 二 的 清 保 器 泪 备 金 记 为 ,7 ,由 
B=1, m= Pp, k=1,. 
因此 在 时 肇 点 保险 人 的 未 来 损失 荤 为 


证 = (kt pam ri) gl 
恨 据 净 保费 准备 金 的 定 必得 


a= A Py- 
对 于 = 年 期 死亡 险 , 若 每 年 交纳 净 保 费 P: 上 :其 在 第 £ 年 未 的 净 保 费 准 备 金 
记 为 ,把 : 二 , 则 可 得 下 面 公式 : 
ce: = A P.: Lore i: a- 
2.5.4 兆 保 沉 准 备 金 公 式 


在 完全 离散 情况 下 ,关于 终身 寿险 的 净 保 费 准 备 金 ,有 下 面 几 个 公式 (其 中 怀 
为 非 负 整数 ); 


(保费 差 公 式 
i = (Ps 一 P)asrnhs 
(2) 缴 清 保险 公式 
:Vs 三 《1 一 Ea. 下 
{3) 后 调 全 式 
上 和 三 P, 下 全 小 
其 中 
4s : 司 
二 = i 
称 为 保险 累积 成 本 . 


这 三 个 式 子 ,各 有 不 同 的 售 义 ,对 于 (%) 的 终身 寿险 来 说 , 若 每 年 缴纳 净 保 费 
P, ,在 年 龄 为 x+ 不 时 ,tx) 仍 生存 ,作为 被 保险 人 (tx), 其 未 来 得 到 的 给 付 与 其 在 x 
+ 大 年龄 投保 的 终身 寿险 相同 .对 于 在 x + 丰年 龄 投保 的 ,每 年 交纳 保费 为 P,，,，,， 
而 (x) 实际 每 年 交纳 的 保费 为 P. 由 此 ,可 具体 分 别 解 释 上 面 : 式 的 含义 如 下 : 
(1) 报 人 哥 大 每 年 少 交纳 PP,; - 忆 , 共 计 少 实 纳 
(Pri-p }arrtr 
因此 ,保险 人 的 ih, 便 是 这 部 分 资金 ; 


(2) 对 于 个 体 Cx + 如) ,如果 每 年 交纳 净 保 费 P,, i, 虽 担 到 精算 现 值 4, ,而 投 
保 大 tx) 实际 交纳 忆 ,因此 ,可 得 到 的 精算 现 值 为 


FP 


2 寿险 精算 学 。195 ， 


实际 上 ,被 保险 人 得 到 了 4, 4, 其 中 的 差额 
Py 
【 1 一 Ps ) 二 十 丰 
便 是 保险 人 应 负责 的 ,TV,; 
(3) 被 保险 人 投保 后 ,在 下 年 后 ,其 交纳 的 梨 费 的 累积 与 其 保险 成 本 的 差额 ,是 
被 保险 人 的 资金 剩余 -这 部 分 资金 ,应 为 被 保险 人 拥有 . 因此 ,保险 人 应 将 这 部 分 资 


金 留 给 被 保险 人 ,这 便 是 , 太 . 
2.5.5 半 连 续 摸 型 下 的 兆 保 费 准 备 金 


所 谓 半 连续 模型 ,是 指 保 费 在 每 年 年 初 交纳 一 次 , 保 额 在 死亡 后 立即 给 付 的 情 
况 ; 对 于 个 体 (x) 的 年 期 寿险 ,在 死亡 后 立即 给 付 . 设 下 <a 下 年 过 后 ,个 体 仍 生 
存 . 此 时 ,对 此 个 体 的 兆 保 费 淮 备 金 记 为 :V( AL : 司 )， 

保险 人 的 未 来 的 担 失 县 为 

= tn eal POAL: HA) oR Fr rt 
因此 , 净 保 费 淮 备 金 为 
VA 司 ) = 由 | 4: 到- 出 P(AL: HA) a 4: FH. 

结论 2.12 对 于 每 一 非 负 整数 y, 在 年 龄 段 [y,x+ 1), 若 生存 分 布 服从 线性 树 

值 候 设 , 则 
HKC 4 司 ) = eV 

险 , 记 净 保费 准备 金 为 iY(4。). 


2.6 实例 分 析 


设 有 一 (20) 的 3 年 期 寿险 ,死亡 保险 金额 为 1000 元 ,更 共有 97854 个 人 投保 ， 
死亡 给 付 在 年 底 进行 . 没 这 一 群体 的 生存 分 布 服从 美国 1989 ~ 1991 年 男性 生命 表 
( 见 表 2-1), 即 有 

lp= 854, b=9703, lp = 9545, b= 09383, 
计算 净 保 费 的 利率 = 0. 吧 .更 要 求 计 算 投 保 人 每 人 每 年 各 交纳 多 少 净 保 费 和 保险 
公司 资金 流动 情况 . 

1. 平 均 净 保费 

由 上 面 的 数据 ,有 
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_ Sy lou 一 nrjrt 
= ly 
_ 97854 - 97703(] 
854 
73545 — F383 
97854 


97703 = 9254$511 
97854 


08) -1 + 08) -+ 


(1.08)™ 
= 0.004127324, 
am: HH=1+ por +2por 


27703 -1 W545 -2 
gas. 1.08) "+ yasat! .08) 


=2.779128661. 
则 每 人 每 年 交纳 的 年 均衡 净 保 费 为 


1000 Py : = 1000 
如 果 死 亡 给 付 在 死亡 后 立即 进行 , 则 
1000 P( Ab: 1 = 六 W000 Pb: 可 元 = 1.54375 元 ， 


2 保险 公司 的 资金 流 情况 

假设 群体 完全 按照 生命 表 的 规律 ,在 21 岁 有 97703 人 生存 ,在 22 岁 有 9545 
人 生存 ,在 3 岁 有 97383 人 生存 , 则 保险 公司 资金 的 流动 情况 如 下 : 

第 -- 年 ”共有 9%854 人 投保 ,每 人 交纳 保费 1. 48511 元 , 共 收 到 保 上 费 
145323.9539 元 ,加 上 利息 收入 , 则 在 一 年 末 悍 险 公 司 共计 有 156949.8703 元 . 

此 年 内 死亡 人 数 151 人 ,每 人 给 付 1000 元 , 共 给 和 付 151000 元 . 扫 内 给付 的 , 剩 
全 5949.8703 元 ， 

在 第 一 年 末 , 有 97703 人 生存 .因此 ,对 于 剩余 的 资金 .得 人 享有 0.0609 元 , 即 
是 


= | 十 


一 
4 : 习 元 -1.48511 元 . 
站 加 : 列 


1000 /Fb 可 = 全.0609 元 ， 
第 二 年 ”年 初 共 有 97703 人 ,每 人 交纳 保费 1. 48511 大, 共 收 到 145099, 7023 
元 ,加 上 前 面 的 剩余 5949. 8703 元 , 共 151049. 5726 元 . 在 第 二 年 末 , 资 金 为 
163133. 5384 元 . 
第 二 年 内 死亡 人 数 1 强人 ,共计 纵 付 158000 元 ,剩余 5133. 5384 元 .第 二 年 末 有 
97545 人 生存 , 故 每 人 享有 10.05263 元 ,这 便 是 
1000 3 1h : 司 = 0. 折 323 元 . 
第 三 年 “年 所 共 有 和 545 人 ,每 人 交纳 1.43511 元 , 共 [44865. 055 和 元 ,加 上 前 
面 的 5133. 5384 元 , 共 149998. 5934 元 ,加 上 利息 ,年 底 为 161998.4808 元 . 
此 年 死亡 人 数 4152 人 ,死亡 给 付 162000 元 ,剩余 的 资金 与 需要 给 付 的 资金 基本 
相同 .二 者 的 善 异 主要 是 计算 的 误差 所 致 ， 
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3 非 寿险 精算 


3.1 保费 定价 原理 


3,1,1 风险 描述 与 保费 定价 


令 半 找 表 用 一 定货 币 量 表示 的 某 种 经 济 成 险 ,简称 * 为 风险 .一 般 要 求 是 
一 个 非 负 .有 有 限 数 学 期 望 的 随机 蛮 量 . 
称 工 的 数学 期 望 为 纯 保 费 {pure premium) .实际 择 作 中 ,一 般 是 对 这 个 量 再 如 
上 某 个 风险 附加 量 , 称 之 为 兆 保 费 (net premium) . 净 保 费 再 加 上 一 定 的 平均 经 营 成 
本 , 称 为 毛 保 费 (gross premium) ,即日 常 实际 业务 中 所 说 的 保费 .在 保险 统计 中 主要 
讨论 纯 保费 ， 
保费 定价 原理 ”对 任 茧 的 风险 开 , 给 出 一 个 非 负 的 净 保 费 函 数 HCXO , 则 称 
为 保费 定价 原理 . H 满足 的 基本 条 件 是 :如 果 风 险 XY 和 了 同 分 布 , 则 有 
HOY)}y= HC(Y). 
常见 的 三 种 保费 定价 原理 是 : 
(1 数学 期 望 震 理 
HM)=(1+a)E(X), a>0: {3-1) 
人 2) 标准 差 原 理 
HX)= ECX) tav va ¥), a>0; (3-2) 
(3) 方 差 原 理 
HX)= ECA) + ova( XR), a>0. (3-3) 
关于 保费 定价 原理 的 主要 研究 问题 有 : 
(1) 保费 定价 原理 斤 应 满足 的 基本 性 质 ; 
《2) 不 同 定价 原理 之 间 的 等 价 性 - 


3.1.2 保费 定价 原理 的 基本 性 质 


ls 对 任何 风险 站 和 .有 H(X+Y 了 HCXY+ HY). 

> 对 任何 风险 政和 Y, 有 HCXY) HCX+ Y). 

和 对 任何 风险 革 , 有 HCX) ECX). 

中 对 任何 风险 下, 有 PX< UX)) <1. 

人 骆 任 何 风险 熙 ,有 PONEm)=1, 比 mz H(X). 

因此 ,以 上 三 种 定价 原理 对 基本 性 质 的 满足 情况 可 以 简单 地 用 表 3-! 表示 ， 
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表 3-1 三 种 定价 原 蜂 的 基本 性 质 
2 


厅 本 作 质 1 3 4 
数学 期 户 了 旦 + - 
标准 差 原 理 + - + - 
方 益 珠 理 一 - 十 - 


表 中 “+” 表示 满足 性 质 ;" - "表示 不 满足 性 质 . 
3.2 ”可 信和 度 理论 


3.2.1 初期 衬 型 


设 有 一 类 保险 合同 ,具有 圈定 的 未 知 克 险 参 数 如 ,时 间 其 限 为 1 年 ,年 索赔 量 
用 , 语 ,…, 夸 表示 .假设 已 知 风险 参数 的 分 布 消 数 .在 给 定 B=8 时 ,大 条件 独 
立 同 分 布 .车 已 知 某 个 合同 的 风险 参数 9, 要 求 估计 净 保 费 以 及 无, 

定理 1{Biihimenn 模型 】 设计 ,证 ,，…, 污 为 有 有 有限 方 着 的 随机 变量 ,给 定 昌 
= 如 时 ,它们 条 件 独 立 服 从 相同 的 分 布 Fyatx;9). 已 知 日 的 分 布 为 VU(9)( 一 般 称 
之 为 结构 参数 的 分 布 }. 设 


D = lg()sglr we, = co Dope E Rj = 1,2,.,4|, 
j=1 

则 有 

ming|[ 2(@) — gx va t)] 

2{8) = E[XIG= 08] 

的 解 为 

站 (3-4) 
其 中 


m= Elx(B)], 元 = to%, # = -一 笃 一 


; at + $2 
a= var[ pt 全)] = var[ ECCTX1O)], 
好 = E[o(8)] = E[var( 18)]. 
一 般 称 上 述 解 为 最 优 可 信和 麻 估 计 , 称 z 为 可 信和 度 因子 . 
定理 2 若 Bahimam 模型 的 结构 分 布 为 以 下 形式 : 
由 人) = 如] -He Po/ cl to, xo), > 0, 
攻 的 条 忻 分 布 为 指数 族 
fria(tx,0) = pix)e S/g(0), x>0,0>0, 
其 中 ,ptx) 为 任意 非 供 销 数 , io 和 wo 为 正常 数 , cet, zo0) 为 正规 化 系数 , 则 有 以 下 
结论 :最 优 可 入 度 估计 与 线性 可 信和 度 居 计 相 同 . 即 
E[n( ON A, Ns, RC] = > 天 +(1- 5), 
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3.2.2 古典 模型 
定理 3{ 证 典 Hiihimann 模型 】 设 有 点 个 合同 经过 1 年 的 索赔 记录 如 表 3-2 
所 未 .六 表示 第 > 年 的 第 j 个 合同 的 索赔 金额 ,第 j 个 合同 的 结构 参数 为 随机 变量 
他 | 二] ,2 1 ,2 
表 3-2 上 个 合同 经 过 : 年 的 索赔 记录 表 


白 ， 各: . 好 a 部 
1 Rll Ep “* I; "+ Tk 
2 用 31 三 好 2 0 成 2F 
Et A ip "=" i ke 


表 中 , (i; 各;,… ,六 ) = (6) = 1,2,.",k. 
假定 (9B,; 为 ) 是 独立 同 分 布 的 随机 向 量 序 列 ,j = 1,2，… 涉 .对 每 个 六 当 蕊 = 及 
固定 时 ,了 15 是 条 人 忻 独 立 同 分布 的 随机 变量 序列 .引信 人 记号 : 
kB) 三 E[ 1 全]， cf 可) = var[ X71]{r = 1 ,2 1 ,2 
coy[ EDI= To), m= Elp(GB)) = ELT]r=1,2,.0, 137)=1,2,.., k); 
a= Yar[ p(B)], + = E[o (BO) (=1,2,.",k). 
则 pt 如) 的 最 优 非 齐 福 的 线性 怖 计量 为 


RO@)= = (1 m+ MM, (3-5) 
其 中 
骨 = 世 = bs 
ou 
二 
定理 4 在 古典 Bihimam 模型 中 , 缚 数 详 ,和 2 的 无 坑 估 计量 分 别 为 
4 4 
= Mo = 坝 2 名 = 广 守 抑 : {3-6) 
下 上 
ce GD 
人 1 工作 
= ED- Mo - 1 {3-8) 
3.2.3 Bihimamn-Straub 模型 


定理 5(Biihimann-Straub 模型 】 ” 设 索 贿 数据 与 古典 Buhimann 模型 相同 ,如 表 
3-3 所 示 . 表 中 凤 ) 是 每 次 索赔 的 权重 ,r= 1 之 t= 1 ,之 
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表 3-3 ”Bihlmann-Straub 模型 索赔 数据 


他 好- a 3 + 各， 
I 1 Xn Wi) Kut Wy - Et Ws 
2 Nal i 二 2， ) Nat Li 四 ast Wa:) Eant Wax} 
¢ Rt Wr ) Xt WV) 7 tt Wy} 2 RE 用 


模型 银 设 ， 
(BSD: E[XNG]=A8): val lB]= 08) W,, 
r=1,200 ts j=1,2,",k. 
omw[ Ky, EB =0,. rz29,7=1,2,,t; qq9=1,2,.,t; j=1,2,.…,k. 
(B32): 各 个 合同 独立 , 即 ( , 世 ), 了 =12 ,天 独立 , 且 BIG 全 是 独立 


同 分 布 的 , 3 有 有 限 方 差 . 
另外 , 记 
W, = SW, W.. = 人 | W.), 
=] j=3 ， 
2 = aW,/(s? + aW,), 2. = 2 


2 
= Ny = DM Xe - DE fre = 2 Re 
则 有 结论 : 产 (全 的 慑 人 并 性 的 线性 估计 最 


= (1- DZ) m+ ZAM,. (3-9) 
定理 在 Btihlmann-Straub 贞 本 型 中 统 构 台 雪 站 ,aa 和 > 的 无 篇 估计 量 分 别 为 
= Mo = Kuz, (3-10) 
本 FD DD Wt ~ Xn)”, (3-11) 
Sw, (Xm — Xo) — (Rk 1)s7 
& = Wm., 冲 一 一 (3-12) 
Wp. - Pm, 


定理 了 在 Bihimann-Straub 模型 中 ， 结构 参数 a 的 无 伯 和 数值 递 推 佑 计量 
{ Pseudo 估计 ) 为 


~ 1 上 
并 二 1 2 Zt MM 一 MY. (3-13) 


3.2.4 Hachemeister 回民 模型 
Hachemeister 考虑 将 "(@; 于) = 财 19; 独立 同 分 布 " 的 假 没 适当 放宽 ,然后 利用 
回归 方法 进行 讨论 . 
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定理 计 Hachemeister 回归 模型 ) 记 
Hi 四] = 三 [和 图] 人 r=12 2 


或 
pO) = EO (9 ,0 B)) ,0G = cov[ 瑟 ]. 
模型 假设 为 
(Fi ) :合同 ( 提 ; 关 ) 互 相 独 立 ,随机 变量 B81,B;,…, 售 , 是 独立 同 分 布 的 ， 
CH) :ELEIG]= KBB), 
cv[ XG] = (BV, 
其 中 ,X, .是 已 知 的 xn 阶 矩 阵 , 称 之 为 设计 和 矩阵; 员 >,( 印 ) 是 未 知 的 回归 系数 
矩阵; 世 ,是 满 秩 (n < 由 矩阵 , VF; 是 5x 记 的 权 数 矩阵 . 
结构 参数 
+ = Elo'tB)], 
axn= co [Bt], 
baxt= ELB, (8B)]. 
另 记 
X= Yn 
w= [XV], 
= 0nn [dnt su] 
则 有 结论 ， 
1? 加权 距 离 
min(% ~ RB) VY (XK - XB,), 
极 小 化 佑 计 为 


B= (XV XEYV N= WV = (XC MXC (3-14) 
C= V+ Xa aX'. 
E[B .1(B 1K] 的 最 优 线性 估计 为 
MM= 5B + (hx db xl- (3-15) 
定理 9 Hachemeister 回归 模型 的 结构 参数 估计 
【17) 瑟 .1 的 估计 为 


b,,, = -Do D8 (3-16) 
(2) 车 用 外 表示 4 > 5 的 个 数 ， 则 下 而 的 丙 个 合计 都 是 ?的 无 篇 佑 计 . 
人 = >， (EXB). (3-17) 


2 
本 三 襄 时 
J 1 

Gon 


(3) 6 x nr pe 人 
Fi B- - b,,..). (3-18) 
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3.3 风险 排序 


3.3.1 基本 概念 


用 非 负 随 本 变量 X 表示 量化 的 风险 .在 所 有 风险 变 基 组 成 的 集合 上 定 立 一 种 
二 元 关系 ,用 ”< "表示 .对 任意 风险 X,Y 和 2Z, 有 

(10) 传递 性 若 X<pY, 了 <pZ, 则 有 < 2; 

(2) 反 对 称 性 若 X< 7 了 <。, 则 三 与 了 有 相同 的 分 布 ， 
称 满足 以 上 两 个 条 件 的 关系 ”< "为 偏 序 .车 同时 有 

(3) 完全 性 ”对 任意 的 风险 X 和 了 ,必须 满足 以 下 三 个 条 件 之 一 : 

X<pY,Y<,X,X 与 Y 同 分 布 ， 

则 称 ” < 。 为 全 序 . 


3.3.2 随机 控制 序 


(1) 定义 1 风险 变量 X 和 ?, 若 满足 对 所 有 的 非 降 实 函 数 w(x) 有 
E[wtX)]< ELw( 7)], 

则 称 风 险 了 随机 地 控制 风险 芋 , 记 作 “ 工 < 六， 

这 个 侦 序 的 背景 是 :如 果 风 险 决 策 的 效用 函数 为 单调 上 升 函 数 , 则 决策 者 久 好 
于 风险 大， 

02) 随机 控制 与 风险 变量 的 分 布 应 数 ” 对 于 任何 的 风险 灾 量 天 和 了 ,有 

牙 < a 了 等 价 于 F(x) < fr(x) ,对 任意 x 二 0. 

(3) 对 偶 性 ”风险 变量 XX 和 了 满足 ;XX <。Y, 则 存在 风险 变量 了 与 了 同 分 布 ， 

肝 洪 足 
P(XeErF)=1， 记 为 <IY; 

反之 ,对 任意 风险 变 姨 了, 若 夺 <iY , 且 了 与 子 间 分 布 , 则 有 工 < 。. 

(4)} 判 别 方法 “如果 风险 变量 下 和 了 的 分 布 函数 所 (x*) 和 后 (xz) 都 是 可 导 函 
数 , 记 它 们 的 导 郴 数 分 别 为 入 (xz) 和 fy(x). 如果 存 站 “sz0, 全 

hrmfrtix) (OGx<e), 
hirefrtx) (ex), 

则 有 工 < .Y. 

(5 应 用 

二 项 分 布 Btn,p) 在 随机 控制 序 的 关系 中 臣 随 ”递增 的 随机 变量 . 

泊 松 分 布 na) 车 AL 灾 A2; 则 TA) 攻 aNCAr). 

指数 分 布 exp(4), 若 A1< A2; 则 expCA3) < exptA2). 

方差 保费 原则 中 ,xy = ECX) + Yvan 六) ,7 了 > 人 0, 对 随机 控制 序 是 遂 减 的 . 


3.3.3 停 损 序 
【二 定 党 2 如 果 风 险 变 量 车 和 了 满足 
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E[CX- dd) ,ELCY- d，], 对 任意 d 志 0， 
刘 称 用 迟 损 序 了 大 于 让, 记 作 天 < 了。 
如 果 存 在 竺 机 变量 DD 使 和 + 上 DD 与 Y 同 分 布 ,而 且 
P(ELDIX)=0)=1, 
刘 称 随机 变量 蕊 比 了 小 , 记 作 <yY. 
如 果 对 所 有 同 的 不 减 的 效用 函数 u(x%) 成 立 
Elu{ ~ Xl Flu - ], 
则 称 从 风险 回避 的 龟 度 看 ,XX 小 于 了 , 记 作 下 < YY. 
(2) 等 价 性 ”基于 风险 变量 和 和 了 的 以 下 三 种 排序 世相 等 价 ; 
En, Keagk, cur. 
{ 习 判断 如果 存在 实数 ,对 风险 变量 三 和 了 满足 
下 MX) 和 EYE) (Osx<e), Fas F(xr) (cax), 
而 且 ECX)= EC, 则 有 <,Y. 
如 果 ECX}= ELY) ,而 且 存 在 对 [0, o }) 的 一 个 分 割 ;了 ,上 和 5 为 三 个 不 交 区 
间 , 且 有 TU UD =[0, =), 车 满足 
dryix) =dFr( x) {xD), 
dFy(x) edFr(x) (xEeED), 
则 有 Y < ,了 ， 


3.3.4 不 变性 


{1) 随 机 变量 和 ”如果 风险 变量 序列 守 , 训 ,大 , 与, 坊 ,… ,是 独立 的 ， 
而 且 满 足 
Ke, i=1,2,,n, 


之 /而 < .2 bk. 
(2) 随 机 变量 的 混合 ”如果 风险 变量 序列 看 ,下 下 与 四 了,… ,是 独 
立 的 ,而 且 满 足 


则 有 


Kh, i=1,2,.,n, 
设 有 风险 变量 序列 站, 玫 ,-…, 下, 均 为 二 点 分 布 
而 且 满 足 。 POL=1D)=p=1- POE=0, i=1,2,.,n, 


hi=1, 


SE < oY. 
(3) 顶 机 变量 的 复合 ”如 果 风 输 变 量 序列 站 ,一 与 四 3,… 是 独立 同 分 
布 的 , 设 NN 和 六 是 独立 于 Ef 石 ,… 各 了 了 思 ,- 的 计数 随 相 变 量 ,而 号 有 有 
和 < 
Nz , 


则 有 
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则 有 
之 总 < Ni 2 % < F. 
3.4 损失 准备 金 模型 
3.4.1 背景 


在 某 些 保 险 险 种 中 ,有 些 索 赔 很 难 在 索赔 报告 的 当年 结案 ,可 能 要 在 随后 的 几 
年 内 未 步 赚 付 , 对 于 尚未 赔付 的 索赔 损失 就 需要 积累 损 拓 准备 金 , 有 时 称 这 类 准备 
多 为 JRNRIincurred but not reported) 准 备 金 .损失 准备 金 的 大 小 在 很 夫 程 度 上 决定 
于 对 已 掌握 的 索赔 延期 赔付 数据 的 分 析 . 

最 初 的 IBNR 淮 备 金 模型 是 verheek 在 1972 年 提出 的 ,当时 研究 了 带 自 留 额 的 
超额 损失 再 保险 情形 . 

一 般 的 [BNR 模型 的 数据 为 :随机 变量 天 ,组 成 的 矩阵 全 = 1,2,…, 上 ;j= 1,2， 
表示 在 某 个 保障 年 度 其 以 往 上 年 的 所 有 已 经 报告 的 索赔 实际 赔付 记录 和 来 
来 赔付 的 预测 ,后 ,代表 第 年 发 生 的 索赔 在 随后 的 第 / 和 牛 内 的 索赔 数据 .这 些 随 机 
变量 可 以 有 许 索 实际 的 背景 : 捉 失 比 ,累计 索赔 指数 ,赔付 率 ( 总 索赔 与 保费 收入 之 
比 ) 等 .实际 上 , 充 ,; 可 以 分 为 两 大 类 ;已 有 观测 数据 的 变 址 (i+ j< !+ 4) 和 兰 要 预 
测 的 变量 (i+ > 1+ 1). 

3.4.2 梯 链 (chain ladder) 方 法 

1. 基 本 方法 

设计, 表示 累计 损失 指数 ,k=t. 

基本 假设 ;各 列 变 量 成 比例 . 

如 果 用 Gj ,| 表示 第 j 列 与 第 j+ 1 列 的 比例 因子 , 即 

Gj = Kj Kj, i=1,2,. ,1, 
自然 有 ,1 的 直接 司 计 量 
Sy 
Cj 三 - 生 一 一 ， 上 二 1 ,2 一 |， (3-19) 
这 时 ,如 果 用 已 .表示 索赔 发 生 后 前 :年 总 的 索赔 支出 , 与 发 生 的 时 间 独 立 , 那 
么 , 它 的 一 般 估 计 为 


其 中 


或 保守 一 些 , 有 
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人 =1.02 人 | ,. 
因此 ,得 到 任意 两 列 的 比例 因子 合计 
6 ,二 Iré, jtl > (3-20) 
进而 有 对 和 的 下 三 角 部 分 的 外 推 估 计 
从 = (3-21) 
这 表明 :可 用 所 在 列 的 比例 因子 GC, ,1-_ 1 的 估计 来 夏 正 已 知 的 最 近 一 次 的 观测 数 
据 革 ,1.;. 
2. 广 党 方法 
从 基本 方法 揭 变 量 卸 阵 可 以 构造 另 一 个 变量 矩阵 
Djp= /Nn itj<itl. {3-22) 
依据 梯 链 方法 的 假定 ,在 i 固定 时 Dj; 应 该 是 常数 , 记 为 访 . 因 此 有 如 下 情 计 : 
fy = Xe TB + 十 > 二 1 ‘(3-23) 
常见 的 估计 D; 的 方法 有 
(1) 线 性 方法 
D1={D,1+ D2,,- 02, D,= DD. (3-24) 
(2) 加 权 平 均 
Bb, = > WD/ DW {3-25) 
其 中 ,本 = 互 ,或 本 =irjrl | 
(3) 指 数 
X= KexptB), i=1,2,..f-j+l, (3-26) 
B=B-1: 


3,4.3 De Vylder 最 小 二 来 方法 ( 敢 积 模型 ) 


令 无 表示 第 :年 发 生 的 索 赠 今后 所 有 可 能 延期 赔付 的 总 和 ,表示 高 中 延期 j 
年 赔付 的 比例 .所 以 ,如 果 上 充分 大 ,有 


Sy = 1. 
rel 


最 小 二 乘 的 极 小 化 方程 为 
D(X - Xp】*， 这 里 是 对 所 有 观测 到 的 总 求 和 . 


= 2 Ee 
= >， Xp Dr, 


进而 得 
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由 初 值 w = 174 选 代 计算 . 
3.4.4 回归 模型 (对 数 线性 模型 ) 
X=lnn th tt my; i+J<t+l, 
或 
上 = 各 + vu, 
其 中 ,ww 为 误差 项 


Y= (Cn ns nk nT, 
B= {nr ne nA ln ) 
可 = Cn a 
L, 0 Tx, 
Vy HD 0 于 
了 人 六 
i 


0 有 xf 
0 Txl 


一 和 一 和 一 和 一 


“入 "表示 元 率 为 零 的 宅 阵 ， 
3.4.4 自 本 归 模 型 
(1 基本 模型 


jr i Bt ii + ,je 
(2)" 伦 敦 梯 链 ” 方 法 
N= i eA, jt th,j: 
可 以 用 最 小 乙 乘 方法 得 到 和 4 的 估计 值 ,进而 有 
区 上 一 下 j= Le 1 上 一 下 二 十 
j= aj+ ej, Et 
3.4.6 可 悦 度 方法 
(1) De Yylder 模型 
(Dh) : 问 基 { 疮 | ,外 立 ， 
(DY2) ;于 可以 表示 为 
X=P(0)Y,. 
p(@) 是 与 /无关 的 关于 人 @ 的 尺度 函数 ,了 为 未 知 的 随机 向 量 ,了 与 @ 独立 . 
(DV3) :EL¥] 二 (ys pe 为 与 j 无 关 的 常数 向 量 ,j = 1，…… ,上 另外 有 
cov[ ¥ | ={r/p) us 
其 中 , 产 为 未 知 常 数 ;p, 为 第 j 个 索赔 年 度 的 权 数 ,了 ,为 : xt 答 的 单位 矩阵， 
(DVY4) :结构 变 址 加 1,… ,全 独立 同 分 布 . 
从) 定理 10(De Vlyder IBNR 可 信和 度 模 型 ) 在 (DV) ~ (DV) 的 假定 下 ,有 
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Bt 合 ) 的 可 信和 度 居 计 如 下 : 


Bl(@)= (1- 5) b+ 6,, 
其 中 ， 


B= Dy Sys 5 a/la+ spw), 
9 4 了 


之 
si = Eloa*(@)] = pp Wi 二 1 Sa， 


7 表示 第 ;个 发 生 的 索赔 已 观测 到 的 延期 赔付 的 年 度 的 脚 标 集合 ;其 它 常数 分 别 
为 
b= ELB@)], 时 = rE[F(O)], a=val PG]. 


3.5 奖惩 系统 


3.5,1 背景 


大 加 世纪 0 年 代 中 期 开始 ,在 茶 些 财产 保险 (特别 是 汽车 保险 的 许多 险种 ) 
中 ,保险 人 常 考虑 对 投保 人 的 保费 进行 适当 的 调整 :在 掌握 了 每 个 投保 人 一 段 时 间 
内 的 保险 记录 (投保 .索赔 , 续 保 等 ) 的 基础 上 ,调整 投保 人 下 一 期 (年 度 ) 内 的 保费 ， 
一 般 原则 是 对 索赔 记录 “ 较 好 "(索赔 次 数 少 或 无 索赔 ) 的 投保 人 适当 降低 保费 . 称 
这 种 保费 系统 为 无 索赔 优待 或 奖惩 系统 [bonus-manls system) ,简称 BMS. 

一 般 的 BMS 由 下 面 三 个 部 分 组 成 : 

(1 保费 等 级 而 量 , 记 为 吉 = (的 加 表示 第 :个 等 级 的 保费 水 平 ,: 
二 [2.4 

(2) 最 初 的 等级 i. 

(3) 等 级 转移 规则 , 如 果 某 个 投保 人 在 前 一 年 的 索赔 次 数 已 知 ,那么 ,决定 其 保 
费 水 平 由 原 等 级 转移 到 新 等 级 的 规则 ,一 般 由 保险 人 事先 规定 .可 以 表示 为 (7) 
= j=1 2 12 ms 本 =0,1,2…. 当 索赔 次 数 为 天 时 ,投保 人 从 等 级 i 
转移 到 等 级 ) ,或 者 定义 矩阵 

T= (的 ) * 

其 中 :f= 人 | 和 (= 有形. 

若菜 个 投保 人 在 一 年 中 的 索赔 频率 用 随机 变量 A 表示 ,点 (4) 表 示 发 生 上 大 次 
索赔 的 概率 ,那么 该 投保 人 从 等 级 i 转移 到 等 级 j 的 概率 PP,(4) 为 


PD) = DOPOD DOP) = 1, b= 1,2,%,s, 


因此 , 某 个 投保 人 在 车 于 年 内 的 保费 水 平 就 形成 了 一 个 状态 空间 为 11,2,…， 
;| 的 随机 过 程 
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3.5.2 BMS 系统 的 评价 


评价 一 个 BMS 系统 的 关键 是 考察 该 系统 对 索 赌 频 珍 恋 化 的 灵敏 程度 ， 
(1) 渐 进 弹 性 Ioimaranta(1972 年 ] 和 Vepsalainenf 1972 年 ) 在 假说 BMS 为 齐 性 
翅 氏 链 的 傅 疯 下 ,提出 了 直面 的 BMS 系统 弹性 的 定义 : 


d InP(A) 
tA) = dl (3-27) 


其 中 ,4 为 索赔 频率 变 共 分 布 函 数 的 参数 ; P(4) 表 示 索 赔 频 率 分 布 参 数 为 2 时 的 
平均 稳定 保费 .如 果 记 转 物 概 率 的 { 极 限 ) 稳 定 分 布 为 

fA) = aA), ea) 
则 有 

P(A) =[a(ay lh. 
如 果 用 im 表示 一 个 新 的 投保 人 最 初 的 等 级 为 i 经 过 年 的 保费 总 支 

出 ,zi=1,2,…,*, 则 有 

EL PATA)] = POOR+ gi(A) + en， 
5&4 以 指数 形式 区 于 零 (n 一 mm). 另外 有 


SA) = -PAD)+ Dp ga), i = Ts 


Dai) el2) = 0. 
(2 瞬间 弹性 ”Lemaime! 1985 年 ) 引 人 折扣 因子 8(0 < 2 < 的 概念 ,定义 
vA) 二 和 + Bm A 0) . 


表示 索赔 频率 分 布 参 数 为 4 的 投保 人 最 初 以 等 级 ; 进 人 系统 ,经 过 nn 年 的 连续 投 
保 所 支出 的 所 有 保费 的 期 望 值 . 令 
vitaA) = lim vy (4), 


因此 ,向 量 Ya = (104),y2C4),… ,bs,{4)) 满 足 方程 组 
yA) = b+ BO PAA) va(A), 
进而 ,引信 隆 时 弹性 pt) 的 概念 ， 


A) = 里 下 
一 般 是 通过 求解 下 列 方程 组 得 到 总 全 ) 的 解 ， : 
dv (al Yn (A) 
dA ! = BE [0) + Dita 0 ]. 


3) 整 体 旨 信 在 渐进 情况 下 ,整体 弹性 定义 为 
9 = | vu; 
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在 瞬时 情况 卜 ,整体 弹性 定 立 为 
和 = | qdA， 
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引 言 


线性 规划 问题 是 指 目标 函数 和 约 东 函数 都 是 线性 沙 数 的 数学 规划 问题 . 

线性 规划 问题 最 早 是 由 丹 齐 格 {George B. Dantzig} 在 1947 年 以 前 提出 来 的 .他 
于 1948 年 出 版 了 线性 结构 的 规划 》 一 书 .线性 规划 "这 一 名称 是 在 1948 年 夏天 库 
普 曼 (T.C.Koopmans) 和 和 丹 章 格 首 次 提出 的 .1949 年 丹 齐 格 提 出 了 求解 线性 规划 问 
题 的 一 个 有 效 的 方法 一 一 单纯 形 方 法 . 

1979 年 前 苏联 学 者 哈 奇 杨 (L.G. Khanchian) 证 明了 绍 尔 (Shor) 等 人 提出 的 “ 桶 
球 法 "的 多 项 式 复杂 度 . 

1984 年 ,印度 数学 家 卡 马 卡 (N. Kamarkar) 提 出 了 被 称 之 为 卡 马 卡 算 法 的 求解 
线性 规划 的 多 项 式 算法 ,使 线性 规划 内 点 算法 的 研究 成 为 后 来 数学 规划 研究 最 活 
路 的 领域 之 一 . 

多 目标 规划 是 加 世纪 70 年代 迅 速 发 展 起 来 的 一 门 新 兴学 科 , 主 要 研究 在 某 
些 条 件 限 制 下 多 个 数值 目标 如 何 同 时 达到 最 优 的 问题 .18%6 年 和 1906 年 著名 法 国 
经 济 学 家 帆 雷 托 (V.Pareto) 在 经 济 福利 理 论著 作 中 提出 了 多 目标 量 优 化 问题 及 由 
雷 托 最 优化 概念 ,现代 多 上 日 标 规划 的 正式 形成 始 于 加 世纪 50 年代 .1951 年 库 普 曙 
从 数量 经 济 角 度 对 多 目 标量 优化 问题 进行 了 基础 性 研究 ,同年 库 恩 (有 H., 玉 ,Kuhn} 和 
塔 克 (A. 克 .Tucker) 从 数学 规划 角度 给 出 了 向 量 极 值 问题 的 帕 雷 托 晤 优 解 概念 ,为 
这 一 学 科 的 建立 莫 定 了 重要 基础 .1958 年 L. Hurwicz 把 多 日 标 规划 的 研究 推广 到 一 
般 的 拓扑 向 量 空间 .1963 年 L.A.Zadeh 从 控制 论 角度 研究 了 多 上 自 标 最 优 控制 问题 ， 
多 目标 规划 研究 的 真正 兴旺 发 达 , 并 正式 作为 数学 学 科 的 -- 个 分 支 进行 系统 研究 ， 
是 20 世 纪 70 年 代 以 后 开始 的 ,研究 内 容 包 括 多 目标 规划 问题 解 的 概念 . 解 的 性 
质 . 解 法 、 对 偶 多 目标 规划 .不 可 微 多 目标 规划 及 依 机 多 目标 规 划 等 . 

本 篇 仅 讨 论 单 目标 与 多 目标 线性 规划 .该 类 规划 的 蔡 访 性 和 其 单纯 形 法 、 内 点 
算法 的 有 效 性 ,使 其 已 成 为 运 等 学 .经 济 数 学 .管理 科学 .系统 分 析 ,组合 最 优化 等 
学 科 的 禁 本 方法 . 


1 线性 规划 问题 与 基本 定理 


1.1 线性 规划 标准 型 问题 


由 于 各 种 形式 的 线性 规划 问题 都 可 以 经 过 初等 变换 转化 为 标准 型 问题 ,因此 
下 面 仅 限于 讨论 如 下 形式 的 标准 型 问题 : 
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mn elx, 
sit. A = 上. 

= 0, 

关 所 县 ". 
其 中 cE RATE Rn GE RR". 人 集合 人 = IE 了 Ar = 之 四 称 为 (1P) 
的 可 行 域 . 为 手 述 方便 , 记 4 的 第 i 列 为 4,, 记 指标 集 此 己 11,2,…,n| 的 第 j 个 指 
标 为 到 , 即 太 = 二 | 六 二 (1 下 表 示 集 合 下 的 归 
类 }, 记 六 二 CA A ss AR eK 一 《人 
} 和 Bk = Cbg, br, br, ). 


Ek 


(LPY €1-1) 


TT , a 
i (NK Ek, 4 


先 
大 Ti 


1.2 可行 堪 的 数学 刻画 


可 行 域 是 一 多 面 凸 集 ,对 它 的 刻画 需要 引 人 人 极点. 棱 广 癌 与 极 方 柯 的 概念 . 交 
的 极点 即 它 的 0 维 面 ; 纪 的 棱 即 它 的 上 维 面 ;如 的 方向 即 它 的 加 收 方向 ;如 果 站 的 方 
向 4 关 引 不 能 表示 为 两 个 不 同方 向 的 正 钱 性 组 台 , 则 称 d 是 人 n 的 个 极 方 向 . 

引 理 1 总 的 子 集 六 是 品 的 一 个 面 当 且 仅 当 存 在 指标 集 A CC 11,2. :al ,使 得 

DP=N0N xeER lx = 0. 

定理 1 YE& 旭 基 旭 的 概 点 当 且 仅 当 存在 指标 集 N CC jl,nl,|INI=n- 
m,Xw = 和 旦 As 星 非 奇异 的 ,其 中 号 = fl ,nd NN. 

定 洛 如 果 在 x 人 人 , 存 在 N12 下 ,nj ,IN1I=4-m, 满 足 xnv = 0 
用 4p 是 非 奇 异 芍 ,其 中 B = 11,2,… ,nl WN, 则 称 x+ 是 2 的 基本 可 行 解 ,指标 集 
BN 分 别称 为 基 指 标 集 与 非 基 指标 集 ; 如果 xs > 06, 网 x 是 非 退 化 的 基本 可 行 解 ， 
否则 x 是 退化 的 基本 可 行 解 . 

定 兴 2 设 + 是 人 的 一 个 极点 ,DD = jz1z= 3+ 七 [0,0]1(Ao > 中 是 
从 * 册 发 的 一 条 楼 ;如 果 20 < + 如 , 则 和 +hAog 是 与 x 相 邻 的 -个 极点 ;如 果 An = 
+ %, 则 畏 是 - -条 从 x 点 出 发 沿 # 方 向 的 半 直 线 , 此 时 如 无 兴 , 称 4 是 关于 x* 点 的 
棱 方 向 . 

定理 2 设 x 蕊 位 是 极点 ,8 人 亿 ,2 ,ni 是 它 的 此 指标 集 ,让 = 11,2,…， 
nt 上 B 基 非 能 指标 集 , 则 4 ER",d zz 洛 是 关于 的 楼 方 问 中 旦 仅 当 存在 庆生 141. 


2 天 有 
d€ fp1X> 0l. pa=- AiAy, pn 人 
成 次 , 具 中 ;是 RR"-" 的 第 j 个 单位 向 荆 . 
定理 3 4E R",d 关 0 是 如 的 -个 籽 方 向 的 充分 必要 茶几 是 存在 指标 集训 C 
2 在 EN 


dE laplps=-— ABAs :Pn = eA 0 pr 0. 
定理 ] ~ 3 分 别 刻 喇 了 极点 ,楼 方向 种 极 广 而, 下调 的 天 理 给 出 极点 和 极 方 问 


曲 


了 
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存在 的 条 件 . 
引 理 2 藻 介 关 保 , 则 吕 必 有 极点 ;车 虽 关 亿 且 无 界 , 赔 碳 必 有 方向 . 极 方向 ， 
下 面 的 定理 用 和 极点 和 极 方向 描述 了 多 面 凹 集 虽 ,从 这 … 定 理 可 导出 线性 规划 
的 基本 定理 . 
定理 术 儿 向 凸 集 的 表示 定理 ) ” 设 E 是 但 的 极点 集 介 ,P 是 2 的 极 方 同 集合 . 
则 只 可 表示 为 
0 = co 上 + conep. 
其中 
CoB = | YOANNTE EMRO0EL ON=1,1Il<+ ~|, 
i EE 
coneP = | jp [Ipe P00eEl,|i|l<+ wl. 
| 


1.3 ”线性 规划 的 基本 定理 


单纯 形 法 就 是 基于 线性 规划 的 基本 定理 而 设计 出 来 的 ,而 这 一 定理 是 线性 规 
划 的 核心 定理 之 一 . 

定理 5 线性 规划 的 基本 定理 } ”车 线性 规划 问题 {LP) 有 有 限 的 最 优 值 , 则 它 
必 可 在 可 行 域 0 的 某 极点 达到 ,上 旦 标 函 数 有 有 限 最 优 值 的 充分 必要 条 件 是 ,2 zz 
人 D 对 任意 的 极 方 向 p € P,p'e > 0. 

证 设 EE 是 的 极点 集 ,P 是 如 的 极 方向 集 .由 定 肆 1 与 定理 3 知 | | 
<+4+ 吕 ,|Pil<+ 名 .不妨 设 上 = Ex ipi.P2 ,D1 .由 定理 4 
串 得, 对 和 性 意 的 x 衣 ,x 可 表示 为 


其 中 


0 7)= 12 
于 是 (LP) 问题 可 转化 为 以 入 EE BR' ,jp R' 为 变量 的 如 下 线性 规划 问题 ;: 


下 { 
min DT) + DY (eT ) i, 
1=1 ral 


st DA=E Lm0 i=1,2,..k, 


0 = 12 上 
由 于 点 的 分 量 可 以 任意 大 ,coE 是 有 界 的 ,iLP) 问题 有 有 限 值 的 充分 必要 条 件 
是 对 任意 的 上 ,7 = 1,2,-…,!, 有 de > 0 成 立 
全 T 


Cx = minte x Ii = 1,2,°, £1., 
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对 任意 的 xx 扎 从, 有 
上 
cx 宏 Di (eTr A 汪 eX 


即 在 x 这 一 极点 上 达到 最 优 值 .证 毕 ， 


2 单纯 形 法 


2.1 单纯 形 法 的 思想 


线性 规划 的 基本 定理 为 单纯 形 法 提供 了 理论 依据 .单纯 形 法 的 思想 是 从 一 个 
极点 出 发 沿 楼 方向 选 代 和 妈 目标 足 数 值 更 小 的 相 邻 极点 ,并 -直达 代 到 最 优 极点 . 
依据 上 述 思 想 ,首先 必须 给 出 最 优 极 点 的 数学 刻画 ,其 次 是 解决 从 非 最 优 极 点 
出 发 党 娜 一 条 楼 和 迭代 的 问题 ,然后 需 确 定 侣 适 的 步 长 司 下 - :迭代 点 仍 嫩 是 极点 ,最 
后 要 针对 退化 极点 的 情形 给 出 防止 循环 的 策略 . 以 下 顺 次 讨论 这 些 问 题 . 
定义 1 设 x 是 人 的 一 个 极点 ,B C 11,2,…,nj 是 x 的 基 指 标 集 ,NW = {1,2， 
… ,ni \ 是 它 的 非 基 指标 集 , 称 r(x) = ec - ATAF'es 是 x* 处 的 相对 成 本 向 量 ， 
用 rtx) 刻画 最 优 极 点 ， 
定理 1 设 x 是 的 一 个 极点 ,车 r(x) > 0, 则 x 是 最 优 极点 . 
证 对 任意 x ED,xp = 同一 站 ww 0, 有 
Cx = elra + Chrn 
= ChCABD - ABANrny) + en 
= chrp + r(x)bxy 
= Cr + rx) ry 
成 立 . 由 于 r(x)s = 0,r(x) 宇 洛 等 价 于 zx)w = 全, 并 注意 到 xw w 0, 由 x 的 任意 
性 得 x 是 最 优 极点 , 证 毕 ， 
注 1 从 西 规划 的 库 恩 - 塔 克 条 忻 可 证 明 , 当 x* 是 非 退 化 基本 可 行 解 时 , r(x) 
守 还 是 让 为 最 优 极点 的 充分 必要 条 特 . 
现在 分 析 , 若 x 不 是 量 优 的 极点 ,应 沿 岂 条 楼 选 代 才 能 使 目标 函数 值 递减 . 设 


4 是 下 降 的 楼 方向 ,由 第 1 章 定理 3 知 ,dp = -APAn ,dy = ej,j € 112，…m- 
ml ,是 满足 eTd < 0, 由 后 一 条 人 忻 可 导出 
eid = 
= 一 cHABAn + cn 
= ry 和 0， 


可 见 要 选取 jE |1,2,…,n - m| 满足 ry < 0, 它 对 点 的 楼 方向 有 由 本 = 
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- ARAs . 和 = 2,， 玉 址 突 ,是 处 上 降 的 棱 站 向 . 
选 详 了 下 凤 的 檬 斑 四 后 ,进而 选 详 步 长 ,分 上 下 述 三 种 悄 尝 ;: 
恬 六 如 旭 + 和 取 为 上 长 ,此 时 4 是 极 方向 ,(LP}) 没 
有 有 丰 限 的 最 做 儿 ,志江 有 有限 最 化解. 
由 羔 2 如果 和 各 0,mint 一 xz/ 击 1 dy < 0| = 0 此 时 ,= 0 取 为 步 长 ,x 是 
旭 北 的 极点 ,大 J] 这 种 情况 将 在 2.4 季 讨 论 ， 
本 党 3 如果 二 0,e* = minf 一 x /dp | < 0| > 9, 则 步 长 取 为 1 = 1"， 
FF 个 让 代 版 为 
二 十 机. {2-1) 
下 而 的 对 最 大 加 ,在 入江 3 时 ,出 从 -1 式 确 定 的 x' 是 极点 ， 
定理 2 如 果 d 计 0.4” = min|- x8/dp 1 ds <0>0, 则 x =x+1*d 是 
棋 吉 , 忆 对 应 的 基 指 标本 六 与 非 蘑 指标 集 早 可 分 别 选 搓 为 
a = (CB, Br ,Bi Hs (2-2) 
NM 二 (MN, A 1 Br » Ni ri 名 (2-3) 
中 Le 满足 基站 mm， 
一 wp dp. = 1". 


2.2 揭 代 形式 的 单纯 形 方法 


址 上 六 和 节 的 分 析 , 椒 千 将 给 出 单纯 形 法 的 夺 代 形式 , 平 举 一 莘 单 的 例子 . 

单纯 此 法 ( 选 代 形 式 ) 的 步骤 如 下 : 

步 O[f 初始 步 )” 求解 2 的 极点 xo, 它 对 应 的 基 指 标 集 与 非 基 指标 集 分别 记 为 
,和 上 = 0 

步 工 最 优 性 检验 ) ”计算 x 点 的 相对 成 本 向 量 

r= CC— ATA Men, 

背 Fi 之 0, 则 去 是 最 优 极点 ,否则 ( 按 布 兰 德 原则 ) 选取 站 沽 是 (nD) < 二 , 转 步 2. 

步 2( 计 算 搜 索 方 向 ) 计算 dl 

(di) = dW = Ee, 转 步 3. 

步 并 计算 步 其 ) 车 (机 )# 关 0, 则 问题 (LP) 无 有 限 最 优 值 和 最 佐 解 ,停止 计 

算 ; 和 否则 ( 按 布 关 德 法 则 ) 选取 i* 满足 
b= Cx) /da = mind— Cx) B/C) a 1 (di)a < 0 
步 北 计算 下 一 极点 ) 计算 
Kil = K+ bh, 
置 B = 闲 BTUEN AU 
步 5 窟 上 = 上 +1 转 步 1. 
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注 2 为 了 算法 的 完整 性 , 进 基 ( 即 选 取 j" ) 与 高 基 ( 即 选取 六 ) 的 原则 采 托 市 
兰 德 原则 , 可 以 避免 退化 情形 循环 地 发 生 . 布 兰 德 原则 将 站 2.4 节 介 绍 .成 11 与 
M+ 的 顺序 可 以 按 (2-2) 式 与 (2-3) 式 排列 ,也 可 有 其 他 定 广 方法, 如 便 思 人 怕 杰 
‘Luenberger) (1973) 的 方法 ， 

结 台 将 在 2.4 节 中 叙述 的 布 兰 德 原则 ,可 以 得 到 如 下 的 甘于 单纯 法 的 收 伍 性 
定理 . 

定理 3 从 某 一 极点 jw 出 发 的 结合 布 兰 德 进 基 , 离 基 原 则 的 单纯 形 法 ,经 有 限 
次 壕 代 , 即 可 得 到 最 优 极 点 或 判断 出 线性 规划 问题 无 有 限 最 扰 解 ， 

注 3 ”在 单纯 形 法 的 步 0 阶 段 , 要 求 事先 知道 初始 移 极 点 各, 这 往往 要 和 解 另外 
一 个 初始 极点 已 知 的 线性 规划 问题 ,这 即 蚌 所 谓 的 两 阶段 法 的 第 一 阶段 . 

下 面 给 出 一 简单 的 例子 说 明 单 纯 形 法 的 迭代 过 种. 

例 1 求解 (LP) 问题 ,其 中 

1 -1 210 | 
4=|, 2 -10 1 s= | 
c= (-2,-3,-1,0,0)". 
解 。 进 代 0， 
步 0 加 = (0.0,0,12)7， 吕 = (4,5), MN = (1,2,3), 
ea = (O00, ew = (- 2,-3,- 1)", 
1 -1 2 
49 = 中， Aw = [4 2 下 
步 1 最 优 性 检验 
(rm = ep -epA-ap = (- 2, -了 - 1)", 
取 产 = 2, 即 No: = 2. 
步 2 计算 搜索 方向 丁 
teddy 三 人 一 一 A PAM 一 ( ] ， 一 2)7， 
{do = 8 = 02 = (0,1,0). 
步 3 计算 步 长 
tn = min} - {xo) mi do}p | { do} <0|=- (xo) mA do) = 1， 
取 i* = 2, 5+ = 5. 


步 4 计算 x 
x¥| = xo+ iodo = (0,1,0,2,0)", 
B! = (Bi, MN) = (4,2), 
N = (M,N) = (1,5,3). 
迭代 | 
步 1 最 优 手 检 验 


-1 分 5 
(FW = ew 一 中 和 = (4, 方 ， 一 >) 
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取 j* =3, 有 NN- -3. 
步 2 计算 搜索 上 方 向 由 


(da = (Cd Cd) = 一 此 143 = (- 3 5 
(di) mw 汪 {td Cd), dna) = 2.* = = (0 ,D， 1 


步 3 ”计算 步 长 
ti = mint - {xjal (da | (di ya < 人 


= 一 (x1) al/( El = 43. 


步 二 计算 二 
3 4 T 
让 二 下 | 十 ti 三 C(O, 37 闻 :0,0) ， 
a 三 {Nl, BI) 一 {3,2), 
MN 二 CN!, Ni, Bl) 一 (1,5,4). 
迁 代 2 
步 1 最 优 性 检验 
(rh = ep -chH4A = (9 二 ,了 ) > 0， 


得 到 的 vs = (0, 宇 , 生 ,0,0)" 即 为 最 优 极点 ， 


2.3 ”表格 形式 的 单纯 形 方法 


这 一 节 介绍 单纯 形 方法 的 表格 形式 设 * 是 如 的 -一 个 槛 点 ,对 应 的 基 指 标 集 与 
非 基 指标 集 分 别 为 8 与 对 , 单 钝 形 表 格 可 祝 为 如 下 形 上 或 的 矩阵 Mix, 8) 所 
了 Rm+T， n+l, 

re Ee 
M(x,B) = | rT_ AA ci (之 -4) 

短 阵 有 (x ,8) 是 与 (中 , 训 ] 一 一 对 应 的 .天 格 形 蕊 的 单纯 形 法 就 是 基于 对 县 的 
初等 行 变换 来 实现 从 非 优 极点 到 最 优 极点 之 远 代 的 .假定 初始 极点 及 对 应 的 基 
指标 集中 是 已 知 的 . 

单纯 形 法 (表格 形式 ) 的 步骤 如 下 : 

步 1( 最 优 性 检验 ) 如果 村 (x,8) 的 第 m+ 1 行 中 的 前 个 元 素 均 非 负 , 则 停 
下 计算 ,x 即 为 最 优 极 点 ;否则 转 步 2. 

步 2 选取 进 基 指标 ;} 《 按 革 一 原则 ,如 布 兰 德 原则 ) 选取 指标 二 11,2,… 
nj 满足 好 .ss < 0, 则 上 为 进 基 指标 , 转 步 3. 

步 六 判断 (LP) 是 否 有 界 ) 若 舟 志 0, 则 停止 计算 ,让 题 iLP) 没有 有 限 最 优 
值 和 最 优 解 ;否则 , 转 大 4. 

步 4 选取 离 基 指标 ) ”计算 
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t= mind NM 
( 按 果 种 原则 ,如 布 兰 德 原则 ) 选取 二 EE 和 ,2,…,m| ,满足 
有 
则 sa, 为 离 基 指标 . 
步 邢 产生 新 的 单纯 形 表 ) 以 帆 ,; 为 主 元 ,利用 高 斯 (Gauss) 变换 将 时 变 为 


2 ri ER (其 中 和 ER"+ 是 第 上 个 单位 向 证 ) ,即将 WH(x,8) 左 屠 一 (m+ 日 x 


{m+ 1) 的 高 斯 变 搁 阵 ,将 它 的 第 天 列 变 为 |, 记 肝 (x ,8B) 经 过 变换 后 为 时 . 
步 6 记 
s = Bis Bs ,Brrr Bnd, 


让 。 
于 87 二 Mt 一 1 二 ,mt, 


xi = 0 ET 和 2 ,ni \ B'. 
置 MV- 让 ,x=x,8= 及, 转 步 1， 
下 面 用 表格 形式 的 单纯 形 法 求解 例 1. 
进 代 0 
YY = (O001,2), B= {4,5), 
1 -1 2 1 0 | 
Mixr,B}=| 4 2 -101 2|. 


步 1 最 然 x 不 是 最 优 极点 ， 
步 2 取 关 = 

步 3 不 能 判断 问题 (LP) 无 界 . 
步 4 {=2,B =5. 


步 5 将 古 (x,8) 的 第 2 列 变 为 e，* 得 


3 1 
3 0 > 1 2 
1 1 
M=|I?21 -7 0 1 
3 3 
40 -0 3 
步 56 x = (0,1,0,2,0)7, 8" = (4,2). 
选 代 1 由 x = 0,1,0,2,0)T,B = (4,2) .容易 得 
2 了 
201 计 本 本 
1 2 3 
=|310 本 了 椰 椰 | 
5 了 他 
900 3 
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由 于 A 的 最 后 一 行 前 5 个 元 素 非 负 , 得 (0,3 ,号 ,0,0)7 即 最 优 极点 . 
注 4 ”容易 证 明 由 表格 形式 的 单纯 形 法 中 的 第 5 步 得 到 的 M' 即 M(x ,8 ). 


2.4 ” 布 兰 德 原 则 


当 线 性 规划 的 可 行 域 有 退化 极点 时 , 选 代 时 可 能 发 生 循环 . 下 面 举 素 娄 
(Solow) (1984) 的 例子 加 以 说 明 ， 
min 一 全 %3 — x + Bxs + 2x6, 
s.t. x — Ta — x4 + dxs + dxe = OO, 
2 十 了 3 + 和 4 一 xs— 26 = 0, 
w= 2 
初 如 点 xo = (000 0 民品 = (1,2), WP -= (3,4,5,6), 采 用 单纯 形 法 可 能 得 
到 下 面 的 选 代 
x1 = 000 条 和 下 ,BI = (1,3),N! = {2,4,5,6); 
Ki = (000.0 OT E WB = {4,3) ,MW = 00,1,5,0); 
x = {000000 €E RB = (4,5) ,0 = (2,1,.3,0); 
r= (O00 E BR, BRB = (6,5), WN = (2.1,3,4); 
= (0,0,.° 0) € Re, Bs = (6,2), Ns = (5,1,3,4); 
XE 三 (O07 ,OTE RB = (1,2) ,MN = (5,6,3,4). 
而 见 ,{xo; 部 ,A = {xe; 太 , VP), 即 发 生 了 循环 . 
有 多 种 避免 循环 发 生 的 方法 ,如 青 思 斯 方法 ,上 嵌 齐 格 , 奥 典 和 沃 尔 夫 方 法 及 布 
兰 德 方法 .本 节 只 介绍 布 兰 德 原则 . 
布 兰 德 原则 “” 设 zE 是 单纯 形 法 中 迁 代 到 的 一 个 极点 , 它 不 是 最 优 的 ,8B， 
N 是 x 的 基 指 标 集 和 非 基 指标 集 , 选 取 
六 = arg min|N | ry < Of = 12 no ml}, 


兵 方 向 d E R" 定义 为 ds = - AB4w， ,dy = ej* ,选取 
i = arg min| Bi 1 一 xp /ae = minf- “8/ dp | dp < Of ,i = 1,2,.., mm!, 
则 极点 x = w(xar/de,)d 的 基 指 标 集 辟 和 非 基 指 标 集 站 分 别 定 六 为 
B' = (Bln, Bi WN , Bis, ， 
N' = CAN), + 1-1 ” ,号 “ ， Nn 
定理 4 按 布 兰 德 原则 选取 进 基 指 标 和 离 基 指 标的 单纯 形 法 不 会 发 生 循环 . 
证 ”假设 按 布 兰 德 原则 选取 进 基 指 标 和 离 基 指标 的 单纯 形 法 在 茶 个 极点 x 
处 发 生 循 环 , 即 + 的 指标 集 对 [ B', Ni] 经 过 plp > 1) 次 入 代 得 到 [ 好 '1 ,M+1] = 
LB', N']. 由 于 不 同 极 点 不 会 有 相同 的 基 指 标 集 , 改 有 [请](i = 1,2,…,p) 均 是 
极点 * 的 基 指 标 集 与 非 基 指标 集 对 , 即 循环 中 每 次 六 代 的 步 长 都 是 0. 
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定 艾 指标 集 = 人 二 才 11 在 御 环 中 的 某 次 先入 由 卜 基 指 标 集 进入 基 指 标 
集 ,在 另外 的 迭代 由 基 指 标 集 进 人 非 基 指标 集 |， 
4 
没 i* 在 循环 的 某 -…- 次 选 代 由 交 进 和 信号 ,在 之 后 的 另 次 迭代 i 从 六 进入 NN'. 
首先 有 r ”< Or =c-ATAgWp). 设 i 从 PF 进入 Y 时 ,4 必 过 代 的 搜索 楼 方向 ， 
则 di < 0,Ad = 0cTrd < 00, 得 到 rid = cid <0. 汗 意 到 m < 0,d.* < 0， 
则 必 有 i 世上 11,2,… ,ni 存在 ,满足 rd'; < 0, 旺 航 有 i i. 
F 遇 要 证 明 并 EF, 由 放 ; #0, 有 :在 Br 中 ,或 在 站 中 ,但 它 即将 进 人 到 基 指 
标 集 中 , 如果 EE 记 ,由 和 BB', 注 意 到 i 各 上 让, 则 有 FE 下 ;如果 iEN, 由 iE 
Pt 网 7E .和 如果: 在 中, 它 即 将 进入 到 基 指 标 集中 ,人 iE 8' ,同样 由 i EE 几 ， 
世上 有 了; 闭 此 时 iEN, 有 iE MP11, 则 i 志 F. 
再 让 关 亡 BB .因为 车 i 全 入, 必 有 sOr<0 由 iEF,i< 1 ,得 到 与 布 
和 德 原则 相 讲 盾 的 结果 .因此 必 有 iE B". 
由 i<i*, 有 7 > 0, 则 < 0. 注 意 到 xr = 和 有 A 人 -二 )】 = 区 人 -下 
=0, 人 而 上 < ,这 表明 技 布 兰 德 原则 应 不 会 是 i” 由 Br 进入 WW, 这 导致 巴 盾 .证 
毕 ， 


3 线性 规划 的 对 偶 理 论 


3.1 对 侦 线 性 规划 


根据 第 2 章 定理 1,x 是 最 优 极点 (8 与 六 是 它 的 基 指 标 集 与 非 共 指标 集 ), 当日 
仅 当 rf = cc- AT45T6 宇 0 时 . 邻 Ww = 45ep, 则 这 一 不 等 式 等 价 为 
及 Tw 过 c, 
注意 到 最 优 极 点 * 满足 xw = 0, 由 此 得 到 
bw = chAnb = ex, 
们 通常 只 有 
bw = wdr ex; Ar= b,x 0. 
因此 从 变量 w 的 衣 度 来 看 ,可 以 定义 -一 个 相关 的 线性 秽 划 问题 
max Biw, 
CDLD) 人 ATWw sc. 
称 (3- 1 式 (DLP) 问题 是 (LP) 问题 的 对 偶 问 题 , w 为 对 储 变 量 . 
例 1 给 出 下 述 问题 的 对 俑 规划 问题 
{” CX， 
st， AX B,D. 


{3-1) 


解 ”对偶 问题 为 


3 线性 规划 的 对 偶 理 论 。 223 : 


max 由 [ww ， 
st Aww 


3.2 对 侦 理 论 


引 理 1 给 出 一 个 原 弘 性 规划 问题 ,其 对 侦 问 题 的 对 侦 是 它 自身 . 

定理 1{ 钱 性 规划 的 对 但 定理 ) 车 如 是 一 个 千 始 可 行 解 .以 及 wo 是 对 偶 可 行 
解 ,那么 ecTxo 之 Pwo: 

定理 2 车 羽 是 原始 可 行 的 ,wo 是 对 偶 可 行 的 , 且 exo = Bwo; 则 xo 和 wo 分 
别 是 问题 {LP) 与 问题 (DLP} 的 解 ; 兰 原 问题 是 没有 下 界 的 , 则 对 侦 问 题 不 可 行 ; 若 
对 惕 问题 没有 上 界 , 则 原 问题 不 可 行 . 

定理 3{ 线 性 规划 的 强 对 侦 定 理 } 考虑 问题 {LP} 及 其 对 偶 问 题 (DLP) ,有 如 下 
关系 成 立 : 

{1) 如 果 原 问题 和 对 侦 问 题 中 任何 一 个 有 有 限 的 最 优 鲜 ,由 另 一 个 也 有 有 限 
的 量 扰 解 , 且 它 们 的 目标 函数 最 优 值 相等 ; 

(2) 如 果 任 何 一 个 问题 的 目标 函数 值 无 界 , 则 另 一 个 无 可 行 解 . 

事实 上 , 原 癌 题 与 对 偶 问 题 的 最 优 性 条 件 是 重合 的 ,对 偶 问 题 是 以 诛 问 题 的 乘 
子 变量 为 自 变 量 的 线性 规划 ， 

定理 4( 补 偿 松弛 定理 ) x 与 w 分 别 是 (LP) 问题 与 D1P) 问题 的 可 行 解 , 则 x 
与 wm 分别 为 原 问 题 与 对 偶 问 题 最 优 和 解 的 充分 必要 条 件 是 

we — eMATw) = 0 = 1,2,",n. 

线性 规划 的 最 优 性 条 件 可 四 定理 5 表述 . 

定理 $5( 最 优 性 条 件 } ”和 销 定 标准 型 线 人 性 规划 问题 {LP), 当 且 仅 当 存在 风量 
由 和 RnrER 寅 足 

PAr = b,x = 0, 

ATW+rF= Cc,r0, 

Frir=s0 
时 ,向 量 x 是 (LP) 的 景 优 解 ,此 时 w 是 对 倡 问题 LDLP) 的 变 优 解 . 


3.3 对偶 单纯 形 法 


线性 规划 对 惕 单纯 形 法 的 思想 ,是 对 对 偶 问 题 用 单纯 形 法 .从 形式 上 看 ,相当 
于 在 每 步 挝 代 中 , 原 空间 中 的 x 选 代 点 要 求 是 基本 解 (满足 Ax = B)} ,并且 
ATAB'Ch EC, 
{ee - ATApee); x = O07 = 1,2,." .1. 
逐步 法 人 到 * = 0, 从 而 在 原 空间 得 到 最 优 极点 ， 
定 凡 1 设 As 是 非 奇 异 的 , 定 六 Ww = AA5e5 如果 它 满足 4Iw 志 2, 则 称 w 为 
对 候 基 本 可 行 解 . 
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容易 和 验 让 ,对 七 本 解 x{ 其 中 Tp 二 ABb ,xn = 0) 市 ti, 
(c — ATABCa)Tx = CTY - wiAx 
= 《458 -ch455 = 0, 
因此 ,对 偶 可 行 性 种 补 屡 松弛 条 忻 在 这 种 情况 下 得 以 满足 .显然 ,具有 xs = A59 
兰 0, 原 可 行 性 才能 得 到 满足 ， 
对 个 单 纯 形 法 即 每 次 迭代 到 对 个 基本 可 行 解 ,直到 对 席 的 基本 解 为 基本 可 行 
解 为 目 ， 
对 侦 单 纯 形 法 的 步骤 如 下 : 
步 0{ 初 始 步 ) 求解 初始 的 对 偶 可 行 基 名 .初始 对 偶 基 本 可 行 解 ,并 计算 相对 
成 本 向 量 
Wn = ABcw, r= ee - AlAs'cs, 
令 非 基 指标 集 MW = 有 ,2,… ,nl ,者 上 = 人 0. 
步 1{ 最 优 性 检验 ) ”计算 原 空间 的 基本 解 
(C(x) = ABb, x = 0, 
车 (大 涪 则 停止 ,x 邑 汐 量 优 极点 ; 吾 则 转 步 2. 
步 2{ 选 取 离 基 指 标 ) ”选取 { 按 布 兰 德 原 风 )i*”E€ 11,2,…,m| ,满足 
(Cx)at. < O. 
步 3 计算 Pe: 
(VEYA = AWA J ei* (pe) = Py : 
若 (w) x 宕 0, 则 停止 迁 代 , 原 问 题 是 不 可 行 的 ;否则 , 转 步 4( 其 中 6" € Re 是 第 i 
个 单位 矢量 ) 
步 4( 选 取 进 基 指 标 ) 【 按 布 兰 德 原则 ) 选取 产 E 11,2,…,n ~- 站 | ,满足 


(wm) 鹤 中， 三 上 上。 


— (Cr)w i 
一 = mind -te (or) 
步 5 计算 ,i 


【及 = CR + Ve, 
(ree) = fe” . 
步 6 由 正 原 空间 基本 解 ) 计算 所 
(hr 三 一 By 1 


(dw = ey 
C(x), 
2 
置 BR = RU NB = {Be}. 
步 7 置 六 = 太 + 1, 转 此 1. 
例 2 求解 线性 规划 问题 


4 站 敏 度 分 析 。 225 : 


min 2x| 一 Xa. 
st xI+t+ Xr+ X= 2 
x1+ TY 二 【上 ， 


x 0 = 1,2,. ,4. 


和 解 : 迁 伐 0， 


下 0 


选择 外 = 11,4 ,w= Ae = (一 20Tr=e-4r4Co = (0， 


1.2.0)7. 林 见 w? 对 自 可 行 CM? = 12,31). 


步 ] 
的 . 

此 2 

些 3 


步 4 


检查 壤 优 性 《x0) = 4a8 =《2. - DT, 相 应 的 原始 向 量 是 不 可 行 


选 离 基 指标 ,由 于 (xo) 丰 < 0, 选 取 1* = 2, 克 ;= 4. 
计算 pr 
Cro = AlpA pe = C4, DV, (pp = (0,D7. 
选 进 车 指标 
(ro) 
:= minf- PAR | (om < Ol = 1 =- tw 
1 二 lM = 之 
计算 Fr 
(ra = (Crom + it vo 
= (12 41x (1, -17 = (0,1)", 

Cr 三 je =1x 2 一 《0 ,17T， 
计算 di 

Cd) 8 = - 和 4 = (- 1.1)7， 


三 《站 站， 一 177 + i x (— 1,1,0,1) 
= {1,1,0,1). 


由 于 x 六 0, 因此 x = (1,1,0,0)" 即 为 最 优 极 成. 


4 灵敏 度 分 析 


标准 型 线性 规划 问题 (LP) 完全 由 数据 (4 ,ce ,5) 来 确定 ,和 如果 (4,e,5) 在 一 定 
范围 内 发 生变 化 ,最 优 解 的 变化 情况 则 是 人 人们 关心 的 问题 .这 就 是 灵 教 度 分 析 要 解 
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决 或 处 理 的 问题 ,下 面 仅 对 三 种 情况 的 灵敏 度 进行 分 析 ,. 即 分 析 e 发 生变 化 ,Bb 发 
生变 化 以 及 六 发 生变 化 这 三 种 情形 ， 


4.1 目标 函数 的 改变 


说 #*” 是 标准 型 线性 规划 (LP) 的 最 优 解 ,对 应 的 基 指 标 集 与 非 基 指标 集 分 别 
为 B 和 NN. 
设 e = e + ec' ,考虑 扰动 后 的 线性 规划 问题 


min elyx, 
(LP,)» je Ax = 十 ， 
半 3 站. 
讨论 a 的 范围 ,使 在 这 一 范围 之 内 ,x” 仍 是 (LP)) 的 最 优 解 ， 
因为 可 行 域 没有 发 生变 和 化, 如果 ”依然 是 (LP) 的 最 优 和 解 , 则 
rh= ch- chAsAva=0 
成 立 . 换 育 之 ,有 
(ey + ac'niT - (ep + ac'p)l ABAN = 0, 
即 “ 满足 
ern 3- ry: 
其 中 Pw = Cw- AVMABe's 
定 党 
一 Fw 
anar re ry > 0 = 1,2," ‘RnR- ml wl}, 


rw 
“= minlminl 7 ry < 0,7 = 1,2,° -m+ |. 


结论 a Ela,aj] 时 ,x “ 是 (LP ) 的 最 优 解 ;最 优 值 * (a) 在 此 范围 内 是 a 的 
线性 函数 . 
可 以 进一步 证 明 :* (a) 是 ec 的 中 的 分 段 线性 函数 . 


4.2 右 端 向 量 的 改变 


设 x" 是 (LP) 的 最 优 解 ,对 应 的 基 指 标 集 与 非 基 指 标 集 分 别 为 中 和 六 .考虑 当 
8 变化 为 五 + ab” 时 的 线性 规划 问题 
(LP ) min ecTr， 
2 St, Ar = b+aob ,x 人 洛 , 
讨论 a 的 范围 ,使 得 在 这 一 范围 内 (1LP,) 的 最 优 基 仍 是 B. 
要 保证 8 仍 是 最 优 基 ,a 必须 满足 


x = Ah+ ab) > 0, 
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因为 相对 成 本 向 量 + = e - AT45s 宇和 是 显然 的 . 


令 6 = Aab' + 


a 
尼 三 maximaxi {Ys > 0.i = 12 ,ml |, 
五. 1 


直 
上 


| yg < OF = 1,2,. mt, + oo 
£ 4 


结论 当 a € [g,a] 时 ,8 仍 是 (LP,) 的 最 优 基 ,此 时 最 优 解 与 最 优 值 均 是 a 


4.3 ”约束 算 阵 的 改变 


约束 息 阵 的 改变 ,其 灵敏 度 分 析 不 是 简单 的 工作 ,这 … 节 仅 考虑 三 种 较 简 单 的 
情 沉 ;增加 一 个 变量 ,减少 一 个 变量 ,增加 一 个 约束 . 像 前 几 节 一 样 ,仍然 设 Y ”是 
(LP) 问题 的 最 优 解 ,对 应 的 景 优 基 指 标 集 与 非 基 指 标 集 分 别 是 8B 入, 

情况 1 增加 一 个 变量 , 设 增加 变量 为 和 ,增加 后 的 线性 规划 为 
min crx+ Cnt] ntl 
3. 六 0 
其 中 cE 及 ,4 EE R". 

注意 到 (x* ,0)" 是 (LP;) 的 基本 可 行 解 , 若 rm = ci -6 入 B44l 产 0, 则 它 
还 是 (LP;) 的 最 优 解 ; 香 则 ,车 ,< 0, 则 必须 以 (x" ,0)1 为 初始 基本 可 行 解 ,继续 
用 单 续 形 法 求解 (LP,) .显然 ,下 一 迁 找 n + 1 将 进入 基 指 标 集 中 . 

情况 2 减少 一 个 变量 . 设 从 (LP) 中 萌 去 .车 x7 = 0, 则 x yw 即 次 新 的 线 
性 规划 的 最 优 解 ,其 中 上 = 11,2,…,n} .车 xi > 0, 必 须 息 出 新 的 解 .一 般 采用 求 
解 下 面 的 第 一 阶段 问题 


(LP,) 
st， dwr = b,x 0. 
将 所 从 基 变 量 中 删 去 ,显然 x” 是 (LP) 的 一 个 基本 可 行 解 ,可 用 单纯 形 法 求解 


(LP,) . 设 最 优 解 为 +. 若 最 优 值 富 ; 关 0, 则 必 有 萌 掉 拉 后 得 到 的 新 的 线性 规划 是 不 


可 行 的 ; 苦 2 = 0, 则 以 Xj, 44 为 初始 基本 可 行 解 求解 新 的 线性 规划 问题 . 
情况 3 ”增加 -一 个 约束 . 设 增加 的 约束 为 下 述 不 等 式 形式 ; 
aT 至 1 
其 中 a ,1 € 了 ,加 ER 新 的 线性 规划 问题 为 
min €Ix, 
CLP) St, A = 


增加 松弛 变量 ,1 ,考虑 (LP;) 的 等 价 形式 


(LP,) 
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T 


CALP.) mn 如 大， 
st 4xrUlnrl = Uinril > 0 
其 中 
. 再 
4=[ 中 ， = |， ], 1 ,nn). (4-0) 
令 B= BUln+t1l, 则 Ai 是非 奇异 的 , 它 的 道 为 
| A 0 
i “49 
因此 由 
ri = Ab ,x'n = 0 (4-3) 


定义 的 x' 是 一 基本 解 (不 一 定 可 行 ). 

结论 ”车 由 {4-3) 式 定义 的 x 是非 负 的 , 则 它 即 是 ( Al.P;) 的 最 优 解 . 

上 述 结论 可 证 明 如 下 . 

答 查 (ALP;) 的 基本 可 行 解 x¥ 关于 B 的 相对 成 本 向 册 

rT = [eT,0] - [eb,0]454, 
由 于 r= 及 
OF A, 
n= eh (es, of 6 — Cer, BA | | ,| 
= eh- ehAsidn = 0, 

有 rr 2 0, 因此 w 是 (ALP;) 的 最 优 解 ,xz 即 为 (LP;) 的 最 优 解 . 

若 x'5 各 0, 这 种 情况 可 用 对 侦 单 纯 形 法 来 求解 (LPs) ,因为 w' = (e 融 避 ,0)7 是 
一 对 个 基本 可 行 解 . 


只 | 


5 卡 马 卡 算法 


5.1 卡 马 卡 标准 型 问题 


1984 年 , 卡 马 卡 (Karmarkar) 提出 求解 线性 规划 的 一 个 内 点 算法 , 它 是 多 项 式 
算法 . 卡 马 卡 考 虑 下 述 标 准 型 问题 
min elx, 
(KLP) at, Ar = 四 ,er = nm, Yi = 0, 
其 中 cER',AER"m",eER',e = (1,2,…,1)'. 卡 马 卡 标 淮 型 问题 须 满 足 
?最 优 革 是 0; 
PeEnNn= IxER | Ar =O x= nn,r 2 0; 


5 卡 马 卡 算 法 ， 229 ， 


[全] 是 行 清 猴 矩阵 
定义 
:= rER Ar= 0,elr= nn,x >», 
T= x01lex= nt. 
开 是 一 单纯 形 , 安 的 中 心 是 e, 内 唐 妹 半径 r，= w nn- 和, 外接 妹 半 径 ry = 
wm 1). 


5.2 卡 马 卡 算法 


先 阑 述 卡 马 卡 算法 的 思想 ,再 给 出 算法 的 友人 代步 又， 
定义 执 函 数 


Nr ec) = nloge'™x — > oem 
注意 到 {下 面 将 要 证 明 }: 如 果 xE 人 ,A 人 xr,c) fx, el -rir > 站 ,出 有 zx < 
exp{ — Lr)e" e,. 显 然 可 以 通过 求解 非 线性 规划 问题 
(NLP) miniA(x,c) lx En 
的 近似 和 解 得 到 问题 (KNP) 的 近似 解 . 
设 第 上 步 得 和 x EE 总, , 作 变 搞 = Ti(x); 


_ _ nD{x) x 
了 = Tx) = erDix)lr 


它 的 逆 变 换 是 
nD(xi)y 
r= (= erD(lxi)y” 
其 中 ,D(x)= diag( 直 , 氏 ,起 ),(NIP) 等 价 地 变换 为 
{NLP), min Pt) 0) 1 所 站， 
其 中 心 = jy 二 | 4D( 愉 )7 了 = ,ely = nl. 
由 Ty),e) = fiy, Dx)e) — I os 
可 得 : 若 yE = Iy > O14 AD(t)y -0ery = n| 满足 
fy Dr)e) a fie,D(r)e) - 7， 
则 (THC ,ce)- 扩 灶 ,ce) 过 -YY 可见 若 每 次 迭代 天 , 均 可 求 得 天 和 仙 满足 f+， 
Da)e) - fe, Dr)e) 过 -人 ,其 中 人 >0 是 常数 . 令 到" = TRC) ,网 扰 妊 1， 
cj -0) 声 -. 取 x! = e, 就 可 得 
Te》 - f(x,e) ee 
因此 cTxt'l < exp( - 二 8)ere, 这 正 是 卡 马 卡 算法 多 项 式 复杂 性 的 关键 
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关键 的 问题 在 于 如 何 求 {NLP); 的 一 个 近似 解 六 ,使 亡 满 足 上 述 条 寿 . 卡 马 卡 
选取 从 e EE 0 出发, 治 罗 森 {J.B.Roson) 投影 方向 选 代 到 2: 的 一 个 位 于 开 之 内 
切 球 内 部 的 一 点 作为 类, 即 

= erod/ 1 入 1， 

供 = - Pa yee sa {0,1), 


其 中 心 = Dixi)e,B = [ 9)] ,类 了 
Pa = 1 — Bi(BBL)'B, 


是 党 Ranget Bt) 到 Null( Bi) 的 直 变 投影 托 阵 ， 
卡 马 卡 算法 的 步骤 如 下 : 
步 1] 置 xw = ee, 上 = ,给 定 精度 e > 0. 
步 2 车 eTxw se 终止 计算 ,于 满足 精度 . 
步 3 计算 A = AD(w) ,ct = D(xi)e. 


步 4 计算 性 =- Pact(= Pe: - Leret x e), 
步 5 计算 y= e+od/ | ee (0, 汪 ). 
步 6 计算 x = 中 ( 了 ) 严 |eID(E) 天 , 轻 大 = 上 + 1, 转 步 2., 


5.3 “ 卡 马 卡 算法 的 收敛 性 
这 一 节 证 胃 卡 马 卡 算法 的 收 敏 性 . 
引 理 1 天 所 0. 
引 理 2 AP(7a(y),e) = fy,e:) - > logxt, 
引 理 3 车 1pm1sao< 1 则 


2 
i 
引 理 4 | > logyt | < te- aa}, 
i=l 


引 理 5 nn loge! 关 一 苦 iogct e 0 
证 明 ec 六 = ee-al 上 .注意 到 0 = minjey|yE Ql 及 DC MM 
= Bferp) 门 jzl4z = 0,erz = nl, 其 中 Ble,r)= zl1lz- el ry|, 则 
有 问题 
minl et y [|¥ EE ,| 
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的 最 优 依 非 正 . 注 意 到 上 述 癌 题 的 解 为 e+ rt/ | 必 让 .有 
ct (er maf | ) 0. 


x 


a 
据 此 得 一 
2 /in - |) n 
从 而 有 or < (1 -EE)ete, 
' TT 
台 loge* 玫 — nlogct e < nlogtl - ) -do. 


引 理 6 fy,e) -站 ee 二 -+ -a) =-$. 
定理 1 卡 马 卡 算法 所 得 到 的 点 列 | 失 | 满足 


Tt se eTeexpl — 全 中) 


证 明 ”由 引 理 2 与 引 理 6 有 
fw,e) - fx,c) 一 fy,e) -Aeo) 近 一 合 ， 


有 
fritl,e) - fere) = inc) ~- fx e)) se— kd. 


是 n 
由 >vlogxil = Jogt || xz <0 得 
j=1 j=1 
一 KS = frr!l, ce) -feec) 
下 
= nlogel xt! — Dlogat*! — nlogeTe 
oT ht! 
cre “ 
于 是 有 CT 二 exp - 8)eTe. 


下 面 用 定理 1 来 说 明 卡 马 卡 算法 的 多 项 式 复 杂 性 . 
设 上 是 问题 (KLP) 的 规模 .只 变 上 足够 大 ,就 可 使 exp(t -5)(eTe) = 0, 即 对 充 


分 小 的 a 有 exp{ -5)(eTe) < .由 定理 1 知 , 当 上 > 十 tL 时 ,该 算法 就 可 在 eTxt*! 


< s 的 条 件 下 终止 ,比如 = 1/3 时 ,8 = 5/24 > 十, 则 当 > 5 时 算法 就 可 终 
下. 

定理 2 在 卡 马 卡 算法 中 取 e = exp(- LcTe,a € (0, 十 ), 则 它 在 0( mL) 次 
迁 代 终止 . 


jial 


= nlog 
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6 多 目标 线性 规划 问题 及 其 解 


6.1 多 日 标 规划 


了 盆 疡 R 一 RerpS2) 是 Re 到 Rn 的 向 星 值 映射 ,只 己 R" 是 了 "中 非 空子 集 ， 

是 雪 目 标 规划 问题 的 决策 集 { 或 称 可 行 域 }, 称 为 决策 空间 . 像 集 了 = ARa) = |y = 

Fi)1rYE 人 CRe 称 为 多 目标 规划 问题 的 目标 空间 . -个 考 目 标 规划 问题 需要 

确定 决策 空间 ,目标 空间 以 及 目标 空间 中 元 素 之 间 的 优 省 关系 了 .这 样 , 多 目标 规 

划 向 题 可 雇 记 为 (有 ,了 DD} 或 ( 科 ,f ,上 D). 针 目标 规划 问题 又 杯 六 多 目 标 最 忧 化 癌 
题 ,可 以 写成 

min Ax¥), 

(YMP) [i xENCR:. (6-L 


6.2 杭 序 


设 了 C RF, 车 了 中 元 案 之 间 的 一 个 二 元 关系 ” <” 满足 

(1) 自 反 性 VE Y=y <y， 

(2) 传递 性 号 xy ET 让 < 了 < < 2 
则 称 集 侣 了 为 仿 子 序 集 , 记 为 {Y，< ) 

(3) 反对 称 性 YYyzE Y yp < < = 7， 
把 具有 反对 称 性 的 偏 子 序 集 了 称 为 偏 序 集 . 

【4)} 完全 性 YYyz ETY, 总 有 yy < 成 Z < 

拒 具 有 完全 性 的 仿 序 集 了 称 为 全 序 集 (了 ,< ). 

设 (Y，-< ) 为 全 序 集 , 令 

Dly}y = lz-yly< yp,2TE HY, 

则 y < zz y+ D{y), 并 称 Dly) 为 了 Y 在 y 处 的 榨 制 结构 .车 D{y) 与 ?无关 ， 
草 记 Dy) = DD, 并 称 DD 为 Y 上 的 控制 结构 . 当 z EE y+ DiyM( 即 y < 7z) 时 , 则 称 
z 受 y 控制 , 即 y + Dty) 中 的 一 切 点 均 比 y 坏 ,或 不 比 了 好 . 

设 中 C 芭 是 以 零点 为 项 点 的 凸 锥 , 旦 五 站 5(- D) = 101, 即 DD 为 点 锥 ,由 点 锥 
六 可 定义 集合 了 C 及 ”上 元 素 之 局 的 一 个 二 元 关系 "< ": 

YE YP < ED. 
可 以 证 明 (Y，< ) 是 个 偏 序 集 . 令 
Re= ly= [yr HERIY 0,)= 1.2,.,p), 
Re = y= [ny IE Ry > 07= 1.2,..,p), 

则 称 Rs 为 正 锥 , 称 R?, 为 严格 正 锥 ,在 R* 上 依 正 锥 Rs 定义 的 二 元 关系 称 为 坐标 
向 量 序 .简称 为 坐标 序 .对 于 坐标 序 可 引信 下 列 记 号 :风光 二 7， 
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(HE = epxi = Pf = [2 ps 
(Rx > evr > Yr = [2 hi 
(Dx ye = 
(4) x 六 $= 1,2,-… :Pp-. 


6.3 有效 点 2 有 效 解 


设 像 集 7 = KG) C Re 与 其 上 的 一元 关系 "< ”构成 企 序 集 (Y,， < ). 卫 是 过 点 
为 硕 点 的 凸 点 锥 . 

定 欠 1 此 y%EY 朋 不 存在 YE YT, 司 yy < 好 7% Ey+D' jot), 
则 称 y, 为 了 的 有 效 点 (或 称 y, 是 Y 关于 石 的 锥 极点 ). 六 xx, © 且 , 腻 不 存在 *E 虽 ， 
使 Kay ERx)+ Duiol, 则 称 x 为 多 日 标 规划 (YMP) 的 有 效 解 (或 称 x 为 
(VMP) 关上 控制 结构 DP 的 锥 极 解 ). 

定 多 2 设 点 锥 也 的 内 部 intD 非 空 ,车 yy EY 了, 及 不 存在 y EY 了, 使 yy。， 
yy intD, 则 称 yy 为 Y 的 纶 有 效 点 .车 所 部, 昌 不 在 在 x 全 虽 ,; 使 Ax) - 
XY) EE intD ,fr) 产 AX,) , 则 称 x 为 多 目标 规划 问题 (00,7,D) 的 能 有 效 解 . 

在 有 限 维 实 线性 空间 Re 中 ,可 惊 坐 标 席 定义 其 上 的 元 关系 .由 此 可 分 别 给 
出 从 标 序 下 起 集 了 CC R? 的 绝对 最 优点 (这 里 措 绝 对 最 小 点 ) .有 效 点 及 绕 有 交点 ， 
以 及 多 月 标 规划 的 有 效 解 与 弱 有 效 解 的 定义 ， 

设 yETCR, 荐 YyEY, 有 3 六 y; 则 称 y 为 ?的 绝对 最 小 点 ; 若 Yy?E 
r, 使 了 室 y( 或 y。 > 7), 则 称 y。 为 的 有 效 点 (或 给 有 效 点 ). 

对 于 多 日 标 规 划 (D,f,Re), 设 x 世人, 荐 WxXE ,用 x) 半 放 x,), 则 称 x 
为 多 日 标 规 划 的 绝对 最 优 解 ( 这 里 指 最 小 解 ); 车 不 存在 x < 人 0, 使 作 x,) 二 
FCxRN 或 x) > 天 天) , 则 称 x。 为 密 旧 标 规划 (92,7,R? ) 的 有 效 解 (或 弱 有 效 解 )， 

绝对 最 优点 ( 解 ) .有 效 点 ( 解 ) 和 弱 有 效 点 ( 解 ) 统称 为 帕 雷 托 (Pareto) 最 优点 
( 解 ), 分 别 记 为 Ya Ye 和 TCD 和 从 wp). 

定理 1( 接 甬 点 定理 ) 设 y EYCBR?, 则 

1 y。E 了 (有 效 点 集合 )ss 了 站 (y+ R95) = 1y。1, 即 y 为 了 与 闭 锥 y+ 了 Rs 
的 唯 -接触 点 ， 

Py EC Y( 弱 有 效 点 集 台 ) 全 了 门人 yo + Re ) = 必 , 凤 了 与 开 锥 y+ 了 下, 设 
有 接触 点 ， 

条 yu CC Ye CC OF, 其 中 27 为 了 的 边界 点 集合 . 

相 类 似 , 对 王 窗 目标 规划 (D, 刻 取 ), 有 1 人 uC NC 0% ca3n. 


6.4 ”多 目标 线性 规划 问题 


车 多 目标 线性 规划 (只 ,六 D)] 中 ,向 量 值 目标 摧 数 与 所 有 约束 函数 都 是 决策 变 
入 的 线性 函数 , 则 称 该 规划 问题 为 儿 目 标 线性 规划 问题 ,或 称 为 多 且 标 线性 最 忧 化 
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问题 . 它 的 标准 形式 可 以 与 成 
min fx = er, 


(VELP) 
Ss.1. Ax = ,72 
其 中 必 = (or) yn EE RA = ar)nyn ER 由 ERzER", 才 目标 线性 规 
划 CYILP) 的 决策 空间 (或 称 为 (YLP) 的 可 行 域 ) 为 
N= IxER' I AY = b,x 人 |. 

叮 见 , 多 目 怀 线 性 规划 (YLP) 的 可 行 域 与 标准 单 目标 线性 规划 (LPi 网 (411 式 ) 的 
可 行 域 完全 由 弓 , 因 此 单 且 标 线 性 规划 (LP) 及 其 可 行 域 0 有 关 的 所 有 忒 本 概念 都 
可 移植 到 名 目标 线性 规划 (YLP) 中 来 . 例如, 多 目标 线性 规划 (YLP) 中 的 基本 变 
其 . 非 基本 变量 .基本 可 行 解 .可 行 域 2 的 极点 (顶点 )、 极 方 洁 等 ,都 与 单 目标 线性 
规划 (LP) 中 的 相同 .只 是 多 目标 线性 规划 问题 的 解 与 单 目 标 线 性 规划 (LP)? 的 解 有 
所 不 同 . 

定义 3 ”在 多 月 标 线 性 规划 (YLP) 中 ,着 x 所 Bw, 且 x, 为 (YLP) 的 基本 可 行 
解 , 则 称 x*, 为 宪 目 标 线性 规划 问题 (YLP) 的 非 劣 稻 点 .车 ,天 所 如 为 可 行 域 人 
的 相 叙 基本 可 行 解 ,Wa E [0,1],x = ax'+fl-a) 天 和 R 则 称 x' ,x 万 如 是 
(VLP} 的 相 邻 非 省 极点 ,x' 与 x? 的 连 线 称 为 (YLP) 的 非 劣 楼 . 疹 间 边界 面 下 中 每 -- 
点 都 是 多 日 标 线 性 规划 问题 (VLP) 的 非 劣 点 , 即 (YLP] 的 有 效 解 , 则 称 下 是 (YLP) 
的 非 省 面 ;车 Ff 不 包含 在 其 他 非 劣 面 中 , 则 下 是 (YLP) 的 -个 最 大 非 劣 面 . 

例 1 设 有 如 下 多 有 目标 线性 规划 问题 (VILP): 


min Ar-e-[ ， 1][*]. 


el [eol] 


X= 【xl 人) 0, 
则 问题 { YLP) 的 可 行 域 ( 或 称 决 策 空间 ) 为 
N= |= ERIOGAa1l0sw ell, 
显然 ,只 的 极点 为 如 = (0,0) ,4 = (1,0),B = (1,1),D = (Nn.1), 这 样 名目 标 规 划 
问题 (YLP) 的 像 集 为 
= A = y= (7 7) = clre Ql. 
像 集 了 的 顶点 为 


(6-2) 


六 = 1(0) = (0,00 ,4 = ft4) = (1, — 1), 
B = AB) = (3,- DD = AD = (2,.-1)., 
由 接触 点 定理 可 知 ,(YLP)， 的 有 效 解 集 Y,。 与 弹 有 效 解 集 fw 为 
Ya = 了 ww。 = 折线 0'4'B， 
因 f(x) = ex 是 线性 变换 ,所 以 折线 0'4'B' 的 原 像 为 折线 048. 故 (VLP) 的 有 效 解 
集 Ga 、 弱 有 效 解 集 Qi, 为 


人 pn = {pe = 折线 D48. 
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7 多 目标 线性 规划 问题 的 解法 


多 目标 规划 问题 的 解法 分 为 间接 解法 与 直接 解法 此 类 .间接 解法 又 可 分 为 转 
化 为 单 目 标 优化 方法 .转化 为 多 个 单 目标 优化 方法 及 非 统一 模型 方法 等 . 直接 解法 
是 指 不 转化 为 单 月 标 规划 问题 ,直接 求解 多 目标 规划 门 题 的 一 类 方法 . 到 上 自前 为 
止 ,直接 解法 的 研究 成 果 比 较 沙 ,上 且 只 对 单 变量 .可行 成 为 有 限 域 或 多 日 标 线性 规 
划 等 多 号 标 规划 问题 进行 研究 . 


7.1 间接 解法 


设 多 目标 规划 问题 (YMP) 由 (5-1) 式 给 出 ,其 决策 空间 为 和 CC 本 , 像 集 了 = 
nN) CC Rrtp 3 2) 为 目标 空间 .间接 解法 主要 有 以 下 几 种 . 

1. 主要 目标 法 

依 实 际 情况 ,从 名 个 目标 所 (x), 户 (X) ,Cx) 中 移出 一 个 主要 上 自 标 ,比如 选 
(x) 为 主要 目标 .对 其 余 的 p -1 个 目标 给 出 一 组 允许 的 限 值 wy = 2,3,…,p. 这 
样 把 多 目标 规划 问题 (6-1) 就 可 转化 为 单 目 标 规划 问题 ; 

nin (x), 
{SP) st, FAX Ed 1 = 2,3,..*,p, 
二 

定理 1 车 x,E 为 单 且 标 规划 问题 (SP) 的 最 优 艇 , 则 x。 E 吕 。, 即 为 多 
目标 规划 问题 (YMP) 的 弱 有 效 解 ， 

2. 评价 函数 法 

对 多 目标 规划 问题 (YMP) 引入 评价 函数 ws:7YC Rr 一 R' 把 多 目标 规划 问题 
CWVMP) 转化 为 单 目 标 规划 问题 
mn Flx) = utf(r)), 

(SP) s.1, 着 丘 业 . 

定理 2 设 评价 通 数 ulf(x)) 是 定义 在 像 集 Y = AD) C Rr 上 的 男 数 .将 
ug RN 是 产 x)E 了 的 严格 单 增 函 数 { 或 单 增 男 数 ) , 则 单 目 标 规划 问题 (4SP) 的 训 
优 解 x, 为 多 目标 规划 问题 (YMP) 的 有 效 解 (或 为 暗 有 效 解 )， 

设 有 权 向 基 集 合 


r+ 
= IwE R lw > 0, >, = 11， 
=| 
WivER lw>0.M) = 外 


适当 选取 权 系 数 4 所 及 (或 A 所 可) 可 构成 如 下 的 评 者 函数 : 
Flx} = nf) = A Ax). 
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这 样 ,多 日 标 规划 问题 (YMP) 叮 转化 为 单 日 标 规划 问题 


in FR) = ua) = Dia) 
(sp), min ut 之 i 


s.t,， KEANCR"., 
着 处 所 也, 则 wt)) 为 f/x) 的 严格 单 增 了 质数 ,由 定理 1 可知 , 蔡 x 为 单 HH 
标 规划 问题 (SP); 的 最 优 解 , 则 x。€ 9,,, 即 x 为 多 目标 虐 划 问题 (YMP) 的 有 效 
解 ,与 此 类 似 , 荐 4 所 蚀 , 则 单 日 标 规划 问题 (SP); 的 最 优 解 x, 为 多 目标 规划 问题 
(YMP) 的 弱 有 效 解 ， 
如 果 多 目标 规划 问题 (YMP) 的 评价 丽 烙 定 立 为 
Fx) = at = maxl f(x) |) = 1:2……,pi， 
或 授 当 选取 权 系 数 计 毛 7, 令 
Fx) = utfr)} = max {AAt ¥) 1 = 1.2,-…,p| 
则 多 目标 规划 问题 {VMP) 可 化 为 单 日 标 规划 问题 
(p,) min Fx) = max{AF(x) | = 1.2,".p! 
3-1， 万 人 CR", 
由 三 悍 2 叮 流 证 明 ; ¥ 有 隘 , 单 晶 标 规 划 问 题 (P,) 的 最 优 和 x 必 为 多 目标 规划 
阿 题 (YMP} 的 有 效 解 . 
如 果 对 每 个 日 标 钠 数 f(x) 者 能 选 册 日 标 值 玉 , 使 
Peamnfr lre nl, j=1,2,..p, 
则 称 户 = (有 ,开启 ) 为 多 [上 标 规划 问题 (VMP) 的 理想 点 .这样 , 谋 用 Rr 中 的 范 
数 |;, 呆 构造 多 日 标 规 划 问 题 (YMP) 的 一 个 评价 册 数 ,从 调转 化 为 单 | 标 丑 
题 


min FX) = 中 所 让 向 = | F(x) - 户 ||;, 
(Fa) ENCR'. 
依 定 理 2 可 以 证 明 : 单 目 标 规划 问题 (P) 的 最 优 解 x 为 密 上 怀 规 划 问 题 (VMP) 的 
有 效 解 . 
3. 分 层 排序 法 
惊 各 子 日 标的 重要 程度 将 此 排序 , 设 排序 结果 为 f(x) ,f(x),… ,所 (x), 然后 
依次 求解 下 列 单 目标 规划 问题: 


min ACx), 
(BP) 3.t. IEDNCR', 
设 单 目标 规划 问题 (Pi) 的 最 优 值 为 扩 , 令 人 = lxERNILA(r)= 1. 
(P) min flx), 
2 stl. rE AL, 


设 单 目 标 规 划 问 题 (P,) 的 最 优 值 为 户 , 令 ;= |x E01 pr) = 应 上 
依 此 类 推 ， 
(Pp,) min f(x), 


Ss.4, 寺 所 1 
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设 问 题 (P,) 的 最 优 值 为 户 , 令 全 = x E11plx) = 1!. 

定理 3 ” 依 上 述 分 层 排 序 求解 儿 个 单 日 标 规划 问题 {Pi1), (Po) ，…。(P) ,各 
为 外 标 规 划 问题 (YMP) 的 有 效 解 ， 


7.2 ”多 目标 线性 规划 基本 和 汗 理 


设 志 目标 线性 规划 问题 (YLP)( 由 (6-2) 式 给 出 ) 的 可 行 域 人 有 4 个 极点 x' .x*， 
EER, 令 0 = 7 基 , 四 |. 把 日 的 上 号 包 及 相对 内 部 分 别 记 为 


HCO) = IxER"Ix- Da € Wp, 


PO = lx ER l= Sahe Wl 


依 单 目标 线性 规划 {LP)} 的 基本 定理 和 多 目标 规划 问题 (VMP) 的 有 效 解 概念 可 以 
证 明定 理 4. 

定理 4 设 x', 亡 E HO0), 若 x 人 (x 说 ) 门 Om = 何其 中 让) 
= rx= ort(l ox,veaE(0 ,车 ww EE HO, Ew EE fm 则 
FO NN Dn = 后. 

由 定理 4 易 证 明定 理 5. 

定理 5 若 关 后 产 (0) 是 多 目标 线性 规划 问题 (VLP) 的 非 劣 解 , 则 Yx EE 
Po),x* 均 为 多 目标 色 性 规划 问题 (VLP) 的 非 肖 解 . 

引信 权 系 数 4E 网 或 14E 本 ,可 把 多 目标 线性 规划 问题 (VLP) 转化 为 如 下 的 
单 目标 线性 规划 问题 : 

min AT = ATer, 


PtA) 
st dr = b,xr=0, 
设 和 名 目标 线性 规划 问题 (YLP) 的 可 行 域 0 有 r 个 极点 x ,六 和 9 -个 
极 方向 允 1,z?2…, 如 ,由 这 些 极点 与 极 方向 组 成 的 集合 记 为 & ,把 女生 成 的 凸 多 
面体 集 和 其 相对 内 部 记 为 


PIO} = IxER*Ix= 2 mmsxs W., pe ¥ 0{, 


PIQ) = jxER"1Ix= Ds Dp 4€ Wop > 0 


定理 6 车 x € P(Q) 是 争 目标 线性 规划 问题 VIP) 的 非 劣 解 , 则 zx EE 
P(0),x 都 是 多 目标 线性 规划 问题 (YLP) 的 非 劣 解 , 目 存在 加 EE 本, 使 每 个 和 
P{ 必 ) 都 是 单 目标 线性 规划 问题 PC4°) 的 最 优 解 - 

设 允 目标 线性 规划 问题 {VLP) 的 有 效 解 的 集合 仍 记 为 Da 又 称 为 (VLP) 的 非 
步 点 集合 ). 

定理 7 在 多 目标 线性 规划 问题 (YLP) 中 ,车 存在 入 EE 县, 使 (如 ) er = 常 


+ 238 ， 第 6 篇 单 目 标 与 移 目 标 线性 规划 


数 , 则 0 = 0. 否则 Oo CU 万 ,其 中 五 为 可 行 域 如 的 面 ,了 是 人 中 面 的 个 数 .0 
中 面 严 是 非 色 的 充 要 条 件 : 存 在 加 E 了 醋 ,使 每 个 上 E 天 者 是 单 目标 线性 规划 问题 
P(t 4") 的 最 优 解 . 
设 E(0,) 是 多 上 自 标 线性 规划 问题 (VLP) 的 非 劣 极点 与 止 劣 极 方向 的 集合 , 显 
然 En) CC 人 车 EEE(D,) .定义 集合 
WC) = 1 二 WE | x 是 问题 P04) 的 最 优 解 ;， 
显然 ,YE EE(0), {x) 闫 全, 且 可 以 证 明 ;: 
OU wr) = 可. 
电 Ea 
> 车 面 F 是 5 C ECDu) 的 生成 面 , 则 面 了 是 非 劣 的 充 要 条件 为 站 Wex') 
E 二 和 
x 信 ; 而 下 是 最 大 非 劣 面 的 充 要 条 件 为 WS,SC 5 CC FE(N,)，, 
门 Wix') < C,H sy Wx) = (I. 


7.3 多 目标 线性 规划 问题 的 解法 


因 多 目标 线性 规划 问题 (VCP) 与 单 目标 线性 规划 问题 (10) 有 相同 的 可 行 域 
0 C R", 而 0 是 钙 多 面体 ,人 2 的 表面 只 能 由 人 的 极点 和 棱 所 确定 的 面 组 成 .由 7.2 
季 关 于 多 目标 线性 规划 问题 (YLP) 的 基本 定理 可 知 ,多 目标 线性 规划 问题 (VIP) 
的 非 劣 解 集 口 ,除非 特殊 情况 是 口外 ,只 能 出 现在 刀 的 表面 上 .车 六 的 面 或 棱 的 内 
点 为 (VLP) 的 非 劣 解 , 则 整个 面 或 楼 也 一 定 是 非 劣 的 .其 次 , 02, 是 连通 的 ,所 以 用 
单纯 形 法 求 多 目标 线性 规划 (VLP) 非 劣 解 集 2, 的 主要 步骤 如 下 ; 

步 1 “ 求 初始 非 劳 极点 .有 了 两 种 方法 :其 一 是 选 je E 赂 , 求 问题 PC4°) 的 最 优 
解 x , 则 x 必 为 (VLP) 的 非 劣 极点 . 若 R( je) 不 存在 有 限 最 优 解 ,可 重新 选取 4? € 
We, 重复 上 一 过 程 .其 二 是 先 找 出 (VLP) 的 一 个 基本 可 行 解 x. .然后 用 非 劣 性 检验 
定理 来 判别 x 的 非 劣 性 . 

步 2” 相 邻 极点 和 核 的 捷 索 .应 用 单纯 形 表 及 进 基 号 离 基 原则 进行 旋转 变换 ， 
求 出 相 邻 基本 可 行 解 ,并 用 非 劣 性 检验 定理 判别 其 是 否 为 (VLP) 的 非 劣 极 点 . 

步 3” 求 最 大 非 劣 面 . 依 定理 7 和 最 天 非 劣 面 定义 直接 水 出 . 求 出 所 有 最 大 非 
劣 面 后 再 求 其 并 集 ,就 得 到 非 劣 解 集 0,。 


8 多 目标 线性 规划 的 对 偶 性 


设 有 多 目标 规划 问题 : 
mn fx), 


(VP) st. glx) 二 人 友人) = 0,*¥ 0. 
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其 中 工交 Re FRae -> Rp 3 四 5: 了 -> 及”,R:R RR' 均 为 可 微 向 本 捕 数 . 
售 WER"VER,H = wgetx) + PAY = 1,2,…,p, 则 称 函 数 
Ux up) = Fry + Hrs Hy) - Vfx) + Hx nm, yr)) x 
为 问题 YP) 的 拉 棋 妆 日 函数 ,其 中 所 AP) = [HH… ,HH,]. 利 用 拉 格 朗 昌 
冰 数 建 并 多 日 标 规划 问题 (YP) 的 对 偶 规 划 
max Gly Rv) = L(y,u,r) 
= fiyy + Hy uv) Tifiy) + Hly,u, rv))'y, 
st AT Vp} + a Vaty) 4 ol Vh(y) 0, 
人 其 中 和 < 本 或 4E Wh). 
对 于 多 日 标 线性 规划 问题 (LYP) ,有 
1y min M(x) = cx, 
(TYP) s.1, 人 六 Boy 
ExER A= (a)nn ER B= (bn ERY .C= (oyun EE BR, 
ER 在 问题 (LVYTD) 中 . 斩 令 x) = -AxX+ BB 镀 ,并 应 肌 拉 格 朗 日 对 侦 理 沦 可 得 问 
题 (LYP) 的 对 烂 规划 为 
max GCG{(u) = B'n, 


s.1， HAA 人 cu 


{VY) 


(LWD) 


其 中 中 后 RE 时" 

定理 并 划 对偶 定 埋 ) 对手 线性 多 目标 规划 问题 ULYP 及 其 对 偶 规 划 {1UYD) 
的 任意 可 行 解 z 与 中 ,总 有 er 主 了 (B74) 成 立 ， 

定理 2( 直接 对 俩 定理 )〗 设 WE 网 (或 同 让 车 * 下 问题 (LVP) 对 说 于 融 的 
鹃 有 效 解 ( 或 有 效 解 ) , 则 存在 4 < 丙 ,,w EE R" ,使 # 是 对 偶 规 划 (CLVD) 对 应 4 的 能 
有 效 解 (或 有 效 解 ), 且 有 Atex = WiB"h 成 立 . 

定理 其 逆 对 偶 定 理 ) 设 4€ 有 (或 村], 苦 下 是 对 人 嵌 规划 《LVD) 对 应 奈 的 星 
有 效 解 ( 或 有 效 解 }, 则 存在 人 YE 也 ,x E RBR' ,使 x 是 床 给 规划 (CLYP) 对 应 于 WY 的 
弱 有 效 解 (或 有 效 解 ), 日 有 cx = W'B'a 成 立 ， 
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引 


非 线性 规划 是 近 30 年 来 随 着 计算 机 的 发 展 而 迅速 发 展 起 来 的 运筹 学 的 一 个 
主要 分 支 .其 主要 内 容 是 关于 最 化 化 问题 的 理论 与 算法 研究 .在 理论 方面 , 非 庆 性 
规划 从 数学 的 其 他 若 于 分 支 中 汲取 营养 ,逐步 形成 了 自身 的 学 科 特 色 . 如 非 线 性 规 
划 的 最 优 性 判定 . 鞭 点 .对 偶 以 及 稳定 性 等 理论 .在 应 用 方面 , 非 线 性 规划 为 系统 优 
化 与 决策 管理 提供 了 强 有 力 的 工具 ,因而 在 经 济 管理 ,生产 :组 织 与 计划 .交通 运输 、 
工程 技术 .科学 实验 以 及 军事 科学 等 领域 中 ,都 得 到 了 上 江面 有 效 的 应 用 . 

本 篇 主要 介绍 非 线性 最 优化 问题 . 它 的 一 般 模型 可 以 点 示 为 :在 若干 可 微 函 数 
构 惑 的 等 式 与 不 等 式 约束 之 下 , 求 一 个 可 微 的 目标 函数 的 极 小 值 .对 于 求 目标 函数 
极 大 值 的 情况 ,等 价 于 求 目 标 通 数 相反 数 的 极 小 值 . 本 箱 以 介绍 方法 为 主 , 辅 以 数 
值 等 例 ,目的 在 于 方便 读者 党 握 应 用 . 


1 无 约束 最 优化 问题 


1.1 无 约束 最 优化 问题 的 最 优 性 条件 


1.1.1 极 值 点 概念 


无 约束 最 优化 问题 可 以 表示 为 
min Ax),xTE RR", 《1-1) 

其 中 R" 表示 锥 欧 氏 空间 , fx) 为 连续 可 微 隧 数 . 

1. 局 部 极 小 点 

设 x* ER'", 若 存在 6 > 0, 使 得 对 于 所 有 满足 x RI 和 上 x-x*| < 全 的 
X 均 有 所 xX) = fCx*), 则 称 x” 为 x) 的 局 部 极 小 点 . 

2, 严格 局 部 极 小 点 

投 x”E R", 若 存在 6 > 0, 使 得 对 于 所 有 满足 xE Romzzr 1x- 1 
< 8 的 x 均 有 fx) > fix"), 则 称 x*” 为 六 x} 的 严格 局 部 极 小 点 . 

3, 整体 极 小 点 

设 x ER2, 若 YYrER 有 FAxzl)szAr ) 成立, 则 称 x” 六 六 x*) 的 整体 投 
小 点 . 

4, 严格 整体 极 小 点 

设 z2 所 BR, 若 YXYERxzx ,有 fx) > 让) 成立, 则 称 x” 为 x) 
芍 严格 整体 极 小 点 . 
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1.1.2 最 优 性 条 件 
下面 用 Wiix) 表示 ftx) 在 x 点 处 的 身 这 ， 亦 即 Vix) = 
(HDAD,... NN) 
da x dx, * 
定理 {一 阶 必要 和 条件】 设 x** 万民 * 是 (1-1) 试 的 局 部 极 小 点 , 则 六 x 在 xX” 
点 的 梯度 Vx") = 0. 
用 FCx) 表示 fxX) 在 x 点 外 的 黑 塞 (Hessian) 矩阵 , 妈 


PE ET 
vif(x) = : : . 

TAX) Ax) 

EF 上 证 :于 光 


定理 2{ 二 阶 必要 条 忻 】 设 f/x) 是 二 脐 连 续 可 微 明 数 , 背 x”E R* 是 (1-1) 
式 的 局 部 极 小 点 , 则 fix) 在 x* 处 的 梯度 YARxr ) = 0, 并 Hr) 在 x” 处 的 黑 塞 
牌 阵 V x*) 半 正定 . 

定理 3{ 二 阶 充分 条 件 】 设 f(x) 是 二 阶 连 续 可 微 函 数 . 若 梯度 VARx” ) = 小 
并 有 晶 黑 塞 和 矩阵 YAAx*) 正定 , 则 x* 是 (1-1) 式 的 严格 局 部 极 小 点 . 


1.1.3 目标 函数 是 凸 函 数 的 最 优 性 条 和 件 


1. 止 集 
设 集合 S c Rn" ,如 果 对 于 任意 的 xs 和 9,aEt0,1), 有 
agl + {tl -aj)x EE 3, 

则 称 5 是 凸 集 . 

2, 目 函 数 

设 $S cc R" 是 非 空 上 四 集 ,六 *) 基 定 义 在 $5 上 的 函数 .如 此 对 于 任意 的 2 ,2 丘 
S$,a EE (0,1), 有 

大 arl +《1 — oa)x2) SE af(x)} + (1 - of sz) 

成 立 , 则 称 /x) 是 5 上 的 轧 函 数 .如 果 上 述 严格 不 等 式 成 立 . 则 称 记 x) 是 5 上 的 严 
格 凸 函数 . 

定理 4 设 fx):R' -RR 是 连续 可 微 的 唔 明 数 , 则 x ”是 {1-1) 式 整体 极 小 点 


的 充分 必要 条 件 是 
VAYr” ) = 心 ， 


1.2 “最速 下 降 算法 


最 速 下 降 莫 法 以 负 梯度 方向 作为 极 小 化 算法 的 下 降 方 问 , 故 又 称 为 负 梯 度 法 ， 
它 是 无 约 昌 最 优化 中 最 简单 的 方法 ,也 是 所 有 可 微 最 优化 方法 的 基础 ， 
算法 1( 最 速 下 降 算 法 ) 
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步 1 给 出 碍 ER ,人 刘 许 误 盖 es > 0 = 0. 

步 2 计算 用 =- VAX), 若 VA) < e, 则 算法 终止 ,x 是 近似 最 优 
解 ; 否 则 转 步 3. 

步 3 进行 一 维 精 确 搜 索 , 即 求 步 长 内 ,满足 

finwr ad) = minl f(x + af) | oa = 01. 

步 4 tl = 让 = 大 + 1, 转 步 2. 

下 面 给 出 算 例 

例 1 求 了 是 数 x) = 173xi + 12 好 的 极 小 值 点 ， 

解 ” 取 初始 点 妈 = (3,2) ,直接 计算 得 

VHX) = (2,2)T, 可 =【〔(- 2,- 2), 
求 太 + oa) = 1030? - Be + 的 极 小 值 点 得 ao = 575. 
T= + a = (3/5, -~ 2/5)", 
YE) = (2/5, — 2/3). 
用 同样 的 进 代 步骤 进行 计算 ,得 到 
x = (5 2) Vf) = (95 ,2/9) 
一 般 地 ， 
A = C35t, (Co 1)*125t), 
VHA) = 【〔2734 — 1)*2/5*). 

当 达 人 代 到 一 定 程度 时 , 即 可 使 YC 下 ) 的 模 小 于 等 二 给 定 的 误差 .事实 上 ,fx) 
的 极 小 值 点 是 (0,0)", 

算法 分 析 ”算法 1 具有 全 局 收 敏 性 和 线性 的 收 策 速度 .但 必须 指出 ,该 算法 中 
的 下 降 方 癌 仅 对 每 一 个 选 代 点 和布 襄 是 "最 过 下 降 " 的 ,对 整个 渤 代 过 程 总 体 而 言 孝 
并 非 “ 最 速 下 降 ”. 特别 当 目 标 函 数 的 等 值 线 是 一 个 椭圆 { 奈 ) 时 ,大 速 下 降 法 将 会 
出 现 “ 蚀 齿 现 象 , 此 时 下 降 就 十 分 缓 惕 了 . 


1.3 牛顿 算法 


1.3.1 牛 烽 算法 


牛顿 算法 的 基本 思想 是 利用 目标 函数 的 二 次 泰勒 展 开 式 ,并 将 其 极 小 化 ,以 它 
作为 目标 函数 极 小 化 的 近 亿 - 

算法 民 牛 慑 算法 ) 

步 1 给 出 苔 七 R" ,多 许 误 差 6 > 0,£; = 0. 

步 2 求 YH), 若 YA) 二 5, 则 算法 竹 止 ,x* 作为 尺 x) 的 近似 最 优 
解 ;否则 转 步 3. 

步 3 #11; = A VAr),k: = 上 + 1, 转 步 2. 

例 2 求 fx) 二 Cx — 2} + (xr) — 2x2) 的 极 小 值 点 . 

解 。” 取 初 始点 x* = 〈0,3) ,通过 计算 得 
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vim) = (- 4,24)", 
5 -4 _ | TS 4 
Vv Ax) = [4 | ， (YA = ala 50] 
x = VR Afr) = (0.67,0.33). 


按照 同样 的 步骤 ,只 归 V 3) 非 毅 蜡 而 且 Y 折 六) 不 为 堆 , 就 可 以 选 代 下 去 ， 
得 审 点 列 为 加 ,lc 
相 庶 明 迁 代 结果 见 表 二 -上 


通过 观察 容易 看 出 , 冰 数 起 x) 在 ”= (2,1) 处 达 划 极 小 值 . 

算法 分 析 “” 当 自 标 吗 数 为 正定 二 次 函数 时 ,用 算法 2 :次 选 代 后 恒 可 得 到 极 
小 值 点 .对 于 非 二 次 通 数 ,由 于 它们 在 极 小 值 点 附近 往往 和 .次 函数 很 近似 ,因此 
当初 始点 靠近 极 小 值 点 时 ,算法 的 收 合 速 度 一 般 是 很 快 的 ,此 时 算法 具有 局 部 收敛 
性 与 二 阶 收 合 速度 .但 当初 始点 与 极 小 点 相距 较 近 时 ,算法 2 就 不 能 保证 有 较 好 的 
收 误 特性 ,为 克服 这 个 缺点 ,大 们 提出 了 阻尼 牛顿 算法 . 


1.3.2 阻尼 牛顿 算法 


算法 3 阻尼 牛顿 算法 ) 

步 1 联 芭 所 R', 人 办 主谋 着 6 > 0 = 0. 

步 23 车 YA) 二, 则 算法 终止 ,x 作为 近 侯 要 小 点 ;否则 转 步 3. 

步 3 重 : = (VIN) VA ). 

步 4 进行 一 维 精 确 搜索 , 即 求 步 长 ,满足 

Fox t+ oat) = mindf(x + of) la 0. 
1 2 

算法 分 析 由 要 Vv 下) 正定 ,这 种 算法 -- 般 具有 全 局 收 误 性 和 超 线性 的 收 
敛 速度 .但 该 算法 也 有 明显 的 缺点 , 即 Y x) 常常 是 不 生年 的 ,即使 正定 ,在 每 、 
步 提 找 过 程 中 ,YC)) -1 的 计算 量 也 太太 .为 避免 这 些 缺 点 ,大 们 提出 了 所 牛顿 
算法 ,下 面 介 绍 DFP 算法 ( 拟 牛 顿 算法 的 ~-- 种 ). 


1.4 ”DFP 算法 
算法 4(DFP 算法 】 


i 
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步 1 取 x' EE R", 人 允许 误差 6e > 0. 
步 2 职 秆 阵 Hi:; = 于 ,hk: = 1. 
步 3 正 : = -于 YA(x), 进 行 一 维 精确 搜索 , 即 求 步 长 oa; 满足 
fw rad) = minlfir + ad)la > 0. 

此 4 Nl; = x+ ce， 
步 5 和 若 ‖VYVFxzr| 二 <s: 算 法 终止 ,内 作为 近似 最 优 解 ;否则 转 步 6. 
步 6 车 大 = ra, 则 令 3 = 革 11, 返 回 步 2; 吾 则 转 步 7. 
步 7 令 记 := = YA ) — VA), 

Hir: = + Bp gg 

:= 到 + 1, 返 回 步 3. 
例 3 用 DFP 算法 求 涌 数 
Fx) = 2xi + 2 -4x +2 


的 极 小 点 . 
解 ” 取 
a ml 
通过 计算 得 


VAx') = [ ?| d! = [| al = 5/18,x: = [so] 
再 进行 第 二 次 选 代 , 由 计算 得 


nm -oa-[ sp] [ua I0% 
=1306| 3 | 


;= HYfAx) = wal ,|. 


从 z 出发 沿 型 方向 进行 搜索 ,得 a， = 17/36,x¥ = 让 + 村 = 《1,0)". 这 时 


YA = (007 从 而 六 = {1,0" 是 最 优 解 . 


算法 分 析 ”所 午 顿 算法 因 其 收 正 盾 阵 的 不 同 而 形成 多 种 算法 .DFP 算法 是 其 
中 主要 的 一 种 , 它 具 有 很 多 重要 性 质 . 例如 ,对 于 二 次 函数 ,该 算法 经 有 限 步 迁 代 后 
即 可 求 出 极 小 点 ;对 于 瑟 函 数 , 该 算法 具有 全 局 收 襄 性 ;对 于 一 般 目标 函数 ,该 算法 


具有 直线 性 的 恢 仇 速度 . 
1.5 ” 共 轿 梯度 算法 


1.5.1 算法 简介 
共 琵 梯度 算法 的 一 般 迁 代 程 序 是 
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了 = a 
其 中 
-YAr), k=1, 
4 - 人 va 上 2 


当 目 标 函数 是 二 次 凸 函数 时 , 即 /x) = 方 x74 x + BTx + c,( 其 中 4 是 对 称 
正定 和 矩阵) ,参数 所 按 下 面 的 公式 计算 : 
VA A a! 
AB = (eTA- 
在 步 长 ai 按 一 维 精确 搜索 计算 的 情况 下 ,由 此 得 到 的 dl ,下 ,…, 帮 关于 4 共 
固 , 即 (d)r44 = 0(i zz 门 .可 以 证 明 至 多 选 代 n 次 即 可 求 出 极 小 点 . 
将 共 轩 梯 度 法 推广 到 非 二 次 函数 时 ,参数 6 有 多 种 计算 公式 . 因 计 算 公式 不 
同 ,构成 了 不 同 的 共 辑 梯度 算法 ,下 面 介绍 其 中 主要 的 两 种 . 


1.5.2 FR 方法 和 PRP 方法 


算法 5(FR 方法 ) 

步 1 取 扎 始点 xl = 1 多 许 误 盖 = > 0. 

步 计算 Vi 到). 

步 3 着 YR) 过 s, 则 算法 筑 止 ， 具 为 近似 极 小 点 ; 否则, 令 业 = 
一 VA) + 以"! ,其 中 


0 
， 当 上 = 1 时 ， 
ai -| 


家 1 
ET 当下 > 1 里. 
步 4 进行 一 维 搜索 , 即 求 步 长 a 满足 
Fr Ta) = minl f(x + ak) la = 01. 
步 5 了 1 三 x + a ,Kk = 天 十 1 ,返回 步 2. 
在 上 述 选 代 算法 中 ,将 所 .的 计算 公式 替换 成 


必 , = 1 时 ， 
Bl = |s NIV FO) VF)) k= 1 时 ， 
vw : 当天 > 时 ， 
就 得 到 PRP 方法 . 
例 4 用 FR 方法 求 
Frys x2) = (x - 2 + (x 一 了 2 
的 极 小 点 . 


解 ”最 初始 点 x = 人 03) 有 = -YA = (44, -24)". 
对 Arxrl+ ol 关于 a 20 进行 一 维 搜索 得 a = 0.062, 从 而 
x = x + oad! = (2.,70,1.,51)", 
转 入 下 一 迭代 过 程 . 


2 约束 最 优化 问题 的 最 优 性 条 件 : 249 : 


对 x = (2.70,1.51)" 进行 远 代 .经 计算 得 
vir) = (0 了 1.28)T， 
B= | YF Ox) YAY)? = 0.00086, 
d=- VAx) + Bd = (- 0.0, -1.07". 
对 扩 庆 + at) 关于 a = 人 0 进行 一 维 搜索 得 sz = 0.23, 故 
= + md 二 {2,54,1.21)1. 
对 x? 重复 上 述 近 代 过 程 . 当 和 迭代 到 -一 定 程度 时 ,| YA 有 小 于 允许 误 差 ， 
些 苑 逼近 极 小 点 (2,1)7, 在 此 丰 再 整 述 . 
算法 分 析 可 以 证 明 FR 方法 在 一 般 情 况 下 捧 有 全 局 收效 性 ,而 PRP 方法 到 
不 能 保证 具有 此 福 质 .语感 尔 (Powell) 曾 举 出 一 个 有 趣 的 例子 ,在 精确 搜索 下 ,PRP 
方法 产生 的 点 列 1x*1 在 5 个 点 中 间 循 环 ,这 6 个 点 中 任何 -个 均 不 是 目标 函数 的 稳 
定点 .但 PRP 方 法 的 数值 计算 效果 变 比 FR 方法 好 得 多 . 因此 ,在 实际 计算 中 ,人 们 
常常 将 这 两 种 方法 结合 使 用 . 


2 ”约束 最 优化 问题 的 最 优 性 条 件 


2.1 约束 最 优化 问题 


2.1.1 基本 概念 


约束 忧 化 问题 可 以 表示 为 
min fx), {2-1} 
at ex) = OiEE= 11,2,..,P!; 
ox OiE= {p+1l,p+2,..,m|. 
其 中 fix) 与 clx)(i EE EU 中 是 开 集 DC R* 上 的 连续 可 微 函数 .如 果 7 = 名， 
则 称 问 题 (2-1) 式 为 等 式 约束 优化 问题 .车 ci(x) (i E EU 站 为 线性 孙 数 ,别称 问 
题 (2-1) 式 为 线性 约束 优化 问题 .特别 地 ,如 果 目 标 函 数 f(x) 是 二 次 函数 , 则 称 其 
为 二 次 规划 问题 . 
1. 可 行 域 与 可 行 点 
集合 
站 = {rctr)} = 0,ic€ Ec(lx) 0,it Fi! 
称 为 (2-1) 式 的 可 行 域 .如果 x 旭 , 则 称 tr 是 (2-1) 式 的 可 行 点 . 
2. 全 局 极 小 点 与 全 局 严格 棚 小 点 
设 Y” E 凡 , 如 果 YYE 旭 , 均 有 
3 
成 立 , 则 称 x* 为 问题 (2-1) 的 全 局 极 小 点 .如 果 wxEe Tvir 1, 均 有 
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. fx) > flxr') 
成 立 , 则 称 ** 为 问题 (2-1) 的 全 局 严格 极 小 点 ， 
3. 局 部 极 小 点 
设 x”E€ 和 ,如 果 对 某 一 6 > 0, 梧 yyYxE€EnnN 人 站 B(x* ,8), 均 有 
fx fr’) 


成 立 , 则 称 x ”为 问题 {2-1) 的 局 部 极 小 点 .其 中 ， 
B(x ,6) = {x:|x-x*l < 61. 

4. 可 行 方 向 

设 x 记 介 ,4 EE Rd #0, 如 果 存 在 6 > 0, 使 ¥ iE {0,5], 均 有 x*+ EE 
从, 则 称 4 为 在 x* 处 的 可 行 方 向 . 

5. 有 效 约束 与 有 效 集 

设 x EE R", 称 下 标 属 于 集会 .x) = | 上] i 所 证 olx) = 人 0| 的 约束 沟 x 相 
的 有 效 约束 .. 避 称 为 (x) 处 的 有 效 集 . 

记 

Hx) = RN T= 和 ETefzl) = 0!, 

称 1Cx) 为 x 处 的 不 等 式 约束 有 效 集 . 


2.1.2 约束 规范 


1. M-F 约束 规范 
设 x 七 身 ,如果 梯度 Ve(x* ) (i 万 EF) 线性 无 关 , 并 及 存在 向 量 s ,使 
svVeolxr y= 0, EC 
sve(tx”) » 0, ieE xr') 
成 立 , 则 称 问 题 (2-1) 的 约束 函数 在 x* 处 满足 ML-F 约 束 规 范 . 称 s 为 x" 处 的 强 容 
许 方向 . 
2. 凸 规划 问题 
所 谓 喇 规划 问题 是 指 这 样 一 类 特殊 的 约束 优化 问题 , 即 
min Ar), {2-2) 
s.t. ex} = 0iEE= |11,2,.,Pi: 
cx a 0,iET= |p+l,p+2,.",m|. 


这 里 等 式 约 东软 数 clx)(i € FF) 为 4 的 线性 函数 ,f(x) 和 不 等 式 约 束 函 数 
cz)tE 门 则 分 别 是 开 凸 集 局 二 R* 上 的 凸 晤 数 和 回 明 数 . 

3. 斯 莱特 [Slater) 约束 规范 

对 于 凸 规划 问题 (2-2) ,如 果 有 可 行 点 严格 满足 不 等 式 约 束 , 即 

P= | 人 = O00E BE,c(x) > MEE NT, 

则 称 约束 了 辐 数 满足 斯 莱特 约束 规范 ， 

容易 证 明 , 对 于 凸 规 划 问 题 (2-2), 阁 斯 莱特 约束 规范 满足 , 则 M-F 约束 规范 也 
满足 ， 
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2.2 “最 优 性 一 阶 条 件 


2.2.1 得 优 性 一 阶 条 忻 与 K-T 点 


定理 1 ( 库 恩 - 塔 克 {KuhnTucker) 晤 优 性 一 阶 必要 条 件 ]) 设 f 作 x) ,ctx 
蕊 EU 门 在 开 集 DR 上 连续 可 微 ,又 设 x” 为 问题 (2-1) 的 一 个 局 部 极 小 点 ,并 
设 在 x” 人 ,约束 函数 满足 M-F 约束 规范 , 则 必 存 在 4 所 R(i © 玉 U 站 ,使 得 
VAx*) = Zh Vv alr"), 
hi 半 0 和 
| = 人心， :El. 
设 x 蕊 虽 . 如 果 存 在 A EE RiE UU 中), 使 得 
VARx)= DNVolx'), 
入 区 OEE, 
ac(x") = 0,1€ET 
成 立 , 则 称 x*” 为 问题 (2-1) 的 库 恩 - 塔 克 点 ,简称 下 TT 点 .A1E RIiE EUD) 称 
为 x" 处 的 拉 格 让 日 (Lagrange) 飞 子 . x” 与 4 称 汶 问题 {2-4) 的 一 个 K-T 对 ,其 中 尺 
中 的 分 量 由 ， 0 和 EF UU 了 站 构成 . 


2.2,2 西 规 划 问 题 的 最 优 性 一 阶 条 人 忻 


定理 2 ”对 于 凸 规划 问题 (2-2), 如果 其 约束 萎 数 满足 斯 莱特 约束 规范 , 则 凸 
规划 问题 (2.2) 的 极 小 点 x* 必 是 问题 (2.2) 的 K-T 点 ， 
定理 3 ”对 于 凸 规划 问题 (2-2) ,其 玫 了 点 为 西 规划 问题 (2.2) 的 全 局 极 小 点 ， 
推论 。 对 于 凹 规划 问题 
min A(x), 
gt, CK) = OE EF = {11,2 ,Pl, 
可 行 域 吕 = |x1 ctr) = 0,iE El # 训 , 设 x” ED, 则 x" 为 (2-3) 式 的 K-T 点 ， 
当 且 仅 当 Y* 为 (2-3) 式 的 全 局 极 小 点 . 


2.3 ”最 优 性 二 阶 条 性 


(2.3) 


2.3.1 最 优 性 二 阶 必 要 条 人 忻 


下 面 讨 论 问 题 {12-1) 的 KT 点 与 其 局 部 极 小 点 之 间 的 关系 .有 例 于 说 明 ,K-T 点 
并 非 该 问题 的 局 部 极 小 点 ， 
例 1 min wi+ 好， 
st， Xi 坟 一 氏 疙 . 
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易于 验证 ,x”= (0,1)7 为 上 述 最 优化 问题 的 一 个 K-T 点 ,并 且 F2x*) 正定 ， 
但 x” 并非 该 问题 的 局 部 极 小 点 . 

定理 4{ 最 优 性 二 阶 必 要 条 件 }) 设 fx) 和 ctx)(iEEUD 站 在 开 集 DD0 
上 过 阶 连续 可 微 , 并 且 续 东 函 数 全 为 线性 函 灶 或 者 Yefx "tiE EU ix')) 线性 
无 美 {x* 所 有 ) .及 设计 与 和 4* 是 问题 (2-1) 的 一 个 KT 对 .车 x 为 问题 (2-1) 的 
局 部 极 小 点 , 则 

YsES= tslsi vex }=-0 (i€EEU xr) 
均 有 jsTV L(x" ,A4*)s 0. 这 里 
LxA) = f(x) DD Aa(x). 


ER) 


2.3.2 最 优 性 二 阶 充 分 条 件 


定理 5 最 优 性 二 阶 充 分 条 件 ) 设 据 x) 和 cfx)(iE EU 门 在 开 集 DN 
上 二 阶 连续 可 微 , 并 设 x* ,4*” 是 问题 (2-1) 的 一 个 KT 对 .如 果 对 满足 
sive(tx") =0, 人 加 
zsTVecfxy) = 0， iE Nx")}HA, > 0O; 
svVo(x’) = 0, i€E x")}HA: =0 
的 任 一 非 零 问 量 s, 均 有 sv Lx” ,A 和)8 > 人 0, 刚 x” 为 问题 (2-1) 的 一 个 严格 局 
部 极 小 点 . 
雅 可 比 瞧 一 性 条 性 。” 设 六 x) 和 ctx)(iE EU Dn 在 开 集 D 如 上 二 阶 连 
续 可 微 ,x” 和 4” 为 (2-1) 式 的 一 个 MT 对 .如 果 在 *” 处 满足 
(1) Yetx (i EEUU ERY” )) 线性 无 区 ; 
(2) (2-1) 式 在 x* 处 具有 严格 互补 性 , 即 ¥Y iE rx"), 有 4? > 0 
(3) 对 任意 
s€E jslsi velr) = OE EU xXx)!,s #0, 
有 
STTV IF ,2 )s > 0, 
则 称 人 -1 式 在 x+” 椒 满足 雅 可 比 唯一 性 条 忻 . 
定理 6 设 flx) 和 cfx)(iE EU 站 在 开 集 DD 症 二 阶 连 续 可 微 ,x” 与 
和 ”为 (2-1) 式 上 的 一 个 K-T 对 ,并 且 (2-1) 式 在 x” 处 满足 雅 可比 唯 一 性 条 件 , 则 
K-T 关系 式 


ctx) = 0,iEE, 

ACE = 0,EET, 
在 tx" ,4 "v ) 处 的 雅 可 比 矩 阵 JCx* ,#4") 为 非 奇 异 ,而 且 x ”为 (2-1 式 的 一 个 严 
格局 部 极 小 点 - 


区 Lx,A) 三 0, 
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3 罚 函 数 法 与 有 效 集 方 法 


3.1 罚 图 数 法 


罚 函 数 法 是 通过 求解 一 个 或 才 个 罚 苹 数 的 极 小 点 来 求解 约 东 优化 问题 的 方 
法 . 它 的 基本 思想 是 将 约束 问题 无 约束 化 .下 面 主 要 介绍 罚 隧 数 法 中 的 外 点 法 和 内 
点 法 . 


3,1.1 外 点 法 


罚 函 数 。” 对 于 约束 优化 问题 (2- 1) 式 , 称 函数 Ftx,o) = 关 r) + cp) 为 罚 
靖 数 ,其 中 
P(x) = ule + A 
ck) = minlO, ctx¥}, 
算法 1 外 点 法 ) 
步 1 给 定 初 始点 友 , 初 始 惩罚 因子 = > 0, 放 大 系数 c > 1, 人 允许 误差 e > D， 
下 = | 
步 2 以 闪 -1 为 初始 点 ,求解 无 约束 问题 . 
min Ax) + oPlx), 
设 极 小 点 为 地. . 
步 3 车 oP(x) < ,出 算 法 终止 ,间作 为 近似 极 小 点 ;否则 , 令 ,| = em， 
= 上 + 1, 转 步 2, 
例 1 求 下 述 优 化 问题 的 极 小 点 : 
min x 一 1 + 3， 
5.4, X71 人 0. 


解 。 定 闵 罚 西数 
Fixa) = (x 11+ r+ omin(0, x -1 
{0 , 当 x2 守 1 时 ; 
三 (xl + + ox ~ 1)*, 当 2 < 时 . 
于 是 
a = 2(x1 - 1), 
jw x2, 当 x;， < 1 时 ; 
令 Dx2 一 (2 200 当 xz 并 时 . 
oF aF 
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得 [本 -|-。 | 
2 1+ 
z= | -站 即 为 优化 问题 的 极 小 点 . 


邻 g 一 + 六 得 大- 


3.1.2 内 点 法 


罚 妙 数 的 内 点 法 适用 于 只 有 不 等 式 约束 的 优化 问题 


min flx), 
9.t. cx 0,TET. (3-1) 


其 中 fx) ,elx)(i GE 站 是 开 集 口 CR" 上 的 连续 可 微 明 数 . 
《1) 障碍 函数 称 函数 C(x,o) = Kx) + 二 B(x) 为 障碍 函数 .其 中 B(x) 是 
开 集 D C R* 上 的 连续 可 微 西数 , 且 当 x 趋 于 可 行 域 0 的 边界 时 , B(x) 一 + %. 
(2) 倒数 罚 函 数 ”函数 G(x,o) = f(x) + PP (x) 称 为 倒数 罚 函 数 ， 


(3) 对 数 蚤 函数 函数 C(x,a) = f(x) -一 工 See (1) 称 为 对 数 乔 画 数 
4E 了 
显然 ,倒数 罚 函 数 和 对 数 罚 函数 均 是 障碍 函数 . 其 中 B(x) = > te(z) 和 
a 


B{x}=- 人 loge C(x). 


算法 2( 内 点 法 ) 
步 1 给 定 初 始点 到 intn ,人 允许 误差 6 > 0,a > 0.c>1,k=1. 
步 2 利用 初始 值 ww ' ,求解 优化 间 题 
min GUx,o), 
求 得 极 小 点 对 这 里 C(x ,oi) 为 倒数 罚 耳 数 或 对 数 罚 钞 数 . 
步 3 者 1/oiB < s, 算 法 终止 ,在 作为 近 般 要 小 点 ;否则 ,mt = canshk = 上 


+ 1, 返回 具 2. 
例 2 利用 神通 数 的 内 点 法 求解 下 述 优 化 问题 ; 


min 示 (n + 3)? + xos 


地 


s.t. x -1 站, 
X27 0. 


解 。” 取 罚 函数 
Cr, do,) 三 十 (xi 十 3p 十 和 7 二 pn 1 十 17x2) ,用 解析 法 求 优 化 问题 


min GUx,or) 


的 极 小 点 . 令 
dOCE,0,) OLE, Ge) -0 


Dx = x 
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$Y 1+ 天 

Vo 

1 

w 

令 gE 一 + oo 一半 = (10)757 = (1i07 即 为 原 优 化 问题 的 极 小 点 ， 

算法 分 析 ” 罚 跑 数 的 外 点 法 和 内 点 法 均 采 用 无 约束 极 小 化 技 巧 . 其 方法 莘 
单 ,实用 方便 ,并 能 用 来 求解 导数 不 存在 的 情况 ,而且 具有 很 好 的 收 合 性 .但 这 种 罚 
函数 法 的 缺点 是 , 当 乘 子 mr 无 很 增 大 时 , 求 罚 函 数 极 小 点 会 越 来 起 困难 . 


3.2 二 次 规划 问题 和 的 有 效 集 方法 


Xo) 二 


3.2.1 二 次 规划 问题 
1, 二 次 规划 问题 


二 次 规划 问题 是 最 简单 的 非 线 性 规划 问题 , 它 是 优化 问题 (2-1) 在 记 x) 为 二 
次 尔 数 , 且 ci(x)(i EE EU 六 都 是 线性 函数 时 的 特殊 情形 , 即 可 以 写成 


min D(x) = Fx Hx + 廊 注 : (3-2) 


s.1, ar = b, iEE= 11,2,..,Pl, 
ly mb, iEl= Ip+lp+2, "ml, 
2, 等 式 约 束 二 次 规划 问题 的 求解 方法 
在 二 次 规划 问题 (3-2) 式 中 ,了 = 六 时 , 则 称 其 为 等 式 约 束 二 次 规划 问题 . 
由 于 等 式 约束 二 次 规划 问题 可 以 写成 
min Q(x) = gx+ Bx, (3-3) 
号 .上 A = 6, 
其 中 g 亡 R",pPER",AER" "有 ER"*", 且 占 是 对 称 的 ,不 失 一 般 性 ,人 恺 定 
ran ktAY = 得. 
由 于 4 行 满 秩 , 一 定 可 以 找到 变量 x 的 一 个 分 解 x = {xs,x*y)". 其 中 xp 所 
Rn ,xw 所 R*-*, 且 A 有 相应 的 分 解 4 = (4s ,An) 使 得 4&5 可逆, 这 样 优化 问题 
(3-3) 式 的 约束 条 件 可 以 写成 
pts + nxw = 6, 


即 Np = Aab - AniAnrs. 
将 其 代 人 原 优 化 问题 (3-3) 式 ,得 到 (3-3) 式 的 一 个 等 价 形 式 
min fx + 广 wey. (3-4) 
wR" 
其 中 


Bn = gw- AVCAB) gs + [Haye — AVCAB!) TH I AsD; 
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疗 ， = 再 mw - 用 wd5dw — ANCAB') Hew + ANT(C AR)T HEnA BAn; 


三 {gp, RN)', 
Hapw 
开 = 
和 [a Hr 


是 与 x = (xs,xw)"” 相应 的 分 解 ， 
这 样 , 利用 无 约束 优化 方法 求解 上 述 优 化 问题 (3-4) 式 , 即 可 得 到 优化 问题 
(3-3) 式 的 极 小 点 ， 


3.2.2 有效 全 方法 


有 效 集 方法 是 通过 求解 有 限 个 等 式 约 东 二 次 规划 问题 来 解决 一 般 约 东 二 的 二 
次 规划 问题 13-2) .直观 上 , 非 有 效 约 束 在 和 解 的 附近 不 起 作用 ,可 以 去 掉 不 考虑 ,而 
不 等 式 有 辣 约 束 由 于 它 在 解 钼 等 式 成 立 , 所 以 可 以 用 等 式 约 束 米 普 换 不 等 式 约束 . 
算法 3( 有 效 集 方法 ) 
步 1 和 结 出 初始 可 行 点 x!, 5 = EU Nx,k=1. 
步 2 求解 二 次 规划 问题 
min glat+d)+ 二 (vw + dH(X + d), 


8.t, ald = 0, ES， 
得 从 和 相应 的 拉 格 朗 日 梯子 Mk E 咒 ), 如果 洛 关 00, 则 转 步 3. 如 果 社 二 0(iE 5 
门 已 , 则 算法 终止 , 驻 作 为 原 规 划 问 题 的 极 小 点 ;天 则 , 取 和 4 = min[Ai:At < 0 
门卫 ,得 i 令 = 中共 1 = 未 , 转 步 4. 
步 3 求 上 满足 
au 二 min il ， min[ (pb, 一 Be 人 )， = qa! < 如] | 
= 
车 a = 1, 则 转 步 4; 否 则 取 j EES, 使 
如 人 (如 + aud) 三 办 , 令 人 三 号 U | 六 
+1, 转 枯 2. 
在 上 述 算法 中 .着 4 有 阶 对 称 矩 阵 焉 可 道 , 则 步 2 中 的 拉 格 朗 日 革 子 站 可 以 用 下 
述 公 式 得 到 .由 于 六 和 入 是 优化 问题 
min git 十 过) 二 六 (地 + dTH(x + d), 


8.4. 4 + d= bh,it Ss 
的 一 个 K-T 对 , 设 上 述 问 题 的 约 东 af(ak + d) = 如 (i E 3 ) 的 系数 策 阵 为 4 ,常数 
列 向 量 为 护 , 风 和 二 (CAH AD AH 'g + 上) 
例 3 用 有 效 集 方法 求 二 次 规划 问题 的 极 小 点 . 
min Ax) = x IN + x3 x [0x2, 
a.t, 一 3%1 一 了 守 一 让 ,x1 主人 ,2 二 . 
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解 。” 自 标 销 数 fx) 可 以 写成 
fr) = Fes) [7 “a+ 《一 上，- 0)[ | . 


取 声 始 可 行 点 xl = (0,0)7, 则 5 = 12,31. 求 解 二 次 规划 问题 
min dd 0d;, 
号 .上 ， di = 0, di = 0, 
得 看 = (0.0)7 和 相应 的 拉 格 朗 日 对 子 和 =《- 1 - 10)7. 令 
$= S13 = {2 ,7 = * = (0,00.. 
求解 二 次 规划 问题 
min -d+ d - 10d,, 
$§.1. 好 = 0, 
得 吧 = (0,5/2)T, 令 
az = minil ,6 = LR= = (0,5/2)T, 3 = 5 = 12|, 
再 求解 二 次 规划 问题 
min -TA2d- dd + 5, 
8.4, td = 0, 
得 硬 = (0,0)7 人 = -72. 令 
S4 = 5 2 = xt = 了 区 = (0.502) 
求解 二 次 规划 问题 
min 7d- dd + 26 - 252, 
得 = (2,172)T. 令 
a = minfl,17! = LA = 时 +a 人 = 【2 ,187)7, 
在 好 点 ,第 一 个 约束 为 积极 约束 , 取 5; = SU 11 = 11| ,求解 二 次 规划 问题 
mn dd + 2 3d - 67, 
9s. — 3d -2d = 0， 
得 下 = (3/14, 928)T. 令 
as = min|l,8) = 1 ,2 = H+ as = (172,90/4)"T ,56 = $s = {1|, 


求解 二 次 规划 问题 
min -Ad -3d -did + 2di - 55/4, 
入. 二。 一 3d, 一 2 二 人 0， 


得 看 = (0,01T 和 1 = 3/4. 才 下 = (172,94)7 是 原 二 次 规划 问题 的 极 小 点 . 

算法 分 析 设 点 列 |xw| 由 有 效 集 方法 产生 ,如 果 对 于 任何 上 均 有 a(iE EU 
fx) 线性 无 关 , 则 该 算法 必 有 限 丝 目 于 规划 问题 (3-2) 的 ET 点 或 者 原 问 题 
(3-2) 目标 函数 无 下 界 ,而且 若 旧 为 正定 矩 竹 ,该 方法 有 限 步 终 止 时 ,得 到 的 点 为 
二 次 规划 问题 (3-2) 式 的 极 小 点 ,车 不 能 保证 &(iE 5 U1(%)) 线性 无 闫 , 则 算法 
3 有 可 能 出 现 与 钱 性 规划 问题 类 似 的 循环 现象 , 如 果 十 不 正定 , 则 可 能 出 现 二 次 规 
划 癌 题 (3-2) 目标 函数 无 下 界 . 
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4 ”可行 方向 法 


4.1 ” 绅 迪 耶 死 可 行 方向 法 


4.1.1 线性 约束 规划 问题 的 印 迪 耶 克 可 行 方向 法 


对 于 线性 约束 非 线 性 规划 问题 
min fx), {4-1) 
ot gxr= hi EE-= 1i,2,.,pl, 
ql El= ip+tl,,ml, 
其 中 所 x) 是 开 集 DC R* 上 的 连续 可 微 清 数 , 有 如 下 邬 迪 耶 克 (G.Zoutendijk) 可 行 
方向 法 : 
算法 1 部 迪 耶 克 可 行 方向 法 ) 
步 1 取 初 始 可 行 点 x',k = 1. 
步 2 求 出 fx). 
步 3 求解 线性 规划 问题 
min Vina, 
总 革 , od = 0,i€ FE, 
ald = 0,7 EE I), -1 el, j= 1,2,%,n, 
得 更. 
步 4 车 VT = 0, 则 算法 终止 ,x* 为 K-T 点 ;否则 转 步 5. 
步 5 求 ou 满足 


g _ [ve 攻 0|; Es 学 0 时 ; 
™ lw ， 当代 3 人 0 时 . 
其 中 B= baw, ielVi); 
全 =- et， iE INI sn). 
人 为 由 人 (iE 1( 汪 ) ,组 成 的 向 量 . 
步 56 求解 规划 问题 
min A ood), 
9.t. Oo om 
得 wi, 令 1 = 和 +a 
步 7 站 = 下 +1, 返 回 步 2. 
例 1 用 邹 迪 耶 克 可 行 方 向 法 求 下 述 规划 问题 的 极 小 点 ; 
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min X14 21 4x2 + 6， 
让 -上 一 YI 于 2 ze 一 | 
一 20 
解 。” 取 初 始 可 行 点 x = (0,0)T, (x!) = {3,4|, 解 规划 问题 
min 一 人 出 一 二 td， 
stidiz0,d 0,-1<dsl1, :1,2, 
得 二 = (1,1)", 并 求 得 a = 1. 
解 一 个 变量 的 规划 问题 
mia 2a -6a +6， 
3.t, co 声 1, 
得 a = 1 令 守 = Fd = 1, (2) = {1.21. 
进行 第 二 次 选 代 : 解 规划 问题 
min -人 2 中， 
a.+. -2d+b= 0, 
-中 -让 荐 0 -lel /= 1,2, 
得 性 =(-T,1)T,cw， = 1. 
求解 规划 向 题 
min 2e2 - Za + 2, 
全. 妨 芝 交 妆 工 ， 
得 ma = 12. 令 呈 = = 2 DT, On) = 121. 
进行 第 三 次 选 代 : 解 规划 问题 
min 一 dl 一 dd， 
st -db=0, 
-1l<d<l, j=1,2, 
得 看 = (0,0)T. 由 于 此 时 AP) = 0. 这 样 ,x 即 为 原 规划 问题 的 K-T 点 .由 于 
此 例 是 凸 规划 问题 ,因此 x 是 极 小 点 . 


4.1.2 菲 线 性 约束 规划 问题 的 分 思 那 克 可 行 方向 法 


对 于 只 会 不 等 式 约束 的 非 线性 规划 问题 
min f(x), (4-2) 
st, Of) a0, iET= 1,2,. ,mil, 
其 中 Ax) 和 etx}(i EE 门 是 开 集 总 己 了 Re 上 的 连续 可 微 困 数 ,有 恕 下 邹 迪 耶 克 可 
行 方向 算法 . 
算法 2 
东 1 取 初 始 可 行 点 x, 六 = | 二， 
步 2 求 ICx) = Eileolx) = 人， 
解 下 述 线 性 规划 问题 : 
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min z, 
st.v fxd- ze0, 
Velx) d+ 0iE Ne), 
-所 丰 过 下 = 1,2,.,n, 
得 最 优 解 ( 革 ,入 ) , 若 基 = 0, 算 法 终 正 ,及 为 下 J 点 ;否则 转 步 3. 
步 3 求 ew 满足 
Qnr 一 supla | cu + of ) 闻 05E 天 |， 
解 规 划 问 题 
min fix + ad), 
a, Oa Tm 
得 a， 

步 4 了 不 := 及 + = 上 + 1, 返 回 步 2. 

由 于 算法 2 不 能 保证 过 代 产生 的 点 列 收 谣 于 K-T 点 ,因此 人 们 提出 了 如 下 修正 
算法 : 
算法 3 汤 普 金 斯 - 维 艾 奥 {TopkisVeinott} 修正 算法 ) 
步 1 给 定 初始 可 行 点 x!',K = 1. 

步 2 解 线性 规划 问题 
min 2, 
st. VARrmMd-s 0, 
vel) dr ra ctr),itr, 
-ladel,i= 1,2,"",n. 


得 最 优 解 ( 洲 ,让 ). 
步 3 车 六 = 0, 则 算法 终止 ; 咨 则 转 步 4. 
步 4 求 am 满足 
au = pla | cnt + adt) = 0,7 EE 于 ， 
解 规划 问题 
min fr + oad) ， 
a.t, Oued 
得 上 由， 


旧 5 = 及 To 人 = +1 转 纱 2， 
例 2 用 汤 普 金 斯 - 维 共 奥 修正 算法 求 下 述 规划 问题 的 极 小 点 : 
min 2 + x — Dx1X2 — x1 6X1 
st, Xl x2 汪 一 了 
一 2x] + x2 半 0 
xX 了 ,xy 
解 ” 取 初始 点 x = (0,3“4 厂 , 则 YAz =【(- 5.5，- 3)"7,. 解 线性 规划 问题 


mn Zs 
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gs.t. -$5.5d-3 中 - 工 芝 中 ， 
一 一 154， 
+5- $4， 
t+ 
+ 盖 3/4， 
-1] 肝 直 所 1, = i,2, 
得 a = (0.7143, -0.03571)T,z! = - 0.7143. 
an = 人 .中 , 解 规划 问题 
min 人 .972o - 4.036a - 3.375, 
s.t, cco 世人 ， 
得 a = 0.84, 从 而 w= x 4d = (0.60,0.72)T. 
在 半点 ,有 ?F(R = (- 3.04， ~ 4.32)7. 解 线性 规划 问题 


min 21 

at. 一 了 .04 而 -432 如 -=- 工 半 昌 ， 
~ + = -0.8, 
24d++2 = 0, 


dl + 宇 一 .6， 
d+ 主人 .72， 
-1 人 1 = 1,2, 
得 最 乱 解 三 = {- 0.07123,0.1167)7 和 zz = 0.2877. 通过 线性 搜索 得 c。，= 
1.561676. 解 线性 规划 问题 
min 日 , 54e2 — 0.28760 — 5,8272, 
5.t, 0 e1070, 
得 ay = 1.561676, 从 而 只 = x + oa 有 = (0.4888,0.9022)T. 
重复 上 还 选 代 过 程 ,直到 第 五 次 选 代 结束 ,得 到 点 x = (0,6548,0. 8575)T, 2 
= -0.0303, 目 标 函 数值 fx) = -6.5590 与 目标 函数 最 优 值 上 rz” ) = ~ 6.613086 
比较 接近 . 


算法 分 析 ” 汤 普 金 斯 - 维 女 奥 覆 正 算法 可 以 保证 壬 代 产 生 的 点 列 上 收敛 于 F-J 
点 ， 


4.2 ”上 既 约 梯 凑 法 


4.2.1 简易 收 约 梯度 法 


1, 线性 约 率 最 优化 问题 

称 一 个 最 优化 问 题 是 线性 约束 最 优化 问题 ,是 指 它 可 以 表示 成 如 下 形式 ; 
min Nx), (4-3) 
a.t. dr = b,x > 人 0. 
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其 中 系数 抵 阵 4 记 R"*" ,bE Rm",m 民 n, 人 x) 是 开 集 DC R" 上 的 连续 可 微 函 数 . 
2. 基 与 基 变 量 
将 线性 约 东 最 优化 问题 (4-3) 式 中 的 孙 数 矩阵 4 分 块 为 4 = (8,N), 其 中 最 


E Rw", 则 * 有 相应 的 分 块 x = | | .xs 为 4x = 5 中 司 中 列 所 对 应 的 变量 . 若 
Nm 


呈 为 非 奇异 的 , 则 吾 称 为 线性 约束 最 优化 问题 (4-3) 式 的 - -个 基 ,xa 称 为 对 应 于 基 
8 的 基 变 量 , ruw 称 为 非 基 变量 .此 时 有 xs = 8B-'ib -在 -INxn. 
用 表示 基 变 量 的 下 标 集合 ,J 表示 非 菇 变量 的 下 标 集合 ,下 面 给 出 伍 尔 夫 
{Wolfe] 简 驳 民 约 梯度 算法 ， 
算法 世族 和 汞 夫 既 约 梯度 法 ) 
心 
步 1 取 初 始 可 行 解 x*, 将 到 分 二 成 | ] ,其 中 区 > 0 为 基 变 量 .对 应 地 ,4 
Nn 
分 所 成 (,N} .给 定 人 允许 误差 6 > 0,k; = 0. 
步 2 计算 : 
rz = Dflxp( xh), xh) ~ (CBNYT DY, fxp( rk), xh), 
由 算式 
f° 当地 =0 且 mt) > OE ND); 
-x 和， 其余 情 形 (六 E 六 )， 
得 ph. 
此 
ps 三 一 BINph, pe 二 [5 . 
步 3 车 由 严 有 过 ss, 则 以 于 梓 为 库 问 题 的 近似 最 优 解 ,算法 终止 ;否则 今 
ax = min| - zf/pf 1 pt < 0, 转 步 4. 
步 4 求 m 使 其 满足 
fro) = miml 扰 过 + op) Os oe ql, 
lp 
步 5 车 上 著作 为 近 科 最 优 解 ,算法 终止 ;否则 转 步 6. 
步 6 车 昔 '! > 0, 则 其 变量 不 变 ,& = 大 + 1, 返 回 步 2; 若 存在 为 E 也 使 故 ! 
= 0, 则 道 过 转轴 运算 将 < 六 换 出 基 , 而 以 好" 人生 了 ) 中 最 大 的 分 量 换 人 基 , 构 成 
新 的 基 变 量 x 党 ! 与 非 基 变量 内 = 六 + 1, 返 回 步 2. 
例 3 用 简易 既 约 梯度 法 解 下 述 规划 问题 ; 
min 《区 | ~ 3Y3(4 - Xs 
St 2 
2 
解 ”首先 引 人 人 松弛 变量 x3, x4,x5, 将 原 问 题 化 成 如 下 标准 形式 的 线性 约束 最 
优化 问题 ， 
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min 《Yi — 3) (4 - x»), 
3.+. 开 十 和 7 十 3 一 3， 
x + xX4 = 2, 


Ta 十 Xs 二 和 2， 
0 = 上 了 
取 初 始 可 行 解 a 三 (0,2,1.8,1,1.8,0.2)T, 取 宣 [ 天 了 为 基 变 量 , 则 


1 1 1 从 放 
f= EF ) o， N= E 中 


0 1 0 0 1 
3— a 
故 | 2_ xs | 
一 + 3 十 区 5 
通过 计算 得 
12.32 
ro) = [7 8 


po = {12.32,7.84, — 20.16, - 12.32, -7.84)", 
auu = minfl/20.16,1.8/12.32,0.2/7.841 = 0.2/7.84. 
解 优化 问题 
min fx? + ap’) = (0.24+ 12.320 -3)24- 1.8-7.8a), 
3.k, 眉 近 六 和 站 27. 妈 ， 
得 az = ay = 023. 了 ,从 而 
x = 如 + ao 加 = (0.512,2,0.488,1.488,0)T, 
由 于 小 = (0,512,2,0.488)T > 0, 故 基 不 变 , 重 复 上 述 计算 过 程 得 
9.95 
r(xhy = [2 ， 
p!' = (9.95,0, - 9.95, ~ 9.95,0)7, 
dl = tm = 0.48.9.%, 
X= Xp! = (1,2,0,1,0)". 
由 于 x 关 如 ,必须 进行 换 基 ; 取 x; 出 基 , x 人 基 , 这 时 
} 1 0 1 0 
B= [ 0 |， N= |。 中 
0 1 0 1 
由 计算 得 


$8 
2 了 T 
r(xn) 三 | _ 4 + 此 王 (44， 一 才 浊 ， 一 4,4) 下 


az = Gres = LAA = pt = (21.0.0,.137， 
由 于 吉 关 站, 将 x 换 出 基 , 而 将 x; 换 太 基 , 这 时 ， 
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1 1 0 1 0 
f= [ 0 o| + N= [ | . 
QO 1 1 人 站 
由 计算 得 
r(x 了) = [5] ,P= (0,0,0,0,0)", 从 而 避 为 原 规划 问题 的 最 优 解 


4.2.2 广 闵 既 约 梯度 法 


阿 巴 迪 (Abadie) 和 卡 束 泰 尔 (Carpentier) 将 沃 尔 去 简易 既 约 梯度 法 推广 到 非 线 
性 约束 最 优化 局 题 而 得 到 广 忱 既 约 梯度 法 1TGRG 方法 } .假设 非 线性 约束 最 优化 问 
题 为 如 下 形式 : 


mn Axr), (4-4) 
3.¢. htx) 至 0,1 所 Eb = Hl,2,*** ,mt » 
osrsh, 


其 中 所 x) 和 (xr)(iE 吉 ) 都 是 开 集 DD C R" 上 的 连续 可 微 函数 ,oe ,为 n 维 列 向 
量 ,m 专 n. 
记 真 (xz) = (C(x (Xx)) 站 ,把 时 (x) 的 雅 可 比 矩 阵 


a 
地 元] CE 
ag_|. , 
Y= » » 
9ha ho 
dx On 
分 块 成 
38 (398,98) [a 
dR (站, 于 ’ 其 中 * = [| 


假设 3 汪 非 奇异 , 则 xa 称 为 基 变量 , xx 称 为 非 基 变量 ,/ 和 三 分 别 表示 基 变 量 


与 非 基 变量 的 下 标 集 .下 面 给 出 针对 非 钱 性 规划 癌 题 (4-4) 式 的 广 立 上 既 约 梯度 钼 
法 ， 
算法 5CGRG 方法 ) 


必 
步 1 给 定 初始 可 行 点 x? = [2] ,允许 误差 s ,es > 0, 正 整数 W > 0,k = 


步 2 计算 
rb) = v1) [DN) 更 |] vo A). 


由 算式 
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0, x 三 dj, 且 r(xN) > 0,(ite 1) 时 ; 
pi = | ， =P x) < 0CE 时 ; 
XN)， 其 余 情形 .(j GE 万 时 ， 
得 ph. 
步 3 车 目 遍 上 gz1, 算 法 终止 ,x* 作为 近似 最 优 解 ;否则 转 步 4. 
步 4 取 4 > 0, 令 Ey = 语 + 和 换 , 车 ry 二 2 二 有 ; 转 步 5; 否 则 以 1724 代 
蔡 1, 再 求 xzw ,直至 满足 ww < Yw < 有 为 止 , 转 步 5. 
大 5 用 牛顿 法 解 非 线 性 方程 组 
H(y,Xw) = 0. 
具体 步 台 如 下 ; 
全 站 = 对) = 1, 则 
DY = y- (Ve HCO,EN) HO ,zw). 若 f(y 
声 遍 , 且 HOy',Xw} 有 二 62, 转 步 6; 和 否则 转 2). 
2) 车 j 三 于 ,出 蓉 1/2A 代替 4, 令 代 一 4 Aph,y! 三 2 三 1, 运 回 1); 否 
则 六 = +1, 返回 1). 
二 | 
步 6 xirl = 人 | 着 中 某 个 基 变 量 的 值 等 于 上 界 8 或 下 界 oj , 则 需 将 


性 
其 换 出 基 , = 上 + 1, 返 回 步 2. 
例 4 用 GRG 方法 求解 规划 问题 


mim + 2 XN2 十 和 十 12x1 一 村 7， 


-~ 


KN) < rt), GE y+ 


st。 地 + 好 二 4， 
1 二 sis31 ew 二 3 了， 
解 引入 人 工 变量 xy, 将 原 问 题 化 为 如 下 形式 : 
min xX? + 2x1r + + 12x| ~ 4%;， 
s,t,. x+ + 一 和 二 几 ， 


1 El 和 
中 -< 四 
0 xy 4 
取 初 始点 各 = (3 及 ,1,34)1, 以 x 为 基 变 量 ,*,xs 为 非 基 变量 , 则 通过 计算 


得 
riry) = (- 31/3, — 1773)", py 二 (3173,17/3)", 


二 加 9 ，- 
m0 XN+APN = [3 17M7A3 


当 = 0.025 时 ,得 wy = (1.258,0.892)7, 
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解 非 线 性 方程 组 H(y,xw) = 0 得 xl = 【1.235,1.258.0. 892)7. 基 不 变 ,进行 
下 一 次 选 代 过 程 . 
xi 仍 为 基 , 由 计算 得 
rixy) = (~ 16.316, - 6.877)", 
py = (16.316,6.877)", 
x = .01,1.421,0.961)T. 
进 人 下 一 次 选 代 过 程 . 
由 于 *2 的 第 一 个 分 量 与 4 的 第 一 个 分 量 1 比较 接近 ,需要 换 基 ,xz 人 基 ,xi 出 
基 , 类 似 的 计算 得 到 
rixs) = (16.25, - 0.3)", 
ph = (0,0,3)7, 
2 = (11.01,1.04,1.891)7. 
此 时 目标 函数 值 A(x?) = 12,16 已 很 接近 最 优点 x”= (1,1,2)" 的 目标 鸥 数值 
Ax”}= 12. 


4.3 ”梯度 投影 法 


对 线性 约束 非 线性 规划 问题 
min A), 
st， Ax 二 旧 ， Exr = 。, 
其 中 f 为 开 集 D CcC R* 上 的 连续 订 微 函数 ,4 € Ra ,下 所 RY",b 和 #8 分 别 为 m 维 
和 + 维 列 向 量 .下 面 给 出 如 下 罗 森 (Rosen) 梯度 投影 算法 . 
算法 以 罗 森 梯度 投影 法 ) 
步 1 给 定 初始 可 行 虑 x!,£ = 1. 
步 2 在 点 并 处 ,将 不, 上 5 分 块 成 


各 = [全 ] .5 = [2]. 
辣 ] 导 二 有， > 


步 3 取 W = [ 人] ,如 果 用 是 空 的 , 则 取 P = 单位 答 阵 ); 否 则 取 


= 了 -MT 时， 
步 4 于 =- pvf(), 若 于 学 兴 , 转 步 6; 否 则 转 步 5. 
步 5 如 果 野 是 空 的 , 则 停止 计算 , 太 作 为 ET 点 ; 否 列 令 w = (MMTD) -IM x 
VYF(m) = (wn,Y)", 这 里 vw 的 维 数 等 于 矩阵 4 的 行 数 .如果 w 关 0, 则 停止 计算 ,地 
作为 K-T 点 ;否则 ,在 # 中 选择 一 个 负 的 分 量 ,如 志 ,在 41 中 去 掉 上 所 对 应 的 行 ， 


得 到 新 的 及 ;返回 步 3. 


使 得 
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步 6 计算 求 值 : 
{nf [使 < 0 ,当头 D 时 ; 
Ga 三 
»， 当 寻 > 0 时 ， 
其 中 ,全 = 名 - 4 三 ,本 = A 让 
解 规划 问题 
min f(x + oad}, 
st, Oeo ee om; 
得 外. 令 下 = + 于 ,上 = 二 上 + 1, 返 同步 2. 
例 5 用 罗 森 梯度 投影 算法 求解 下 述 规划 问题 : 
min 2 十 2 一 zwa — dx 一 看 x3， 
二 上， 一 XI -X22 
-X11 -xz 0 j= 1,2. 
解 。” 避 贡 始 可 行 点 x = (0,0)?, 由 于 在 x! 处 有 f(x") = ,和 相 , 故 系数 和 矩阵 
4 和 列 向 量 上 5 可 分 解 为 


4=[o dd, “= [7 -sl: 


m=[o],  »=[-s. 
投影 矩阵 P = 了- 41(4149)-'4, = [0 0]， 
a =- PV) = [0], 
w= CAAT}-IAL YFCx!) = [4 = [| 。 
修正 4 ,去 掉 4 中 由 = -6 对 应 的 第 二 行 ,得 新 的 4，= (1,0). 再 求 投影 矩阵 


Pp, 
P-T-4T(44D-4 = [9 人 9]， 
da =- PTIf(x) -= [0]. 
由 于 
省 = by 一 Asx! = [-4], 三 = Asd! = [-*], 
因此 ， 
Gms = minj- 27 - 6, -5 -3 蕊 | = 1 人， 
求解 规划 问题 


min 72az - 36a, 
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176, 训 = 和 + adl = [| . 转 入 下 一 个 迭代 过 程 . 


得 并 | 三 
对 于 天 点 ,用 8) = 12,3 ,4 和 #5 可 分 解 为 
-1 -5 -1 -1 
4 | 1 中 4=[ 0 | 
-5 -2 
b, = | 0]; b, = | ]| 
从 而 投影 扎 阵 
T Ty-1 0 0 
Ps 一 A) 4 =|。 0 四 
这 样 ， 
d=- PYflr) = | ;WW = (CAAT) -AL YT flr) = | 2 = [|]. 
从 起 中 去 掉 6 = - 28 沪 所 对 应 的 第 二 行 ,得 到 新 的 41 = (- 1, - 5), 再 求 投 
影 矩 阵 得 
P= 1- ATAAT)-IA = | oe 1 26 ， 
从 而 
4 --PvAa - [_ 70 ， 
= 出。 — A x 三 [- ']， 
d= A = [7 ,qs = 174. 
解 规 划 问 题 
mn 62o - 28a - 4, 
0 -= lA4, 


s.t. 


得 wz = 7/31, 避 = 友 + om = [23431] - 转 入 下 一 个 迁 代 过 程 


由 于 的 z) = 121 ,A 和 #5 可 分 解 为 
-1 -1 
Al = (- 1, - 5), -| 1 ol 
收 1 
-2 
者 | = (~ 5), 2- | o| . 
0 


从 而 
= 1 - AT(ALAT)-'A, = 1726| 机 1 ， 
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0 
2-=-PvAn -| 
w = CAJAT)-IAL Y fix) = 231 > 0. 


这 样 ;= [931] 为 原 规划 问题 的 K-T 点 .由 于 本 全 为 出 规划 问题 ,从 而 也 是 整体 


极 小 点 . 
4.4 序列 二 次 规划 算法 


序列 二 次 规划 方法 (SOP 算法 ), 是 一 类 十 分 重要 的 解决 带 约束 最 优化 问题 
{2-1) 式 的 方法 .具体 算法 如 下 : 
算法 7 


步 1 给 定 初始 点 EE R',o > 0,8 > 0,B1E Re »w 0 且 满 中 之 je; < 
Eel 


+ o 的 非 负 序 列 1es} ,kk = 1. 
步 2 解 二 次 规划 子 癌 题 
min VA)Td + 二 机 下 二， (4.5) 
st, we 了 Te 让) = 0,iE EE, 
Velw) d+ elx) 人 全 了 
得 省 . 若 | 本 二 ,算法 终止 ;否则 求 o4 满足 : 
Ply 4 od,o) a minl Pi tr od,o) [Osaecdl+a, 
其 中 
Plxso) = f(x} + ol Dl eta) 1+ D1 ctx) |. 
4 下 tr 


步 3 l= 对 + a 人 ,计算 8.1l 如 下 : 
= 
y= YN -YE) -> 人 [Ye -Volat)], 
iE EU 


Bisiye + yist 且 中 Bat yy 
Bl = 号 - + {1+ A | 
上 二 上 + 1, 返 回 步 2， 
其 中 站 是 二 次 规划 于 问题 (4-5) 的 拉 格 朗 日 鸳 子 ， 
算法 分 析 “在 一 定 条 件 下 ,SO0P 算 法 具有 全 局 收 仇 性 和 超 线 性 的 收效 速度 .但 
上 述 方 法 有 了 时 会 出 现 马 语 托 斯 效应 ,2 邑 由 于 引 人 瑟 精确 如 函数 pf 人 xz ,而 可 能 破 


坏 超 线性 收 区 性 ， 


交情 
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引 育 


不 可 微 优 化 又 称 非 光谱 优化 , 它 是 最 优化 理论 与 方法 由 的 一 个 重要 分 支 .所 谓 
趟 可 微 优 化 ,是 指 目 标 函 数 或 约束 函数 中 至 少 有 一 个 不 是 连续 可 微 { 光 滑 ) 的 非 线 
性 规划 阿 题 .由 于 缺少 连续 可 微 (光滑 ) 人 性质 ,经 典 的 基于 梯度 概 念 的 非 线性 规划 悍 
论 和 算法 不 再 适用 于 不 可 徽 优 化 问题 . 对 梯度 { 微分) 概念 进行 推广 ,在 推广 的 梯度 
理论 基础 上 建立 相应 的 最 优 性 理论 和 数值 计算 方法 , 正 是 不 可 微 优化 研究 工作 的 
主要 目的 . 

在 众多 的 广 闵 梯度 理论 中 ,关于 户 部 利 普 希 蕊 [Lipschitz) 函 数 的 克拉 克 {D.A， 
Clarke) 广 流 梯 度 ,是 目前 研究 不 可 微 优化 的 主要 工具 之 - - .本 篇 以 克 拉克 广 尺 梯度 
及 其 微分 学 为 理论 基础 ,对 局 部 利 普 希 芯 函数 的 优化 理论 和 方法 进行 较 详 细 的 介 
绍 .对 其 他 几 种 广 芯 梯度 (微分 ) ,例如 : 拟 微分 . 迪 尼 {Hini) 导 数 . 贝 诺 特 (Penot) 微 
分 及 其 最 优 性 理论 只 作 扼 要 介绍 . 


1 基本 概念 和 理论 基础 


1.1 不 可 微 欧 数 和 不 可 微 优化 举例 


(1) 设 ren 后 BR 为 w 组 实验 数据 ,要 建立 -- 个 线性 模型 , 即 求 出 一 个 超 
平面 
H= |IrER|(a,xy = bl, 
其 中 ,Ga 所 RE R', 使 得 x ,…, xy 尽 可 能 接近 二 ,这 就 引出 一 个 不 可 微 优化 问题 
全 | yan -1; 
a RbER, 
其 中 ,a ,xi 分 别 为 a 和 xxi 的 第 i 个 分 量 . 
但 是 通常 为 回避 不 可 微 困难 ,考虑 下 述 问 题 ， 
[人 ~ 6) 
at RPER. 
这 就 是 通常 所 说 的 最 小 二 乘 问题 ,一 般 来 讲 ,(1-1) 式 较 (1-2) 式 要 合理 ,下 面 举 币 
说 明 . 取 及 =2,x = (in = CN-lN- .xy = (ND .前 (NWN - 1) 个 
点 都 落 在 直线 


(1-1) 


(1-2} 
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EL = {rl ERIx! = x 
上 ,第 六 个 点 不 在 此 直线 上 .不 难看 出 , 当 六 关 3 上 时 ,由 (1- 昌 式 得 到 的 解 正 是 直线 
工 ,而 用 最 小 二 乘法 (1-2) 式 则 得 到 另外 一 条 直线 ， 
(2) 设 为 R" 中 非 空 闭 集 ,点 x ER" 到 习 的 虑 离 定义 为 
dc(x) = min| x ~ yl. 
故 函 数 d(x) 是 不 可 微 的 . 
(3) 考虑 约束 优化 阿 题 
fw (1-3) 
s.1.g(x) < 0, 
其 中 ,f(x) ,g(x) 为 在 R* 上 的 连续 可 微 函 数 . 利用 罚 函 数 ,可 将 求解 约束 优化 问题 
(1-3) 转化 为 求解 无 约束 优化 问题 
minf(x) + smax{0, g(x)|, {1-4) 


其 中 j > 0. 显 然 ,{1-4) 式 中 目标 函数 是 不 可 微 丽 数 
(4) 考 虚 非 线 性 互补 问题 
hix) =0, flx) =0, Rx Vxr) = 0, (1-5) 
其 中 h(x = 【三 ,CTD fOr) = AOR xY) 均 为 
R" 上 的 连续 可 微 晒 数 .求解 问题 (1-5) 可 转化 为 求解 非 光滑 方程 组 


mn (x) fxr)l = 0, i = 1,2,",n, {1-6) 
求解 (1-6) 式 等 价 于 求解 优化 问题 
> (mini h(x) ,fx) 1). (1-7) 


(1-7) 式 是 一 个 不 可 微 优化 问题 ， 不 过 近年 来 人 们 比较 眉 向 于 通过 求解 非 光 潜 方 
程 组 (1-6) 来 解 非 线性 互补 问题 (1-5). 


1.2 集 值 喘 射 


不 可 微 优 化 的 理论 基础 是 各 种 推广 的 梯度 及 其 相应 的 微分 学 理论 , 广 交 梯 度 
一 般 说 来 已 不 再 是 单 值 映射 ,通常 是 集 值 映射. 

Ff 称 为 R" 到 R" 上 的 集 值 瑞 射 是 指 ;给 定 * 捷 R" ,Fix) 为 R" 中 一 子 集 , 集 合 

domF = {fx E RI Flr) x Ol 
称 为 下 的 有 效 域 . domF = 7 的 集 值 映 射 称 为 直 集 值 映 射 ,R"+* 中 子 集 
gsraphF = {f(x,y) ER*t* | yE F(x) 

称 为 FF 的 图 像 . 

集 值 映射 下 在 x 点 称 为 上 半 连 续 的 ,如 果 对 任意 e > 0, 存 在 3 > 0, 合 得 

天 二 再 (人 < 好 和 €E Bx,H$), 

其 中 B(x,5) = tx ER"I|x -xl «5. 

者 下 在 妇 中 每 一 点 都 是 上 半 连 续 的 , 则 称 下 在 人 0 中 上 半 连 续 . 

集 值 映射 下 在 * 点 称 为 下 半 连 续 的 ,如 果 对 任意 s > 0, 存 在 5 > 0, 司 得 


1 基本 概念 和 理论 基础 * 275 ， 


Feix) + BiOe) CC Fix), yx EE B(x,8). 
若 下 在 如 中 每 一 点 都 是 下 半 连 续 的 , 则 称 FF 在 Q 中 下 半 连 续 . 
例 1 设 F 为 Ri 到 Ri 上 的 集 值 映射 ,定义 如 下 : 
Fox) = { 101, 当 x = 0; 


[-1,1]， 当 x=0. 

焉 在 x = 0 寻 上 半 连 半 . 
例 2 设 下 为 Ri 到 Ri 上 的 集 信和 映射 ,定义 如 下 : 
Pa = {tt 当 x 天 人 0; 


101 ， 当 * = 0， 
正在 x = 0 处 下 半 连 续 . 

半 连 续 性 是 集 值 映射 中 的 一 个 重要 概念 . 在 不 可 微 优 化 中 ,经 常 遇 到 的 是 上 半 
连续 性 ,这 主要 是 由 于 最 常用 到 的 克拉 克 广 义 梯度 是 上 半 连 续 的 ,而 众 包 的 不 可 微 
优化 算法 的 收 笋 性 研究 都 利用 了 这 一 性 质 .此 外 ,还 有 -- 个 重要 概念 就 是 集 值 映射 
的 闭 性 . 

集 值 映射 在 点 称 为 闭 的 , 若 对 和 尾 意 序列 ix? 满 是 

EX ,BE FN 
必 有 ?所 F(x) .如果 下 在 从 上 每 一 点 都 是 闭 的 , 则 称 六 为 人 上 闭 映 射 . 
通常 人 人 和 们 对 集 值 映射 的 上 半 连 续 性 和 闭 性 是 不 加 区 罚 的 , 视 二 者 为 一 个 概念 ， 
事实 上 , 若 集 值 映射 正在 x 处 局 部 一 至 有 界 , 即 存在 x 的 一 个 邻 域 Wix), 在 此 邻 域 
内 ,WF(x') 有 界 , 则 FF 在 x 处 上 半 连 续 等 价 王 亚 在 x 处 是 闭 的 ， 

设 严 为 到" 到 让 "上 的 凸 紧 集 值 映 射 , 即 对 任意 rrE R' ,Fx) 为 下" 中 一 致 有 

界 的 凸 紧 集 , 定 立 支 撞 范 数 
S*{11 F(X)) = ,may vie Rr", 

对 集 值 映射 ,有 下 述 定理 ; 

定理 1 上 述 集 值 映射 F 在 x 七 R" 处 上 半 连 续 的 充 要 条 件 是 ,对 每 一 FE R"， 
3" 1 1 FI 在 上 处 上 半 连 续 . 

证 明 ”必要 性 ” 设 下 在 x 处 上 半 连 续 , 取 固定 的 EE R" ,对 任意 满足 号 一 垃 
的 点 列 ( 如 ] 凶 ,由 于 F(x:) 是 紧 的 , 则 存在 Pr 反 F(x,) 使 得 

8°(11| F(xw)) = ,7D = ‘re:D. 


点 列 |x1? 有 和 界 , 由 下 的 一 臻 有 界 性 ,点 列 1 yt7 也 基 有 漠 的 . 设 i&| 为 1 中 满足 
全 (1 Fx) limd" (1 (x)) 的 子 询 ,又 1yst 有 界 , 必 有 路 合 子 列 , 不 妨 假 


设 limyu = ?- 由 了 的 上 半 连 续 性 有 ? EE F(x), 于 是 
1 = lim6° (1 = lim (ys: 
= CD «mg (yD) = 0° (1 F(x)), 
这 就 是 说 8" (11 F(*)) 上 半 连 续 . 
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充分 性 ” 设 3*C1 FC-)) 在 x 外 上 半 连 续 . 假 设 下 在 x 处 不 是 上 半 连 续 的 ， 
则 存在 点 列 fxl? ,PP ,使 得 加 一 一 CX). 由 于 F(x) 
为 凸 紧 集 ,根据 西 分 析 中 分 离 定 理 , 存 在 了 和 Re 和 e > 0, 使 得 
?有 > 《用 +e= O° (| F(x)) +Ee, 
对 充分 大 的 大 ,有 
SCE FAX)) sw Ay > hy- > HE FOR) + 广 ， 


这 与 "(11 FL)) 的 上 半 连 续 性 矛盾 .充分 性 得 证 . 

对 于 集 值 映射 还 有 下 述 未 动 点 定理 : 

定理 2 设 玉 为 凸 紧 集 Q CC Re 上 的 集 值 映射 , 即 对 任 研 YE 和 ,F(X) 为 人 中 
站 紧 集 . 如 果 下 在 吕 中 上 半 连 续 , 则 存在 x0 EE 站 ,使 得 名 生疏 区) 


2 广义 梯度 理论 


2.1 局 部 利 普 希 浆 隙 数 广 芯 梯 度 


设 f(x) 为 定义 于 人 nC R"* 上 的 实 函 数 , 各 对 任意 xE 虽 , 存 在 常数 ,> 0， 
使 得 
| Ar) -Ax2) | L, | I 一 天 2 | + 
YF 它 喇 { 工 ,他 = 1x 筷 焉 "| | 一 | 攻 他 | ， 
则 称 Ax) 为 上 的 局 部 利 普 希 获 画 数 . 阁 在 上 式 中 常数 二 不 依赖 于 x, 则 称 所 xx) 
为 人 上 的 (整体 ) 利 普 希 蒋 函数 . 
辣 砷 1 连续 可 微 郴 数 是 局 部 利 普 希 获 函数 
命题 2 设 fi(x), 所 (x) 是 Nc R" 上 局 部 利 普 希 获 销 数 , 那 么 对 任意 实数 |， 
42, 有 AAFCx) + X21(x) 是 上 局 部 利 普 希 族 函数 . 
命题 2 说 明 局 部 利 普 希 获 函 数 全 体 构 成 一 个 线性 空间 . 
命题 3 设 A(r),jlx) 是 nn 上 局 部 利 普 希 获 隙 数 , 则 
gx) = mx{f (x), P(x)l, 
hx) = mintf (x) px) 
也 是 愉 上 的 局 部 利 普 希 蕊 晒 数 . 
证 阴 ”由 
[gtx) — gxa)l, lhixi) — h(x2) | 
< max{ | FCr) — fx) 4, ACR) - FER) |] 
易 见 ,s(xX) ,h(x*) 为 局 部 利 普 希 芯 函数 . 
命题 4 设 /{x) 是 定义 于 是 开 集 人 2 CR" 上 的 凸 函数 ,邦和 公信 x) 在 从 上 是 局 
部 利 普 希 艾 畏 数 . 
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命题 5 设 C 汐 Ra 中 非 空 半 集 ,i(r) 表示 点 x 到 性 的 上 距离 ,那么 隔 数 dc(x》 
是 R" 上 的 {整体 ) 利 普 希 茨 函 数 . 
证 明 ”对 性 意 xi,x; 过 R", 由 于 作为 非 空 逆 集 ,; 必 存在 yy 所 侣 ,使 得 
dct x1) = | TF1 一 Fl 中 : 


于 是 
detxa) sx- < fx x x 
= x — xl + ds， 
全 (za -二 (EN Ee 由 Xl 一 二 上 {2-1) 
同 理 有 
此 (YY - dct x2) | 如 一 天 | (2-2) 


综合 (2-1) 式 和 (2-2) 起 ,有 
1 dcr) ~ det #2) [< 下 -| 

也 就 是 说 ,dclx) 在 R* 上 是 利 普 希 芯 函数 . 

以 上 几 个 命题 说 明 , 局 部 利 普 希 芯 函数 具有 相当 的 广泛 性 . 就 不 可 微 优 北 乔 
言 , 目 前 研究 最 多 的 非 光滑 函数 就 是 局 部 利 普 希 英 函数 . 针对 局 部 利 普 希 茨 函数 ， 
克拉 克 提出 了 广 闵 梯度 概念 ,作为 光滑 函数 梯度 和 西 函 数 次 微分 的 推广 ,广义 梯度 
及 其 微分 学 是 目前 非 光 请 函数 分 析 和 优化 中 最 能 被 人 们 接受 的 一 种 理论 . 

设 x) 为 开 集 2 C R* 上 的 局 部 利 普 希 艾 函数 , /ix) 的 广义 方向 导数 定义 如 
下 : 


f°(x3h) = lm + 所 = ,yhAER', (2-3) 


Fe 
f°(x;h) 通常 称 为 克拉 克 广 义 方向 导数 . 

对 于 局 部 利 普 希 蒋 函数, 上述 极 了 眼 总 是 存在 的 , 换 句 话说 ,克拉 克 广 立方 向 尿 
数 总 是 存在 的 . 

定理 1 设 /x) 为 开 集 浊 C R" 上 的 局 部 利 普 希 艾 函数, 刘 有 下 述 结论 : 

f(x; ') 有 限 , 正 齐 次 ,次 可 加 , 且 满 足 1 (x;h) 1 专攻 5p1g, 其 中 工 为 
f 在 x 点 附近 的 利 善 希 蒋 常 数 . 

2 ffxi 作为 (fx 下 ) 的 函数 是 上 半 连 续 的 ;作为 有 的 函数 是 局 部 利 普 希 区 
函数 . 
PF (xi) = rk) hE Rr". 

证 了 明 ”由 所 x) 的 局 部 利 普 希 芯 性 质 , 当 充分 接近 点 ,= 充分 小 时 ,有 
LEY + RY <blnl. 


再 由 f°(x*; 骨 ) 定义 易 见 ,| .ffxi [所 上 请 上, 妈 / x;*) 有 界 , 关 系 式 
xa) = W(x; 有 有) ,YA > 0, 由 广义 方向 导数 定义 是 显而易见 的 ,通过 计算 得 


of 有 + 2) = 而 人} 有 


Fe 
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去 A + 醋 1 + 号 -fy + 坎 ,) + 
Te y+ th -Ap) 
Fs £ 


= "(xh + "rh,), 
f(t; *) 是 正章 次 的 ,了 ?得 证 ， 
设计 一 六 有 一 上 Ci 一 9) 对 每 一 个 二 ,由 广 先 方向 导数 定 半 ,存在 yy 和 # 使 


得 I 
fish) - 工 < Rr+ 人 Ay) 
J 
6 
站 二 才 fi 十 ih) 


注意 到 ,二 |- 上 中 可 作为 上 式 后 一 项 的 界 ， 取 极 限 得 
limf° (xi f° xh), 
即 六 (xi 在) 关于 (x 入) 是 上 半 连 续 的 . 另 一 方面 ,对 充分 接近 x 点 和 0 的 y 和 1, 有 
fy + Wh) fy) fy + Hh) -H+ lb 2d, 
对 上 式 取 极 限 得 
FX) ext + | pl. 
上 式 中 和 ho 是 对 称 的 , 易 见 f°*(x; :') 是 利 普 希 获 函 数 , 得 证 . 
因为 


fxr; _ A = im A A 
-一 一 【一 - 丧 
= lim ， 。 
令 妇 = 了 一 扫 , 则 y= &+ 坟 ,而 当 y 一 x 时 ,有 nw 一 ,所 以 
f°(x;— Hh) 一 Im 生 人 + 由) 一 人 人 二 (- /°Cxr;h), 
3` 式 得 证 . 
一 般 说 来 ,局 部 利 普 希 艾 函 数 的 普通 方向 导数 
f(r; :和 直 】= im + -A RER" 


不 一 定 存在 ,即使 存在 ， 它 与 克拉 吉 广 义 方 同 导数 也 未 必 相 等 . 


A ~ fe 
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2. 1 , 
例 1 设 1 = |， 当 x = 0; 
0, 当 x = 0， 
不 难 验 证 ,了 0; 1) =0, 而 六 (0 二 1) = 1. 
例 2 设 f(x} =| 1, 容易 验证 
Fef0i1) = F051D) = 1,f°0;: -DD= f(t0;:-1)=-1. 

对 于 局 部 利 普 希 荣 消 数 fx), 若 其 方向 导数 说 (x;) ,YY 站 ER 存在 , 且 
RR 克 广义 方向 导数 与 壮 通 方向 导数 相等 ,此 
时 称 太 x) 是 正则 的 . 

如 果 疡 (x), A(x) 是 正则 的 ,对 任意 常数 21,2; 二 0,4(X)+ X42(x) 也 是 正则 的 . 
连续 可 微 函 数 是 正则 的 , 凸 函 数 是 正 刚 的 ,四 函数 不 是 正则 的 (除非 它 是 可 微 的 ). 

借助 广义 方向 导数 , 定 习 局 部 利 普 希 蒋 函 数 广 久 梯 度 如 下 : 

Dry = EER ER) ef (xh, vhEeER"!, (2-4) 
9 所 x) 通常 称 为 克拉 克 广 炙 梯 麻 , 广 闵 梯 度 2Ax) 是 R* 中 的 凹 紧 集 , 它 与 广义 方向 
导数 有 下 述 关 系 

ef) = max|tE ,hy 1 EE aflx}l ,yahER'. (2-5) 

当 fx) 是 连续 可 微 函 数 时 , 克拉 克 广 义 梯 讼 六 单 点 集 , 县 有 ax) = 
Yr)|; 当 记 x) 是 凸 函数 时 ,克拉 克 广 蔷 梯 唐 az) 就 是 凸 男 数 的 次 福 分 ， 

定理 2 设 所 x} 是 开 集 人 CC R" 上 土 的 局 部 利 普 希 攻 销 数 , 则 集 值 喘 调 x 一 
9AX) 是 上 半 连 续 的 . 

证 明 ”利用 第 一 章 1.2 节 定 理 1 及 本 章 2.1 节 定 理 1 中 的 上 及 (2.5) 式 ,立刻 
得 到 本 定理 ， 

克拉 克 广 义 梯 度 的 上 半 连 续 性 质 在 非 光滑 分 析 和 不 可 微 优 化 理论 与 算法 研究 
中 具有 重要 意义 . 

推论 1 设 fx) 为 定义 在 开 集 2 C Res 上 的 局 部 利 主 项 蔬 函 数 , 若 其 克拉 克 
广 妆 梯度 2Az) 在 下 上 恒 为 单 点 集 , 则 As 在 中 上 连续 可 微 , 且 有 ax) = 
tv A(x)|. 

关于 有 限 维 空间 上 局 部 利 普 希 苞 函数 可 微 性 有 下 述 定 昭 . 

定理 3 设 记 x) 是 开 集 间 CC R" 上 的 局 部 利 普 希 蕊 函数 ,那么 放 x} 在 从 上 几 
乎 外 处 可 微 , 即 fx) 在 上 除 掉 一 个 测度 为 零 的 集合 外 起 可 微 的 ， 

定理 4 设 AKx) 是 开 集 CR" 上 的 局 部 利 普 希 芯 汕 数 , 则 有 

AFA(x) = col lim AR) | AX)} 在 x = x 信 可 微 |. (2-6) 


定理 4 建立 了 广义 梯度 与 其 邻 域内 可 微 点 梯度 之 间 的 关系 ,甚至 (2-6) 式 可 作 
为 广 沁 梯度 的 一 个 等 价 定 义 . 
例 3 设 放 x) =1xlzrER 显然 , 关 和 在 * = 人 0 处 是 不 可 微 的 , 当 x > 0 时 ， 
WVHAx) = 11; 当 x < 人 0 时 ,Yix) = -1. 于 是 
af0h = collim VY A(x) ix) 在 * = 处 可 微 | 


= coll, -1 = [-1,1], 
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2.2 广电 梯 度 运 算法 赐 


命题 6 设施 x) ,glx) 为 开 集 们 C Re 上 的 局 部 利 普 希 获 图 数 ,那么 有 

AOA) = 49) YAER!': 

POACRY EF BCX COT) + dg(r); 

3 当 fix) 在 x 处 连续 可 微 或 A(x) 和 g(x) 都 是 凸 图 数 时 ,2 转化 为 等 式 . 

证 明 ”利用 定理 4 中 (2-6) 式 易 见 了 * 成立, 利用 

(Fixsh) + gCrih)y sf xih)y + etx YhE RR" 
和 上 苔 分 析 中 凸 紧 集 与 友 撑 函数 移 一 一 对 应 关系 ,可 得 字 . 首 fx) 在 x 处 可 微 时 ,有 
(AxR) + grsh)) = tT AO), hy + etxsh); 
而 当 A 记 x) ,gtx) 都 是 西国 数 时 ,有 
(fxsh) + grsh))y = f(xh) + g' (xX;h). 

再 由 凸 紧 集 与 支撑 函数 一 一 对 许 关 系 可 知 芒 成 立 ， 

命题 了 设 f(x}),g(x) 是 开 集 人 2 C R* 上 的 局 部 利 普 希 苞 函数 , 那 必 

Px),g(x) 在 名 上 是 局 部 利 普 希 芯 函数 ,上 且 有 

Fran) CC frdgtr) + graF Yr). 
2 当 g(x) 0 时 ,fx)Aglx) 也 是 局 部 利 普 希 芯 阴 数 , 且 有 
a( A)c 人 人 9f(x)} - Nx)a x) 
S(T) gx 

命题 8 设 关 xz) 在 的 入 直 内 是 局 部 和 有 御 第 苑 数 ， ty) 在 y = 大 xz) 的 邻 

域内 是 连续 可 微 的 ,那么 
中) = VW ACFCXRIDOR EE). 

命题 9 设 g = (gg gm) 其 中 ,i = 1,2,… ,mm 是 从 CCR* 上 的 局 部 
锌 普 希 芯 函数 ,f(y) 是 gf) = 1 yi 全 从 | 上 的 局 部 利 
普 希 蕊 函数 , 则 -gitx) 是 部 上 的 局 部 利 普 希 芯 函数 , 且 


EA(f » g(x)) C oof Doti 1 6 € 9gi(x) ,0 € fgCx)), i = 12 mm}， 


{2-7) 
其 中 co 表示 闭 晤 包 ,aj 为 w 的 第 i 个 分 量 ， 
命题 可 设 fr),!t = 1,2,…,m 在 x 的 分 域内 是 局 部 利 普 希 艾 录 数 , 令 
fx) = max fi( x), 
Nx) = il fr) = Ax) ,lei ml, 
那么 Kxz) 在 x* 的 分 域 内 也 是 局 部 利 普 希 芯 函数 , 且 有 


ArT) C colaf(x) iE ry!. (2-8) 
如 果 f(x) 都 是 连续 可 币 函 数 或 都 是 凸 的 ,(2-8) 式 转 化 为 等 式 , 即 
了 所 着 = Go 人 有) | iE Mx)!. {2-9) 


利用 (2-9) 式 , 很 容易 得 到 所 x) = 1 x 1 在 x = 0 处 的 克 冬 克 广 义 梯 度 , 将 上 x) 表 
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示 为 记 *) = marjxy，- *| ;于 是 有 
dO07 = colax [oo x Ticol = coil -Il = [- 1,11. 
更 - 艇 地 ,有 下 述 定 理 . 
定理 $ 谍 信 x) = supfi(x) ,其 中 x), E 了 是 开 焦 站 世 R* 上 的 局 部 利 普 
希 芯 函数 .7 了 为 任意 指标 集 , 且 存在 常数 £5 > 0, 使 得 
| Fir) — f(x) Eh | 本 | 一 天 2 | 1 teT, 
那么 3) 亡 cof lim VA (Cx:) IE Th(K) 在 x = 名 处 可 微 ,x 一 (xX) 一 


Ax)|. 
定理 6 设 放 x) 是 R" 上 的 局 部 利 普 希 艾 消 数 ,如 果 fx) 在 x = x" 处 达到 
局 部 极 值 ,那么 有 0E af(x*). 
证 明 由 于 3f- 六 (rz) = -3f(x) ,所 以 只 需 考 虑 极 小 点 情形 . 设 x" 为 f(x) 
的 极 小 点 ,于 是 存在 s > 0, 使 得 Ar” + 冰 ] - fr)0Y0<t<ehER'. 
进一步 有 
polx* sh) = lim fy + 二) -所 及 


rs 上 
I 
> lim flx’ + th) -Ax') 
i ! 
宇 0, ve R. {2- 10) 


广义 方向 导数 f°(x* ; :) 是 广义 梯度 3A(x*') 的 支撑 活 数 ,根据 乌 紧 集 与 其 支撑 函 
数 一 一 对 应 关系 ,有 QE of(x"). 
例 4 设 启 x) = 1sinx 1 ,x 扎 民 . 萄 见 
lcosx|, 当 sinx # 0; 
of x) = {1 1,1]， 当 sinx = 0. 


= + kn 为 加 数 ) 是 六 x) 的 极 大 值 点 ,3/( 地 + kx) = looa( 了 + ker)| = |0|; 


x = kntk 为 整数 ) 是 站 x) 的 极 小 值 点 ,ary = [~ 4,1]. 
利用 定理 6 可 导出 下 述 中 值 定理 . 
定理 7 设 *,yE R",/ 是 在 包含 线段 [x,y |] 的 茶 一 开 集 上 的 局 部 利 普 希 获 函 
数 , 则 存在 线段 (x,y) 中 一 点 上 ,使 得 
fp) fr) EE ONE), yy - x¥). 
证 明 ”定义 揣 数 
ptt) = fx+t tly x)),t € [0,1], 
易 证 ,gtit) 是 局 部 利 普 希 蒋 函数, 首先 证 明 不 等 式 
日 让 Caof(r + ty — x)),y - Xx). {2.11) 
记 工 = 半 + ty 一 羡 ) ,由 于 Bg(4) 和 (COCx4 EY 一) ,yy -37 均 为 了 中 闲 区 间 ， 
窝 证 (2-11) 式 , 只 需 证 明 
°° {hoOg) 过 全 Ch OFCK) NY - x)),h =4+1. {2-12) 
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由 于 S* (hg(t)) = 本 (5 于 是 


3* Ch19g(1)) = lim as + Ml gs 
0" 


-一 frt {s+ Ah)ly — x)) — flxr+ s(typ — #)) 
并 


= lim 


加 Jim Ny 十 人 五 (3 亚 xX}) 一 所 于 ) 
Fr A 
FE 
= 了 的 (一 #)) 
= °ChI FLT),F - x)),h =+1, (2-13) 
(2-12) 式 成 立 , 于 是 (2-11) 式 成 立 ,得 证 . 
定义 函数 G0) = g(0) + 2Ax) -了 (7Y)), G44) 为 闭 区 间 [0,1] 上 的 连续 函数 ， 
日 G00) = G0) = fx), 于 是 存在 to © (0,1) ,使 得 G04) 在 上 = 如 处 达到 极 值 . 根 
据 定理 6,0 € 3C(10) .注意 到 3C0) C 3g(0) + f(x) - Fi, 再 由 (2-11) 式 得 
OE If(x 4 toly — XI -x + Ax) -所 ?时 
令吉 =xY+ify-xh, 即 得 定理 结论 . 


2.3 广义 梯度 和 广义 雅 可 比 


设 Kx) 为 R" 上 的 局 部 利 普 希 获 函数 ,给 定 > 0, 称 集合 
ACA x¥) = colaFRy)y1 y EE 下 着 

为 Kz) 的 8 广 秋 梯度 ,其 中 B(x,e) = lyER'11y-xl < el. 

定理 8 设 f(x) 是 开 集 0 C R" 上 的 局 部 利 普 希 芯 函数 , 利 普 希 芯 常 数 为 5， 
有 下 述 结论 : 

orix) = of(x); 

2 fx) Co fr) el ei 

actx) 为 非 空 凸 紧 集 , 且 有 上 1 < ,YEE 00(x); 

条 集 值 映射 Y 一 ar) 是 上 半 连 续 的 . 

命题 11 设 头 *) 是 下 * 上 的 局 部 利 普 希 蒋 函 数 ,那么 

Def(xr) = col lim VY fyi) | f(x) 在 x = $y 处 可 微 ,y E BLx,5)1. 


命题 二 设 六 x) 是 R" 上 的 局 部 利 普 希 蒋 国 数 ,那么 
af(y) C ofx), VE Blx,e). 
设 F:R" 一 Re 为 向 量 局 部 利 普 希 苞 函数 , 记 F(x) = (1(2) ,f(r),…， 
所 Cx)", 其 中 (x) ,i = 1,2,…,m 是 R" 上 的 局 部 利 普 希 获 函数 .作为 光滑 函数 雅 
可 比 的 推广 ,克拉 克 广 文雅 可 比 定义 如 下 : 
aF(x} = cot limJF( Xi) 1 F(x) 在 x = x 处 可 微 ,xi 一 x*|. {2-14) 
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易 见 ,克拉 克 广 立 雅 可比 是 m x rn 阶 些 阵 所 构成 的 集合 . 当 F(x) 是 连 纺 可 徽 时 ， 
了 FUF) = | JFtx)!. 


定义 范 数 za。=《 >) 1 as 2) ,其 中 z 为 z 的 第 ; 个 列 向 量 ， 


病 题 13 设 Fr)i = 1,2 ,由 是 了 上 局 部 利 普 希 获 郴 数 , 记 F(x) = 
CA) ; 则 有 下 述 结 论 : 

?9R{x) 是 Rm"** 上 的 非 空 四 紧 集 ; 

2 集 值 映射 x 一 F(x) 是 上 半 连 续 的 . 

定理 9 设 放 x) = SR 其 中 了 :Re 一 Rr" 和 gz:R"* 一 Rl! 是 局 部 利 普 希 
芯 的 , 则 有 下 述 链 锁 法 则 


Fx) CC colOF (C(x) Dg( Fr))!, (2-15) 
特别 当 g 是 连续 可 微 函数 时 ,有 
DA(x) = 9F(x) Vg( F(x)). (2-16) 


近年 来 ,作为 光 背 函数 雅 可 比 的 一 种 推广 ,主要 晨 为 求解 非 光 讲 方程 组 的 需 

要 ,有 人 定义 了 集合 
a Fx) = OF CN) x OACRY x x OF LX). ‘2-17) 

从 计算 角 诬 看 ,3 . F{x) 容易 实现 ,但 在 链 锁 法 则 (例如 公式 (2-15)) 各 隐 嚼 数 定理 
中 使 用 3F(x) ,就 要 较 3, FCx) 合理 , 易 见 ,3F{x) CC 9, F(x). 

定理 如 设 x,y ER", 下 是 在 包含 线 段 [x,yj] 的 某 : 开 集 上 的 向 量 局 部 利 普 
希 蕊 函数 , 则 存在 线段 (*,y)] 中 一 点 专 ,使 得 

Fly) — Fx) € (OF(E),y 一 下) 


2.4 广义 梯 度 的 几何 理论 


设 世 为 R" 中 非 空 闻 集 , dc(x) 为 点 到 集合 C 的 距离 咀 数 ,集合 
Try = [KER Feltx;R) = 0 (2- 18) 
称 为 在 x 姓 的 克拉 克 切 锥 . 
由 于 dc(x,') 是 次 线性 函数 ,不 难 验 证 , Tr(x) 是 Rr 中 闭 凸 锥 ,当然 也 是 闭 凸 
集 .于 是 满足 :对 任意 ,有 扎 Te(x), 有 + 向 毛 Te(x) .当局 为 光滑 超 有 曲面 时 ， 
T(x) 为 万 在 x 外 的 切 超 平面 . 
To(x) 的 负 对 侦 锥 
Notx) = Ir ER Iv,h) 0 YhEe Tr}! (2-19) 
称 为 C 在 + 处 的 克拉 亮 法 锥 . 
克拉 克 法 锥 Ne(x) 也 是 闭 凸 锥 , 当 CG 为 光滑 超 曲 面 时 ,Ne(x) 就 是 EC 在 * 处 的 
法 向 其. 
切 锥 和 法 维 可 分 别 表示 为 下 述 形 式 ; 
TA{x) = [hER EO ,x x hr hx + th EE Cl, {2-20) 
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AMe(x) = UAddeCx). (2-21) 
证 明 (2-21) 式 : 设 z 32declx) .根据 克拉 克 广 义 梯 度 定 六 ,有 (Cz,8) 二 下 cl; 
,YE BR 对 任意 衣 记 To(x#), 由 克拉 克 切 锥 十 六 ,有 让; 舱 ) = 0, 干 是 (z， 
和 0, 秦 zz 万 Netx). 由 于 Nelx) 是 闭 凸 锥 ,有 
addc( x} C NeCx). {2-22) 
另 一 方面 , 设 z € Ne(x)， 册 克 拉克 切 锥 和 法 锥 定义 ， 有 {zh 0 = dlr; 
,YhE TF). 设 hETACX), 此 时 0, 于 是 有 
d(xsh) = Hm + 二 dl ) th) delx') 


oe 


2 lim Tac(x+ 上 起 )》 宇 几 . 


当 z = 时, 则 tz,8》 = 人 0 过 defzip)3 当 zz 关 灿 时 ,选取 和 = d(x 
1 zy 半 0;, 此 时 az 有 > 二 Azn zl 上 = 空 :xz 由 此 本 知 ,对 任 
意 zE Netxr),y 所 R", 有 .5 守 0, 使 得 40 zy 寺中 C(x 和 用 当 YEE T(x¥) 或 
z = 和 时 , 取 1.， = 1), 于 是 有 zE€ UU Addet), 即 
N(x) 已 aodct x). (2-23) 
综 台 (2-22) 式 和 (2-23) 式 , 得 (2-21) 式 . 得 证 . 
克拉 克 切 锥 和 法 锥 还 有 下 述 性 质 : 
(1) 当 C 为 是 闭 集 时 ,T(x) = 1 再 所 Re | de(rih) = 0}3 
{2) 当 x EE imtCH, Tex) = Rr, Notx) = | 人 |， 
没 fx) 是 Rs 上 的 实 函 数 ,R" x R' 中 子 集 
epif = i(x,r 和 Ra xR | 及 2 过 了 | (2-24) 
称 为 Kx) 的 上 图 . 设 fx) 是 R" 上 的 局 部 利 普 希 苞 隙 数 , 那 么 好 数 ff*(x;*) 的 上 
图 是 包含 原点 的 同 欠 . 
命题 14 设 f/x) 是 R" 上 的 局 部 利 普 关 区 函数 , 则 有 
epif {x = To fx, FY)), 
OFCx) = EER IE, -DE Noflx, Fr)). 


设 所 x) 是 R" 上 的 实 函 数 , 则 集合 
levAx) = {y€E 及 |) (yAX)) 后 ep 区 
称 为 f(x) 在 * 姓 的 水 平 集 ， 
命题 15 设 f(x) 是 R" 上 的 局 部 利 普 希 英 蜀 数 ,如 果 在 点 x 姓 有 0E9f(x)， 
则 有 
IUE RI (UN EE epif (x; CC Th pry lx). (2-25) 


进一步 ,如 果 让 x*) 在 点 * 处 是 正则 的 ,那么 在 (2-25) 式 中 等 式 成 立 . 
命题 16 设 A 儿 x) 是 R" 上 的 局 部 利 普 希 芯 函 数 ,如 果 在 点 x 处 有 E97(x)， 
则 有 
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Nint) CC UU AA). {2-26) 


进一步 ,如果 f(x) 在 点 x 处 是 正则 的 . 则 (2 .26) 式 中 等 式 成 立 . 
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3.1 变 分 原理 


定理 1 设 fx} 是 集合 尺 上 的 局 部 利 普 希 蕊 函数 ,Mx EE 下 满足 
Ax) 二 mn y), 
则 存在 常数 a > 0,8 > 0, 使 得 < 3s « 时 有 


To) SF) + cdr(r), VyE Blx,d), (3-1) 
进一步 有 
ODEDF+ cdr) CAN r+ M(x). (3-2) 
证 明 ”由 了 的 局 部 利 善 希 世 性 质 , 存 在 > 0,e > 10, 使 得 ec 3 a 时 ,有 
| 关节 | —- Nr) | 六“ | Xl 一 发 | ， 如 XL € B(x,d'). {3-3) 


取 * 和 (0,1) 充分 小 及 8 (0,873), 则 对 于 yy € B(x,8), 存 在 y. € KK, 使 得 
yy te}d(y). 由 于 |x-yl 志 8 < 襄 /3, 故 
x-ylse lr-yl +iy-y| 
< |r- +lre) dy) 
(2+e)|lx-yl < 站. 
因此 ,由 {3-3) 式 可 得 
fy eA trey pi afp) + etl + edrty). 
男 一 方面 .出 py 所 上 和 fx) < V8) 内 及 Y 为 极 小 点 ,有 
Fr) = fxR) + ea a fF) + ell + EC) 

由 < 的 任意 性 ,(3-1) 式 成 立 , 进 一 步 (3-2) 武 也 成 立 ， 

上 可 定理 的 意义 在 于 将 约 东 优化 问题 转化 为 无 约 昌 优化 问题 ,其 中 鞭子 只 要 
充分 大 ,而 不 必 趋 向 于 无 穷 大 . 

定理 2 设 g 是 了 "上 局 部 利 普 希 茨 郊 数 ,给 定 * 和 Rn" ,假定 站 E3agtz), 定 六 
集合 

Kz= tyER' | gy) < g(x)l, 
则 
上 后 RI erih)} < 0 CC Tx}. (3-4) 

证 明 ”注意 到 存在 ho € RR ,使 得 g(x;) < 0, 否 则 ,g(x 和) 产 0, YhE 
R" ,根据 上 星 紧 集 和 支撑 尔 数 之 间 的 关系 ,有 QE 2g(x) ,与 贷 设 条 件 予 盾 . 设 hE 
EER" | p(x) 二 人 ,对 任意 s > 0, 有 
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名 (4 有 二 50 < CXR) + ET) < 0, 
由 集合 六 (+) 的 财 性 及 上 式 , 只 要 能 够 证 明 
{hE Rl etxih) < 0} C Tr(x), 

即 得 (3-4) 式 . 

现 假定 上 满足 er(x;h) = - 6, 其 中 5 > 0, 则 当 y 充 分 接近 x 点 和 :充分 小 时 ， 
有 SP + 级) - gp) 三 - 全 ,特别 当 | | C ,一 车 07 ,此 充分 大 时 ,有 

(人 

从 而 区 + 线 皇 天 ,再 由 (2-20)] 式 可 得 着 拭 了 (zf3-47 忒 成 立 , 定 理 得 证 . 

推论 1 在 定理 2 的 假设 条 件 下 ,有 

Net C UAdgt xr). 


推论 2 设 g 满足 定理 2 中 前 假设 条 件 ,x 为 问题 
minf(y}, 
stigty) 0, yER" 
的 最 优 解 , 则 存在 A = 0, 司 得 
四 所 已 FE) + Adg(Cx). 
为 研究 -- 般 形式 的 最 优 性 理论 (主要 是 含有 等 式 约 束 菏 件 的 问题 ) ,需要 引入 
下 述 重 要 定理 ; 埃 克 朗 {Ekeland) 变 分 原理 ,这 一 定理 在 研究 各 种 非 凸 极 值 问题 中 
都 起 到 重要 作用 . 
定理 3{ 埃 克朗 变 分 原理 ) ” 设 了 是 完备 距离 空间 ,d 是 上 上 的 距离 ,下 :一 民 
U i- w| 是 下 有 界 下 半 连 续 函 数 , 且 不 恒 为 + ww .又 设 对 给 定 e > 0, 点 站 撩 下 满 
足 


Fm) inf FAOv) + &, {3-5) 
乳 么 冯 在 vw E 下 ,使 得 
Ftp) Ft), {3-6a) 
du,t} 1, {3-6b) 
Fw > FOp) edly ,WwW ,YWwWE VY wy. {3-6c) 


证 明 ” 按 下 述 原 则 定 关 序列 |,1: 
PP 令 , = 中， 
2 设 南 万 F 已 知 , 如 果 
FW) > FMW) - ed{W WwW) HWE Vw NM 
售 ,| = ty; 否则 , 令 
= iwE VI Fw) < FOm) - ed(u,. Ww)l, 
也 中: 5 ,使 其 满足 
Fm) - 如 An < 廊 [ FC) - FPC). 
按 上 述 原 则 定 六 的 序列 i,| 称 为 柯 西 列 .事实 上 ,根据 iw,! 定义 ,有 
Fiw,) 一 F(R ) 之 sd( Hn: Hcl, 三 1,2,… ;从 而 
FU) — FR) > dy), Yh nn, (3-7) 
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因此 FCs,) 是 不 增 序列 ;又 下 下 有 界 , 故 序 列 | (m0)! 有 极限 . 这样, 由 (3-7) 式 
可 知 ,di ,#,) 可 任意 小 ,也 就 是 说 fw 是 柯 西 列 . 
7 是 完备 空间 , fw 的 极限 py EY, 现在 证 明 上 述 "满足 (3-6a), (3-6b) 和 
(3-6c) 式 要 求 .由 下 下 半 连 续 和 | FF(w,)| 不 增 , 可 知 
FV) 过 lim Pm) < FM) = F(R), 
即 t3-6a) 式 成 立 .同时 ,由 
ed 有) < F(Ru)- Fm) & FOn) inF(Y) < €， 
可 得 
过 [时 ,二 lim d(u, u,)} 世上 【， 
即 13-6h) 式 成 立 .另外 ,如 果 存 在 w 产 站 ,使 得 Fw) 志 FOY) -Ed 外) 由 上 = 
lim&, 和 (3-7) 式 得 
Fiw) + ediy,w) ee FCF FW) -Ed st). 
进 -- 步 ,有 
Fw) a Fm) SEE) 
SE Feu) — ed( mH, .WwW). 
因此 ,对 任意 w 所 中 ,在 下 式 
Fwy > .nf Forp) x 2F(H0) - Fm,) 


中 ,关于 mn 取 极 限 , 得 和 硅 端 极 限 太 于 等 于 F(p) ,这 就 与 w 的 定 兴 了 矛盾 , 故 (3-6e) 式 
上 成立. 
推论 3 设 下 是 闭 集 上 己 R* 上 的 下 有 界 局 部 利 营 希 世 函数 ,那么 对 于 给 定 的 
s > 0 和 满足 
Flu) < in[ F(x'}+e 
站 本 


的 点 # 毛尖, 存在 v E KK, 使 得 Fp) 和 Fun), urvi Ye ,0E AF+t cdr)(r) 
+ BO0,1). 


3.2 拉 格 朗 日 梁子 法 


本 节 将 利用 拉 裙 妇 日 蒋 子 给 出 约束 利 普 希 获 规 划 的 最 优 性 条 件 .下面 将 分 具 
有 不 等 式 约 束 和 具有 等 式 与 不 等 式 约束 两 种 情况 来 讨论 . 

首先 考虑 下 述 不 等 式 约束 问题 

《P minF(x), 

st gE) EO = 12 ,pxEK, 

其 中 环 是 R* 中 某 一 集合 ,fx), g(x} 是 R" 上 的 局 部 利 普 希 区 西数 . 

定理 4 设 x 七 上 为 癌 题 (P1) 的 解 ,那么 存在 不 全 为 零 的 常数 4; > 0,: = 0， 
1,2，……P ,使 得 
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EE A 0 十 > git Ko) 十 RD， {3-ga) 
Ma CF0) = 0， f= 1,2,: {3-8b) 

进一步 ,如 果 存 在 ho 和 所 R* ,使 得 
gi{roiho) < OO, = 1,2,……，,Pp， 《了 -9a) 


则 4X0 = 1. 

证 明 ”不 难 验 证 问题 (Pi) 等 价 于 下 述 向 题 

(P,) minF( x) = max {f(r} — Fro met) ,i = 1,2,.,p}. 
由 本 章 3. 1 节 定理 1 有 

必 亡 aFt xo) + Net Xo}. 

再 根据 极 大 值 函 数 克 拉克 广 立 梯 诬 公式 (2.2 节 命题 10) ,可 立刻 得 到 (3-8a) 式 和 
(3-8b) 式 . 当 (3-9a) 式 成 立时 , 令 G(x) = ax gi ¥), Ki = IxlE RI Cr) < 
Gtxo)t .不 妨 假定 G(x0) = 0 否则 约束 条 件 在 点 加 外 附近 不 起 作用 ) ,这 时 (Pi) 等 
价 于 下 述 问题 

(P;) A 
于 是 ,再 由 本 章 3.1 节 定 理 ] ,得 

0 € IN xo) + Ne ng, (xo). 
不 难 验 证 
Neng (Xo) CC Nel¥o) + Ne (xo). 


根据 (3-9) 式 ,可 得 C(xo; ho) < 0, 从 而 和 EoGCxo). 
因此 ,由 本 章 3. 1 节 推 论 1 可 得 
Nx (xo) SUaaC(zo) = Ucold g(xo) 1ite (x0) ， 


其 中 
Tx) = iE (Lp) 1 glxo) = 0. 
从 而 ,在 (3-8a) 式 和 (3-8b) 式 中 ho = 1， 
(3-8a) 式 和 (3-8b) 式 称 为 问题 (P) 的 弗 利 蒋 约翰 [Fritz John) 必要 性 条 性 ， 
当 式 中 0 = 1 时 称 为 库 轧 - 塔 这 (Kuhn-Tucker) 必要 性 条 忻 . 满 足 (3-8a) 式 和 (3-8b) 
式 的 点 称 为 问题 {P, ) 的 弗 利 世 . 约翰 稳定 点 ; 当 io = 1 时 满足 (3-8a) 式 和 (3-3b) 
式 的 点 称 汐 库 恩 - 塔 克 稳 定点 . 
定理 4 及 证 明 方 法 不 能 直接 推广 到 具有 等 式 的 约束 问题 . 为 研究 具有 等 式 约 
束 最 优 性 条 件 , 需 要 使 用 埃 克 衣 变 分 原理 .考虑 下 述 问 题 
(P,) min N(x¥), 
st g(x) 0 = 1,2,.,p, 
hx) = 0, j= 1,2,,9, 
到 大， 
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其 中 鳞 为 R' 中 的 某 一 集合 ,x) ,g(x) ,机 (x) 是 Rr" 上 的 局 部 利 普 希 茨 函数 . 
定 得 5 设 x 是 问题 (P) 的 最 优 解 , 则 对 于 充分 太 的 < > 0, 存 在 不 全 为 零 的 
常数 40.44,… 2 0,p,… ,24; 使 得 . 
让 a 3 
0 AooFt xo) + Dadg( ro) + h(xo) + chNe( xro), (3-0b) 
i=l i 
Agi(x0) = 0, 1 = ,2,7,p. (3-9c) 
证 明令 4 = GAa Mp) E Re = (pop € Rg(r) = 
(gO) Bal Xs Bo . 定 必 集合 
T= {f= (AoA,R) E RP | Ao 0AER?, | ao.a,8)l = 11. 
给 定 e > 0, 令 
FRx) = maxi CA A A) CN) fixo) 十 本 人 和) RCT)Y TE (Ao MHIET) 


= max{AoC Fx) - PE) + 8) + Dag) + 
=| 


Sl) 1 (AorA ,KH) E 了] ， 
易 见 , F(x) 是 Rs 上 局 部 利 普 希 艾 孙 数 , 且 有 捕 {xo) = s. 另 一 方面 ,只 (Cry > 0， 
YX 开 , 着 不 然 ,存在 x| 所 二 ,使 得 所 (x) 志 0, 此 时 有 g(x1) 所 0, 妈 (x1) = 0， 
TD x0) - ,这 与 zo 是 最 优 解 玫 盾 . 
综合 以 上 分 析 可 得 ,za 庶 足 F(x0) < IMR x) +E:. 攻 埃 克 并 变 分 原理 的 推论 
可 知 ,存在 x € 天 ,使 得 
| Xn 一 Ne | Se, 
OE CF KR) + cdr( xm) + HeBt0,1). 
进一步 ,有 
OE ROE) + cdr(xe)) + eBtD, 1). 
由 广义 梯度 运算 可 知 ,存在 不 全 为 零 揭 常数 (依赖 于 e)aofej ,Al(e) pe) 汪 
0, pte),…… ,jo(&) ,使 得 


0€ a Fx) + 人 (eg 人 my Dah) + 
i=1 j=1 


cdr{ x )) + eBD,1). (3-10) 
在 (3-10) 式 中 令 es 一 0, 则 有 x 一 xo. 根 据 了 是 有 界 闭 集 可 知 , 存 在 es 一 人 0 使 得 
Ao(en) Ao,Ai(en) Ai plen) pi, 且 有 上 Cao; = 1 再 根据 广 祥 梯度 上 
半 连 续 性 质 ,可 得 


必 所 可 An 上 3 十 > etuo) 十 Dh ro) + cdr Xo) ) 


CC AodFl ny + Sd ge( xo) + Sah (xo) + Ne( xo). 
ie yal 
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定理 5 是 具有 等 式 与 不 等 式 约 东 条 件 的 利 普 希 芯 规划 的 拉 烙 朗 日 法 列 . 
(3-9b) 和 (3-9e) 称 为 弗 利 获 ， 约 朝 条 件 : 当 Mo = 1 时 称 为 库 恩 - 塔 殉 条件 . 


3.3 “灵敏 度 和 平稳 性 分 析 


本 节 讨 论 约束 条 忻 摄 动 时 优化 问题 的 灵 误 度 . 稳定 性 是 姑 敏 庶 分 析 中 的 一 个 
重要 概念 . 

命题 1 设 $ 是 R* 上 的 有 界 凸 集 ,T 是 RR* 上 的 凸 集 ,4:5 一 了 是 线性 映射 ， 
f:38 一 R!' 是 利 普 养 获 函 数 .考虑 下 述 摄 动 忧 化 问题 


(P,) minf(x), 
AET+Y, 
下 它 S'. 
定义 最 优 值 函数 


VEO) = infffix) | x ES,AXET+ |. 
如 果 存 在 6 > 0, 使 得 eB8, C 45 - 7, 那么 ,Y 在 人 9 点 附近 是 利 普 希 艾 函 数 . 
命题 2 ”在 本 章 3.2 节 定理 4 假设 条 件 下 又 假定 天 是 山 集 ,gfxz) 是 拓 上 凸 萄 
数 日 满足 斯 莱特 {LL.J. Slater) 条 件 : 存 在 xo EE 下 ,使 得 g(xo) < 0,1 = 1,2,…,p, 那 
么 ,对 于 y= 《yi92 ;jp)" EE R?, 最 优 值 函数 
Vp) = inflf(x) gx) + ys 0,i = 1,2,..…,p,x EK 


在 0 点 附近 是 利 普 争 区 函 数 . 
对 于 一 般 具 有 等 式 和 不 等 式 约 东 条 忻 的 摄 动 问题 
(Pu ] minf( x), 
8 十 芝 0， = ly,2,"*,p; 
h(x) + b=0, j= 1,2,.",4; 


人 上 大， 
定义 最 优 值 函数 VR? x R* ->RU it om 如 下 : 
Viasbh) = intlfix) | gl + G0 = 12,p， 
hr tb = 0 = 1,2,. ,97E KR. 
如 果 VC0,0) 有 限 , 且 
Hm eB) -VO 、 
pe | (a, byl 
那么 称 问题 {Pm) 是 平稳 的 . 
命题 3 ”假设 问题 (pm) 是 平稳 的 ,xo 是 其 最 优 解 , 则 对 其 个 > 0,xo 是 函数 
fr} + Mmaxt gx), | h(x) 1 = 12 ,pf = 1,2,.., 9| 
在 万 上 的 局 部 极 小 点 . 
命题 4” 设 问题 (Pwo) 是 平稳 的 ,那么 在 它 的 拉 格 朗 日 乘 子 法 中 lo = 1. 


wm， 
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4 ”其 他 几 种 方向 导数 、 微 分 及 最 优 性 理论 


4.1 拟 可 拱 兵 数 及 其 最 优 性 理论 


所 可 微 函 数 首 先是 由 苏联 学 者 兽 谢 尼 奇 奈 (Pschenichny) 于 加 世纪 友 年 代 末 
提出 来 和 的 . 设 fx) 是 Rr 上 的 方向 可 微 阴 数 , 对 于 x 万 R*, 蔡 存在 凸 紧 集 33x) 己 
R" ,使 得 不 x) 在 x 点 的 方 癌 导 数 可 表示 为 

了 在) = max, Av ,hy YhE R", (4-1) 
则 称 fx) 在 x 点 处 是 拟 可 微 徇 ,3x) 称 为 次 各 分. 不意 看 出 ,f(x) 是 所 可 徽 的 ， 
当 且 投 当 它 的 方向 导数 关于 方向 是 是 函数 .显然 , 同 队 数 , 光 滑 畏 数 的 极 大 值 崩 数 
是 拟 可 微 的 .但 是 ,在 此 定 洗 下 的 所 可 微 函 数 类 还 和 不够 广泛 ,例如 当 六 x}) 是 所 可 微 
的 , - f(x) 一 般 说 来 不 再 是 拟 可 微 的 ( 际 非 fx) 本 身 是 可 微 的 ). 换 名 话说 , 拟 可 
微 函数 类 不 能 构成 线性 室 间 ， 

为 讨论 更 一 般 的 不 可 微 函 数 , 季 米 雅 诺 夫 (Demyanov) , 鲁 宾 诺 夫 (Rubinov) 和 
波 雅 柯 娃 (Polyakova) 将 普 谢 尼 奇 泰 的 所 可 微 沙 数 定 义 进 行 了 推广 , 定 艾 所 可 微 函 
数 如 下 ，; 

设 Ax) 是 R* 上 的 方向 可 微 隙 数 , 车 其 方向 导数 可 表 水 为 

F(xih) = Rh +t mn Aw,h), YhE R", {4-2) 


其 中 2F(x) ,3F(x) 是 R" 中 非 空 凸 紧 集 , 则 称 (x) 是 拟 可 微 的 . 

有 序 集合 对 DDFCx) = [237(x) ,3F(zx)] 称 为 拟 短 分 ,27Cx) 和 3F(x) 分 别称 为 次 
微分 和 超 微 分 .特别 地 , 当 9Fx) = 1 人 0 时, 称 六 x*) 是 次 可 微 的 ; 当 2F(x) = 人 0 时 ， 
称 六 x) 是 超 可 微 的 . 

由 把 可 微 函 数 的 定义 不 难看 出 ,所 微分 不 是 唯一 确定 的 . 事实 上 , 若 [2F(x)， 
5Fx)] 是 Fx) 的 一 个 拟 微分 , 则 对 任意 凸 紧 集 4C Re" ,有 [axz)+4,a(z)y-4] 
也 是 f(x) 的 一 个 拟 微分 .通常 用 多 jx) 记 Fx) 的 全 体 拟 微 分 集合 . 

拟 可 微 函 数 和 局 部 利 普 希 茨 函 数 , 是 两 类 互 不 包含 的 不 可 微 函 数 类 .许多 常见 
的 不 可 微 函 数 都 是 报 可 微 的 . 

例 1 设 Ax) = x) -万 (X) ,其 中 由) Pr) 均 是 及 上 的 凸 函 数 , rr) 
是 R* 上 的 所 可 微 玉 数 , [ax)，- aptzi] 是 一 个 拟 微分 . 

例 2 设 fx) = mfi(x) + ming《*) ,其 中 f(x) 和 gx) 均 是 R" 上 连续 可 
微 函 数 , 1, 7 为 有 限 指 标 集 ,定义 指标 集 

Hx) = {i€ litx) = maxjfit *)|, 
x) = ETI g(x) = ming(x)!. 
记 3Fxz》 = eol VACK) iE Mx) ,Of(x) = col Va(xr) 1 GE J(x)| ;不 难 验 证 ， 
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[fx¥) ,0F(2)] 是 所 x) 的 一 个 氢 徽 分 - 
拟 可 微 函 数 及 其 拟 微 分 有 下 述 性 质 ; 
1 设 A(x) 是 所 可 微 的 , 则 对 任意 常数 c,fi(x) = oftx) 是 所 可 微 的 , 且 有 
cafr), 当 ec = 0, 
a(x) = {3 当 e < 0i 
= coAx), ec = 0, 
oA) = 1 zz) 当 e< 0. 
2 设 A(x) 和 f(x) 是 所 可 微 的 , 则 孙 数 冯 x) = 有 (x+(xz) 是 拟 可 微 的 , 且 
有 
aFfCx) = Of CN) + OLE), 
af(x) = Of (x) + oflx). 
3P 设 八 x) = maxftx), 其 中 f(x) 是 所 可 微 的 , /为 有 限 拱 标 集 , 则 疡 x) 是 所 


可 徽 的 , 且 有 
ar) = colap(z) - >) DfOr) TEE Hx)!, 


jE MEY hi 
ao) = 2 f(x), 
其 中 Tx) = [Elf(xr) = ma 
4 设 扩 xz) = mnA(z) ,其 中 lx) 是 拟 可 手 的 ,了 为 有 限 指标 集 , 则 访 x) 是 氢 
可 微 的 , 且 有 
af(x) = 人 ), 
dAx) = col3f(x)- >， A NEE AOL, 


= 

其 中 x) = |i 了 f(x) = minf( x) 

玉 设 A(xX) ,i = 1,2,…,m 是 R* 上 的 拟 可 微 晒 数 ,下 是 R" 上 的 连续 可 微 疯 数 ， 
则 

Ax) 三 FFA) PR) 

是 所 可 微 的 . 

下 述 命 题 和 定理 是 有 关 拟 可 微 优化 的 一 阶 最 优 性 必要 条 件 . 

命 古 1 设 fx) 是 R* 上 的 氢 可 微 函 数 , 若 YY” E R" 是 fx) 的 局 部 极 小 点 ， 
则 有 

- f(x’) Caflx” ); 
车 x*"“ ER" 是 fx) 的 局 部 极 大 点 , 则 有 
- af(x*") Caftr" )， 
下 面 考 虚 不 等 式 约 束 问 题 
CP) mini( x}, 
站 和， 
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其 中 Fe = 0,1,2,…,m 是 R* 上 的 所 可 微 函 数 .关于 问题 (P) 的 最 优 性 条 忻 有 
两 种 类 型 ,其 中 一 类 是 几何 型 条 忻 , 例 如 下 述 定理 1: 另 一 类 是 拉 格 妆 日 乘 子 型 条 
件 ,例如 下 述 定理 >， 

定理 1 设 x* ”ER 是 问题 (tpP) 的 最 优 解 , 风 有 
-> jzr*)Cceolaprlr )- 了 了 arcTERY)Uiol， 

i€E ME" TU Io jE ne” PUlor lil 

其 中 x)= ileiemftx")=0|., 

定理 2 设 ** 是 问题 {P) 的 最 优 解 , 则 对 任意 一 组 超 微 分 wi E afitx*),i = 
0,1,2,…,m, 存 在 一 组 不 全 为 零 的 常数 (WwW) 人 0i = 012… 其 中 四 人 we) 依 
基于 ww = { Wo, HpPiy py ww) , 司 得 


0 € SA f(r") + tw), 
f= 让 


ACWIFAR = 0 FE= 1,2, ,Mm 
利用 拟 微分 可 建立 下 述 中 值 定 理 . 
定理 其 中 值 定理 ) 设 x,y € R",f 是 在 包 合 线段 [x,y| 的 某 一 开 集 上 的 拟 可 
微 函 数 , 则 存在 线段 (x,y) 中 一 点 点 ,使 得 
Hp) Fx) €E (af(E) + Of(E),y - 2. 


4.2 迪 尼 导数 和 贝 诺 特 微分 


4.2,1 迪 尼 导数 


迪 尼 上 下 导数 分 别 定义 如 下 : 
所 (xs 有 = 区 Ut A 


(rs hy = lim + 


1 

容易 看 出 , 当 f(x) 是 局 部 利 普 希 欧 函 数 时 ， 迪 尼 上 .下 导数 都 取 有 撒 值 . 

命题 2 设 产 x*) 是 至 "上 的 局 部 利 普 希 茨 函 教 ,* "< 且 "是 Ax) 的 局 部 极 小 
点 , 则 有 记 (x' ;hh) 过 0, YER"; 若 对 任意 有 ER, 有 出 (x* ,机 ) > 0, 则 x** 
是 六 x) 的 严格 局 部 极 小 点 . 

命题 3 设 f(x) 是 R" 上 的 局 部 利 普 希 芯 函数 ,车 凡 (x; 趾 ) 对 于 固定 关于 
x 点 是 上 半 连 续 的 , 则 有 并 (x;h) = f°(x:h). 

命题 4 设 fx) 是 包含 线段 [x,y] 的 某 一 开 集 上 的 连续 国 数 , 记 

m = if f(x + 4{y — ¥)), 


时 = supftlx+tity— 7x)), 
Ds tml 


出 有 
my x fr) Fx) ss NINHy-xl. 
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4.2.2 贝 诺 特 微分 


设 碎 x) 是 R* 上 的 方向 可 微 函 数 , 贝 诺 特 次 微分 和 超 微 分 分 别 定 头 如 下 ; 
de fx}y= yeER rR) ca fx:h), yhE Rl, 
日 f(x) = Iw ER wR) mf {xh), yhE Rl. 
贝 诺 特 次 微分 和 超 微 分 是 闭 凸 集 , 但 不 能 保证 非 空 . 窑 易 证 明 3 3 fx) = 
-HE 门 () 
命题 5 设 记 x) 是 R" 上 的 方向 可 微 函 数 , 若 x 是 所 x) 的 局 部 极 小 点 , 则 有 
0E2sflx' ); 若 x" "是 下放 的 局 部 极 太 点, 则 有 人 E22 站 x""). 
设 4,B 均 为 R* 中 集合 ,定义 上 集合 运算 
A4+8= IAER'IIA+ VC. 
居然 ,4 + 仍 为 R* 中 集合 ,但 可 能 是 空 集 . 
命题 6 设 /(x) 是 Rs 上 的 拟 可 拍 画 数 ,[aFr(xz),3AKz)] 是 f(x) 的 一 个 拟 微 
分 , 则 有 
JRx)3sf-arrci)=as 上 所 zh)， 
{- af(x)) (az)) = 9 = fx), 


s 不 可 微 优化 算法 


5.1 算法 概况 


本 章 所 涉及 的 不 可 微 优化 算法 ,是 茜 于 次 梯度 (关于 凸 规划 ) 或 克拉 克 广 立 梯 
度 ( 基 于 利 普 逢 蒋 规 划 ) 理论 所 构造 ,设计 的 不 可 微 优 化 算法 ,而 不 包括 非 线性 规 
划 中 的 直接 法 (例如 ,单纯 形 法 ,坐标 轮换 法 ,随机 搜索 法 等 ). 到 目前 为 止 ,不 可 微 
优化 算法 大 才 数 述 仅仅 是 “概念 性 算法 ”, 而 非 “* 可 执行 算法 ”, 因为 在 不 可 微 优化 算 
法 中 ,要求 在 每 一 个 选 代 点 处 都 能 够 计算 函 煞 克拉 克 广 尺 梯 度 中 一 个 元 素 , 对 大 多 
数 不 可 微 涌 数 来 讲 , 这 一 点 是 很 难 烧 到 的 ,除非 所 考虑 的 不 可 微 函 数 具 有 很 特殊 结 
构 ,例如 , 光 谓 尔 数 的 级 大 值 函 数 等 . 

现 考虑 无 约束 优化 问题 

(P|) minf(x), 


于 妃 
其 中 六 zz) 是 R" 上 的 实 销 数 .经 典 的 求解 无 约束 问题 (P,) 算法 的 造 代 公式 如 下 : 
Mr = e+ A 
其 中 所 各 民 " 是 搜索 方向 ,一 般 要 求 它 是 fx) 在 x = 了 处 的 下 障 方 向 ;办 是 步 长 ， 
满足 
Fxerl) 三 xs + 让 一 minf\( 罗 + A ). 


5 不 可 微 优化 算法 :+ 205 ， 


点 列 j 1 期 望 收 敦 于 问题 (P) 的 最 优 解 . 

在 上 述 算 法 框架 中 ,一 个 关键 的 问题 是 如 何 选取 搜索 方向 吕 . 当 放 x) 是 连续 
可 微 消 数 时 ,可 选取 各 = -了 f(x) ,这 就 是 通常 所 说 的 最 速 下 降 法 . 当 包 x) 是 -- 般 
局 部 利 普 希 茨 函数 时 ,下 述 定理 说 明 利用 克拉 克 广 义 梯度 可 确定 它 的 一 个 下 降 方 
向 . 

定理 1 设 关 zx) 是 R* 上 的 局 部 利 普 希 芯 函数 ,上 且 0 E97(x), 则 存在 6" E 


93x) 满足 
| "| = ,min | #4, (5-1) 
司 得 上 = -总 是 说 xz) 在 xz 点 的 一 个 下 降 方向 , 即 存在 了 > 0, 使 得 
Fx+ th) < fr yte (0,T). (5-2) 


证 明 2/(x) 是 有 界 闭 凸 集 , 故 满足 (5-1) 式 的 专 "二 存在 的 ,从 而 ， 
sl le ll?, veeaofnr). 
又 2Cx) 是 凸 集 , 故 对 任意 € (0,1), 有 
SA 一 二 ERZ)， 

从 而 

I +ACGE- EN = 1 N2+2CE" EE ) + al -E122 1s" |? 
于 是 

(6 ,6- 5°)>- 1 6 1 veéEax). 


由 A € {0,1) 的 任意 性 及 点 ”满足 {5-1) 式 , 则 有 


(E.R) a- i, veéeEaonr). (5-3) 
另 一 方面 ,根据 中 值 定理 (2.2 节 定 理 ,有 

Ix + Hh) Fr) EE AAFCX'), th, (5-4) 
其 中 六 和 (rr+ 博 ) ,由 广义 梯度 的 上 半 连 续 性 质 , 对 充分 小 的 上 有 

3Kz) CaKz) + 8 po0,1) (5-5) 


由 (5-3) 式 和 (5-5) 式 ,得 
VE E OFAI EA + 
再 根据 (5-4) 式 ,对 充分 小 的 :有 
Hx + 大) -xy < 方 tH 

定理 得 证 . 

利用 定理 ! 可 以 给 出 求解 问题 (P) 的 “广义 最 速 下 降 法 ”, 其 中 /(x) 只 要 求 是 
局 部 利 普 希 获 函数 . 

算法 1 

(1) 给 定 初始 点 xo E R", 令 上 = 0. 

{2}) 求 8&7 ED ,满足 让 | = cain ) | ， 
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若 2 = 0; 则 停止 ,否则 转 (3)， 
(3)》 令 各 = 点 , 求 步 长 由 满足 
Fm + Mhs) = minf (xs + Mh). 


{4) 令 十 A 二 上 万 + 1, 转 {27， 

由 定理 1 可 知 , 上 述 算 法 确定 是 一 个 下 降 算 法 ,但 存在 两 个 问题 :其 一 是 无 法 
具体 实现 ,由 算法 中 (2) 可 知 ,要 想 实现 算法 ,需要 在 每 -这 代 点 处 知道 广 广 梯度 
集合 3 所 aa) 其 二 是 收 伍 性 无 法 保证 . 


5.2 “不 可 败 凸 规划 算法 


5,2.1 次 梯 度 法 

在 问题 (Pi ) 中 假定 f(x) 是 Re 中 同 函 数 , 则 下 述 算法 称 为 次 梯度 法 . 
算法 2 

(1) 选取 数列 1441 满足 A > 0 一 0 一 ) ,> =+%， 


(2) 给 定 初始 点 x0 EE R", 令 上 = 0. 
(3) 选取 次 微分 集合 32x) 中 任意 一 个 元 素 , 记 为 所 , 行 点 = 0, 则 停止 ,否则 


记 hr 三 一 5 , 转 (4). 
(4) 令 0] = 二 让 站 ,大 二 二 +1, 转 (3),… 
命题 1 设 问题 (UP,) 中 f(x) 是 是 图 数 , 解 集 3S 7 = fx| ffx) = fF = minf(x)] 
去 尼 和 


非 空 ,如 果 x E55" , 则 对 任意 "EE 5S* EEDA), 必 存在 T > 0, 使 得 
| | < x- x* ,vA € (C0, TT). 
证 明 ”直接 计算 有 
T 
Ji AT 2 = |x 2 | i 站 Cx” -了 ) 了 + 
{5-7) 


(5-6) 


由 于 吕 E 9f(x) 和 ES* ,有 


Er x fr) flix) < 9. (5-8) 


于 是 ,可 取 
T= 26x" x， 


由 (5-8) 式 易 见 (5-6) 式 成 立 . 
定理 2 记 8” 为 问题 (Pi) 的 解 集 , ds* (x) 为 x 到 35” 的 距离 ,|xw| 是 算法 2 


产生 的 点 列 , 则 有 


lim ds" (Cr) = 从 D. 


证 明 ”由 六 Y) 的 凸 性 , 必 存 在 连续 函数 5(8) 使 得 
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JE 六 十 

对 性 何 ds (x) 二 Ses)Bfe)>0e >f0) 成 立 .对 每 个 4, 拭 尽 晤 = 有 -广安 

0. 如 果 5 > 0, 则 有 


xx 


| 直下 一 FE > + A 一 了 一 目 ” | 已 | 
| -1220ek)yAk 一 


下 
2 (se x en) TET) Gl 
= | Xa | A - 26(er)Ar. {5-0) 


由 上 式 可 知 
丽人 (5-10) 
定义 0 = 0, 则 上 式 对 于 一 切 上 都 成 立 .对 (5-10) 式 两 边 求 和 后 易 见 
lim Ot{ ey 三 [i 
乒 二 名 
于 是 有 
lim ds* {x41) = 0. 
假设 定理 不 真 , 则 必 存 在 正常 数 ? > 0 和 无 穷 多 个 上 使 得 下 式 成 立 : 
de" (Xrt) > do (Ni), EL > H. (5-11) 
由 (5-10) 式 和 (5-11) 式 可 得 28{e4) < 胃 ; 这 与 6@ > 他 不 慎 . 定 埋 得 证 . 
给 定 。 > 0, 在 算法 2 中 选取 6 E .x4) ,就 得 到 次 梯度 法 .一 般 说 来 ,计算 
s 次 微分 92.7(x) 中 的 -- 个 元 素 要 较 计 算 次 微分 3F(x) 中 的 一 个 元 素 容 易 ,因此 
次 梯度 法 更 容易 实现 . 当然 ,还 可 选取 & 一 0,e > 0, 在 算法 2 中 选取 总 所 
9 A 得 到 的 算法 称 为 人 次 梯度 法 ,可 以 证 明 s 次 梯度 法 和 所 次 梯度 法 都 是 收 
化 的 ， 
5S.2.2 天 平面 法 


对 于 Rs 的 凸 函 数 产 zh ,有 


fix) = max eg ) + ET — y)). 


所 以 ,求解 认 x) 极 小 就 等 价 于 求解 下 述 问题 

(PP min v, 

st Fy + Er) EYER .EIAp). 

假设 x ,i = 1,2,…, 上 是 已 有 的 迭代 点 ,在 第 上 次 迁 代 中 求解 问题 

(Ps) min v, 

at, fxr) + Ex 的) 和 

显然 ,线性 规划 问题 {P,) 是 问题 (P,) 的 一 个 通 近 .下 面 给 出 求解 问题 (P,) 的 一 个 割 
平面 算法 . 

算法 3 
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(1) 给 定 初始 点 x| E SS 是 一 给 定 的 凸 黎 面体 , 令 天 = 1. 

(2) 计算 次 微分 集合 27%) 中 和 任 一 元 之 ,并 记 为 &&, 若 & = 0, 则 停止 ,否则 转 
(3)., 

(3) 在 5 上 求解 问题 (P;) ,得 最 优 解 , 记 为 (x1 ,1) ,信友 = 天 +1 ,返回 (2)， 

算法 3 在 每 次 迭代 中 增加 一 个 约束 ,从 几何 意义 上 看 ,就 是 用 一 个 超 平面 将 5 
中 不 包含 解 的 部 分 割 掉 .这 在 实现 上 将 无 限制 地 增加 约束 , 肯 而 计算 量 禄 大 . 

定理 3 设 放 x) 是 证 的 且 下 方 有 限 , 则 算法 3 产生 的 点 列 1 01, 吉 ,1)1 各 是 


Peeswue -<u = minf(x'). 
2 |xel 的 任 一 聚 点 都 是 fx*) 在 $ 上 的 极 小 点 . 
5.2.3 来 法 


东 法 (bundle method) 或 称 束 方法 ,是 从 共 因 次 梯度 法 发 展 而 得 到 的 一 种 方法 ， 
它 是 一 种 下 降 算 法 ,要 求 在 每 一 选 代 点 有 fx, 专用 Ux ). 

首先 介绍 共 本 次 梯度 法 .在 第 上 次 近代 时 ,有 一 个 指标 集 4 C 11,2,… ,上 | ,其 
搜索 方向 由 


d, = — ADE,, 老 ; 后 aA Ts) {5.12) 
i | 
给 出 ,其 中 419 ,i € 是 通过 求解 子 问 题 
(Ps) min | ng& | 2， 
i 二 


st > A 三 lA ,1 EA 
i 


得 到 的 , 当 六 xy 是 同 的 二 次 阻 数 忆 及 = 和 ,2,.…,&| 时, 则 在 精确 线 搜索 下 ,由 
问题 {PB) 所 产生 的 方向 和 共 辊 次 梯度 法 是 一 致 的 .下 面 妆 出 共 固 次 梯度 法 的 上 其 导 
步骤 . 

算法 4 

{1) 给 定 初始 点 xo © Re 和 Da 选取 站 < ma < mi< 十 ,0< 机 < 1， 
后 > ny 0, 令 b= 0{ ,Ek = 

(2) 求解 问题 (P) ,确定 41 后 代入 (5-12) 式 得 也 ,如 果 玫 三 外 去 3: 则 停 目 ， 
盏 则 转 ({3)， 

(3) 计算 y= x + mw 二 ,使 得 

Fg) EN) ma | dl 


Pp- x & me 
成 立 ， 
{4) 如 果 存 在 条 :1 E 97(y441) ,使 得 
gh = ml d; |?, 
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则 令 总 = 及 ,否则 置 站 ,= 诬 . 

(5) 令 于 = 于 员 1x+11% 区 ,其 中 是 所 有 满足 | x; - +1 上 | > < 的 下 标 
i 的 集合 . 

(06) 令 玉 = 下 + 1, 返 回 (2). 

定理 4 设 f(x) 是 是 的 ,上 ‖3F(x) 在 包含 集合 jir ER" | Ax) 志 太 x0)1 的 
某 一 开 集 上 是 有 界 的 ,由 算法 4 产生 的 点 列 |x,| 使 得 Fix) 下 方 有 界 , 则 算法 4 必 
经 过 有 限 次 选 代 后 终止 ， 


下 面 讨论 共 辑 次 梯度 法 的 推广 . 
在 第 大 次 迁 代 时 ,有 加 权 因 子 > 0,i = 0,1,2,…, 寺 .考虑 子 问题 
(5) min | 6 上 >， 


二 
st > = 1h>0, 
i=| 


一 人 一 
DAs } EE, 
t= 


其 中 * 是 预先 给 定 的 常数 . 记 1 和 5 是 问题 (Ps) 的 解 , 束 法 的 搜索 方向 取 为 


全 = - Dog,. (5-13) 
不 难看 出 , 若 取 tt = 0,7E 五 和 65 = + 名, 和 , 则 问题 (PB) 和 (P;) 等 价 .下 面 
给 出 束 法 移 具 体 步 又 . 
算法 5 


(1) 给 定 初始 点 zo € 了 ,名 E 31(x0) ,选取 0 < ma < mi < 二 < ms < 1 


E>07>0 令 = 1,k=0. 
(2) 求解 问题 (P;) ,确定 多 后 代 人 (5-13) 式 得 由 ,如 果 二 上 过 5; 则 停止 ， 
否则 转 (3). 
(3) 计算 py = t+ ou 不 使 得 
Mi) Am) - moa | ds | 1 ‘5-14) 
或 者 
Fp) -agld = /rx) -te (5-15) 
成 立 , 其 中 名 ,jE 9F(y4). 车 (5-14) 式 不 成 立 , 则 转 (5). 
(4) 令 x = 外 = 1， 
DD) = HD FOR) — Hm) -ad 1 = 0,1,2,.",k, 
上 = 上 + | 返回 (2)， 
{3) 令 wi = = 12 
1 = fx Ap) + a bi di, 
= 者 十 1 ,返回 {2}. 
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算法 5 与 算法 4 具有 相 邮 的 收敛 性 结果 . 
5.3 ” 利 普 希 获 规划 算法 


本 节 假 定 问题 {P ) 中 的 fx) 是 局 部 利 普 希 茨 函数 .下 商 将 给 出 求解 (4p ) 的 束 
方法 . 

很 定 ix| 是 算法 产生 的 点 列 ,h 是 搜索 方向 ,af 是 步 长 , xi = 全 +e 操 .引信 
辅助 点 列 | 呈 | ,其 中 办 = + ortdi ,arr 是 辅助 步 长 ,满足 af < qf, 给 定 yER: 
及 DFRYy) 中 -个 元 素 (9) ,定义 用 x) 一 个 线性 化 为 

7(xriy7] = AD) ECF x -NXE Rn， 
alx, py) = max{ A(x) — FOxsy) ,rr yt, 
其 中 30 为 给 定常 数 , 当 f(x) 是 凸 函 数 时 , 取 ~ = 0. 在 第 了 上 步 选 代 时 ,有 指标 集 
五 和 12 和 线性 化 函数 FI) = 7 天 ,其 中 
Fx) = FECP) XR XxXER', 
产 = 了 GE 天 .下 面 计算 中 用 下 式 来 近似 a xi ,9): 
af = maxt fx) 一 天 rs ， 


tl 
其 中 中 =1， -区 1+ 之 1- 量 上 下 面 给 出 算法 具体 步骤 . 
/i 
算法 6 
{1) 给 定 初 始点 x EE R" ,| EE 9X1) .选取 参数 六 袜 0 es > 0, mr; mg me ,0 
ea 请 足 m <mm<lDm<laclceca ;选取 +r > 0( 当 fr) 是 同 防 数 时 , 取 r 
= 0,a>0, 置 = ji = wpo= Sf = A= /sp = =0,e0 = ee， 
al =0,r, = 1; 全 上 = 1 = 0,#(0) = 1. 
(2) 解 下 述 问题 确定 Af(j 龙 于 ) 外. 
min | Agi+ Ap Pa-l 上 |， 
并 大 


st NOEhM0 DN+ah-1, 
jE 
aa = 以 如 果 闪 = 1)， 
> ai+ hap 


jj i 


(por fF tS) = DAVE ,SS, st) + As(pE-!, fi, sk), 
起 二 


d=- pw =— psl:. 
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车 A = 0, 置 


a = max| ef | 也 |, 


(3) 置 a 上 = max| | Fx) 一 了 rs ,车 max| pi 有 ?a | 冯 闻 , 则 停 
止 ,否则 转 (4). 


(4) 车 pi? > a *, 转 (5), 否 则 用 mex 代替 所 ,返回 (2). 
{5} 利用 线 搜索 来 确定 步 长 上 和 af ,满足 0 af of 了 , 当 af > 0 时 ,oat 
三 af wes = Xk 十 cf, 和 yi = XE + old 满足 
关中 可) + mek 
af = a 或 当 af >» Oa Fl) > met; 
oak = ON,a( x pr) & mee 
当 at = OECpE17 1 = rk. 
(6) 若 af = 0, 置 上 e*! = ,否则 ,选取 二!! > 6,, 令 
kif+1)= +1 = +1， 
《了 1) 选取 你 全 下 使 得 ten 二 FA (J 1 + 11} 包含 (了. 选 腾 | 所 i 
计算 
By = fer) + CE NE — Prld, 
+ 一 六 十 (Ei Xs 一 Ts 万 Fs 


p = fr + 《Bey Xktl 一 区 
si = Petl — Tetl 1 ， 

Ee 
CA 三 s+ | 一 | 本 二 了 
st+! 二 sr + | Nil 一 ky | 。 


(8} 置 os = maxfar + | yl — | ;31| , 若 和 或 af = 小 , 置 +l = 
0, 转 (10) ,否则 置 六 ”= 1, 转 (9). 

{9}) 在 上 中 删除 满足 中 > ax 的 指标 六 置 由 + = maxt st | jE hl. 

{10) 令 二 = 天 +1 ,返回 (2). 


定理 5 设 |x! 蚌 由 算法 6 产生 的 点 列 ,车 有 x 一 x, | pi 一 0,a 下 -= 区 天 
蕊 天), 其 中 天 C1,2,…|; 则 有 全 27x). 


5.4 ”一 类 复合 不 可 微 优 化 算法 


本 节 讨 论 有 具有 有 如 下 特殊 形式 的 不 可 微 优 化 问题 ; 
{P,) mink( f(x )). 


rER" 


其 中 x = (x),AtR) f(x)) "是 连续 可 微 的 ,kh(.) 是 凸 耳 数 . 问题 (Ps) 
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的 目标 函数 是 复合 函数 , 故 称 和 撮合 不 可 微 优化 . 复 会 不 可 微 优化 具有 很 强 的 实际 背 
总, 例如 第 1 章 (1-1) 式 .(1-47 式 和 f!1-7) 式 所 给 出 的 函数 ,者 属 复合 不 可 德 函 狼 . 
引 人 人 下 述 记号 : 
Yrsd) = hECFCx)) - hfCxr) + ACx)'d), 
(x = max XCXid), 
DF(tr;d) = emp 4 4(7)4， 
其 中 3 六 1 xr) 是 指 泵 数 hpC:) 在 开 x) 处 的 砍 梯 彰 ,4 = V(x0T. 
利用 复合 函数 广 立 梯度 链 锁 规则 不 难 验 证 ,0 所 3th(FCx)) 等 价 于 DFCx, 4) 
= ,deR". 
对 于 复合 不 可 微 优 北 问题 {P;) , 届 赖 域 法 的 子 问 题 具 有 下 述 形式 : 


(PB;) minh(f(K)) + ACKi) Td + dB = bld), 


s.1. [| 二 A 
其 中 A(xr) = YF(r) ,BB 是 一 nx n 阶 对 称 阵 . 
下 面 给 出 求解 问题 (Ps} 的 性 坦 域 法 . 
算法 7 
(1) 给 定 初 始点 x 亡 R', 及 各 ER",A > 0 了 0 令 大 = 1. 


(2) 计算 B= Pn. DY 求解 子 阿 题 (P)), 记 (Pr) 的 最 优 解 为 各 ,如 
果 【 三 上 反光， 则 停止 ， 否则 转 (3). 


(3) 计算 
hIFCR)) 一 具 ( 十 od ) 
0 Cd) ， 
如 果 和 < 站 站 , 刚 令 = 十 A4; 却 果 % > 0.5 且 三 上 = 太 ; 则 令 各 


= 2A&;; 如 时 Au 还 未 定 多 , 则 令 A = A、 
(4) 如 果 六 > 0, 则 转 (3); 香 则 令 可 = 1 和 = 机 1; 转 (6). 
{50 = 名 二 二 3 各 由 下 述 方 程 确定 : 
如) 有 
At | a) = 0， 
其 中 A EE Dh) [ex ratr) Td :Hk Ed 上 a 产 0. 
(6) 今天 = 天 +1 ,返回 (2)， 


5.5 ” 非 光 清 方程 组 的 解法 
变 分 ,互补 以 及 非 线 性 规划 问题 ,都 可 等 价 地 转化 为 求解 一 个 非 光滑 {不 可 微 ) 


方程 组 . 
设 下 :Rs* 一 R"m 是 局 部 利 普 希 芯 向 量 函 数 , F(x) 在 点 R" 处 称 为 是 半 光 滑 
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的 ,如 果 对 任意 点 所 R", 有 
lim VR 
YEPET+D') 
i 
存在 ,其 中 3FC:) 代表 FR{:) 的 克拉 克 广 闷 雅 可 比 ， 

半 光 滑 消 数 类 包括 许多 常见 的 非 光滑 函数 ,例如 ,瑞明 数 光滑 函 数 的 极 大 第 
函数 等 . 同时 , 半 光 请 函数 的 四 则 运算 以 及 光滑 复 人 台 等 均 旦 半 光 请 画 数 . 目前 人 科 
所 讨论 的 非 光 请 方程 组 基本 上 限于 半 光 请 男 数 . 

考虑 下 述 非 光 滑 方 程 组 

下 (zy = 0, 5-16) 

其 中 下;R" 一 R” 是 局 部 利 普 希 茨 函 数 且 为 半 光 滑 的 . 关 解 方程 (5-16) 的 广 凡 牛顿 
法 的 迁 代 公式 如 下 : 

三 VEFCr), VE aF(x). (5-17) 

命题 2 设 下 ;:R" 一 R" 是 局 部 利 普 希 区 函数 ,对 任 总 YE 38(x), 算 阵 站 是 
非 奇 异 的 ,那么 存在 x 的 一 个 邻 域 W(x) 和 常数 CC, 使 得 闭 插 意 y EE Nx),V 二 
3F(y) 是 非 奇 异 的 , 且 有 上 ¥ 过 它 . 

定理 6 很 设 x*”E R" 是 方程 (5-16) 的 解 , Fix) 是 R" 上 的 局 部 利 普 希 艾 癌 
量 函 数 ,在 x* 处 是 半 光 谓 的 ,如 果 任 意 下 毛 DFI ) 是 上 刁 奇 异 移 ,那么 沈 代 公式 
(5-17) 是 适 定 的 ,上 且 当 初始 点 与 x* 充分 近 时 ,由 会 式 (5-17) 产生 的 点 列 {xr| 收 伍 
于 x*". 

证 明 ”由 命题 2 卷 , 选 代 公 式 (5-17) 是 适 定 的 .通过 计算 得 

| -= 
< VitFirm) — FOx*) -Fix :wm -x | + 
vaiom x Fx x x))| 
= ot|x.-x”|). 
在 上 式 推 导 中 , 利用 了 命题 中 结论 由 YI 近 袜 和 半 光 滑 函 数 的 性 质 : 
"(x";*) 存在 , 且 有 VR- F(x 338) = od RvVEoF(X + 而 ) 以 及 
Fx + ho 用 .定理 特 证 ， 

利用 进 拓 公式 (5-17) 求解 方程 (5-16) ,需要 在 每 -- 达 代 点 x 处 能 够 计算 克拉 
克 广 必 雅 可 比 2F(x) 中 的 一 个 元 素 ,这 对 于 一 般 的 非 光滑 钞 数 是 涛 不 到 的 .但 是， 
对 于 较 特 殊 的 非 光 滑 函 数 , 讽 如 ,由 非 线 性 互补 问题 转化 的 非 光 汪 函 数 , 这 是 能 够 
办 到 的 . 
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引 襄 


整数 规划 是 要 求 变量 取 整 数值 的 数学 规划 .要 求 变 便 取 整 数 的 线性 规划 , 称 为 
线性 整数 规划 .变量 只 取 0 或 1 的 规划 称 为 0-1 规划 .只 允 求 部 分 变量 最 整 数值 的 
规划 , 称 为 混合 整数 规划 ,由 于 实际 中 有 许多 世 必 须 是 整数 ,如 人 数 . 机 此 数 、 运 输 
次 数 等 ;又 由 于 利用 0,1 变量 可 以 数量 化 地 描述 开 与 关 、. 取 与 弃 、\ 有 与 无 等 还 辑 现 
象 ,所 以 在 很 多 领域 申 ,如 线路 设计 .工厂 选 址 ,人员 安排 .课程 安排 .代码 选取 等 ， 
常常 出 现 整数 规划 问题 . 自 1959 年 柯 莫 瑞 (R.E.Gomory) 拓 出 了 解 线性 整数 规划 的 
割 平 测 法 后 ,整数 规划 就 逐步 形成 为 一 个 独立 的 分 支 . 


1 整数 规划 模型 举例 


1. 背 包 问 题 
一 个 背包 的 容积 为 5, 现 有 种 物品 可 装 ,物品 j 的 质量 为 页, 体积 为 vj(j =1， 
2,…, nm) , 癌 如 何 配 装 才能 既 不 超过 背包 的 容积 ,又 能 使 装 的 总 质量 最 大 ， 
设 变 量 
，- 人 物品 了 被 装 人 背包 ; 
! 【0， 物品 了 不 装 人 背包 ， 


则 问题 可 写成 如 下 的 数学 规划 形式 : 
求 max >) LL 
满足 > ) oz 志 9,X =0 或 1 j= 1.2，…,R， 
2. 工厂 选 址 问 是 


有 nn 个 城市 11,2,…, ni, 每 日 需要 某 种 物资 的 数量 ,分 别 为 d1, a;,…, d,. 现 在 
计划 要 在 其 中 选取 m 个 城市 ,建造 m 座 生 产 这 种 物资 的 工厂 .车 在 城市 ;处 建 三， 
假设 已 知 日 产量 最 多 只 能 为 5, 而 生产 投资 为 , 设 从 城市 ;到 城市 j 的 单位 运 价 
为 志 , 试 问 m 个 工厂 应 设 在 何 处 ,才能 既 满 足 需 要 又 使 总 投资 最 省 . 

设 变量 

人 在 城市 i 中 建 三 ; 
“ “10， 不 在 城市 i 中 建 厂 . 
设 % 为 从 城市 i 运 给 城市 j 的 物资 数量 , 则 问题 可 写成 如 下 的 规划 形式 : 


求 min 7 2 pry + ZFo! 
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注 足 Dxy & Sh i= 1,2, ,ns; 


nn 
We 
> j 训 = 吓 ， 上 三 ,之 
1=4 
a 
| 


3, 加 工 问题 

有 六 台 同 一 类 型 的 机 床 , 有 “种 零件 要 在 这 种 机 床上 加 工 . 设 每 种 零件 所 需 的 
加 工时 间 分 别 为 qa1 ,a2,…, as ,试问 如 何 分 配 才能 使 各 机 上 床 的 总 如 工 任务 相等 ,或 
者 说 , 尽 可 能 均衡 . 

设 蛮 基 

人 若 m 分 配 在 机 床 : 上 可: 工 ， 
礼 Lo， 车 6 不 在 机 床 : 上 加 工 ， 

则 问题 可 写成 如 下 的 形式 : 

求 min{ max[ 之 iu mp rm] 1, 
满足 Dry = bf = 1,2,,n, 

Ni = 0 或 1. 

4, 系统 可 靠 性 问题 

有 个 元 件 组 成 一 个 并 联 ( 或 串联 ) 系统 . 设 第 i 个 位 置 所 刑 的 元 性 可 从 集合 
5; 中 挑选 . 设 e 为 元 件 7 用 在 第 i 个 位 置 上 所 花 的 费用 ,jE€ 5;, 而 P, 表示 其 可 靠 性 
概率 .试问 应 如 何 选择 各 位 置 的 元 件 使 得 系统 的 可 车 性 概率 P 3 a, 晶 使 系统 总 的 
费用 最 省 . 

设 

全 若 j€ 5, 且 元 件 j 用 在 位 置 i 上 ; 
了 ”lo， 著 六 e 5, 但 元 件 /不 用 在 位 置 : 上， 

则 并 联系 统 的 可 靠 性 概率 为 


Po=1- 1] [ [le - Pp,)s], 
条 件 P 坟 a 可 写 为 
TC 


即 log(1- a) >)7 2 ylog(l - Ps). 
r= 二 号 
设 ay = log(1 — Py),k = log(1 - a), 


则 问题 (并 联 情形 ) 可 写成 如 下 形式 


1 整数 规划 模 玖 举例 309 ， 


来 min Se x, 
i ES 
满足 > Sy, 2 之 
iT ES 


《对 串联 情形 ,其 中 的 oj = - log 户 :天 = - loga). 
s. 离散 值 的 变量 


设 变量 二 只 能 取 上 个 数值 ae ;63,… ,| 中 的 一 个 (例如 材料 的 规格 }, 则 x 可 
表示 为 


4 大 
™ 
= om > = 1, Y= 站 或 上， 
下 fml 
.网 峻 变量 


设 变量 x 的 值 ,或 者 为 0 或 者 满足 837 583kN/m( DD) 

Lie， 

则 可 用 下 述 条 件 表 示 跳 线 变 量 ;: 

= 0 或 1. 

例 1 最 轻重 量 结构 设计 平面 门 式 
框架 受 3 种 载荷 作 轩 ,结构 的 几何 尺寸 如 几 
1-1 所 示 . 弹性 模 量 EE = 206.88CPa, 许 用 正 
应 力 [ec] = 163.86MPa, 材料 容重 p = 
76 999.34N/mr ,节点 水 平 位 移 的 上 限 3 = 
12. 7mm. 


结构 的 设计 变量 是 各 截面 的 几何 性 
质 , 其 可 供 选 择 的 变量 为 下 面 的 离 航 变量 集 . 
序号 1 2 3 4 5 看 
FE 99.00 105. 剖 1 性 ,站 134.92 140.01 144.99 
Wn 1293. 枯 1429. 71 156]. ?5 2057.72 2175.33 2200. 新 


Tem’ 20135. 0 332908. 0 37460. 了 0 110. ID #2772, 机 04 ,0 
设 变量 
- {1 第 :号 村 采用 第 号 凡 何 性 质 
于 = |0， 第 i 号 杆 不 采用 第 号 几何 性 质 ， 
fi = [23 = 1,2,3,4,3,6. 问题 归结 为 


了 。 6 
求 min oiil An) ， 
1=1 m1 
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| WN, | M. 
J a < 163. 8 x 10 Pu, 


CE +t 
DA 2 Wa 
让 = kal 
,Me 
站 哲 
1 于 
号 之 ha EZ loan 
下 = 上 =1 


让 让 三 必 或 t ， 三 1,2.,3, 二 三 | WK 4 5, 日， 


满足 


S 


| < 12.7 x 10r3m， 


2 ”线性 整数 规划 基本 解法 


考虑 线性 整数 规划 
CP) Imaxz = >, Ci 


~ 
3 Dj a 二 也 二 上 ,之 
+rl 


2,1 基本 解法 概述 


关于 整数 规划 ,有 如 下 两 种 基本 的 想法 : 

(1) 因为 可 行 方案 的 数目 常常 是 有 限 的 ,因而 通过 一 比较 后 ,总 能 求 得 最 优 
方案 .例如 ,背包 问题 的 装 法 ,充其量 有 22*-! 种 方式 ,但 这 种 穷 举 的 办 法 ,实际 上 是 
不 可 行 的 , 因 老 设想 计算 机 每 秒 钟 能 比较 100 万 个 方式 ,要 比较 完 2 种 方式 , 则 要 
用 -年 多 时 间 . 

(2) 先 放弃 变 莉 取 整 的 要 求 ,把 一 个 线性 整数 规划 化 为 “个 线性 规划 ,然后 求 
得 线性 规划 解 后 采用 “四 舍 五 人 ”的 方法 求 整数 解 , 这 种 方法 只 有 在 变量 的 取 值 较 
大 时 ,. 才 有 成 功 的 可 能 性 ,而 当 变 基 的 取 值 较 小 时 ,特别 是 0-1 变量 时 ,往往 不 会 成 
功 . 例 如 ,整数 规划 问题 ; 

max 2= 3%) 十 1 了 区 2 。 
sl 2xl+ 加 ,| 上 zl - $x 之 32， 
x1:X2 实习 且 取 整数 值 . 
放 讲 整数 性 条 忻 后 线性 规划 的 解 为 x7 = 9.2,x? = 2.4, 而 z”= 玛 ,8, 其 附近 的 4 
个 整数 点 (9,2) ,510,2),{10,3),(9,3) 均 不 是 整数 规划 的 可 行 解 . 原 整 数 规划 的 最 
优 解 为 xl = ?2,xz = 4,z = 58, 

然而 , 若 能 给 出 线性 整数 规划 所 有 可 行 点 的 最 小 凸 包 ( 吾 点 凸 包 ) , 则 在 此 西 包 
上 求 线性 规划 的 最 优 解 , 便 可 得 到 线性 整数 规划 的 最 优 解 .但 是 求 整 点 凸 包 是 整 教 
规划 中 一 个 很 难 的 基本 理论 问题 ,目前 尚未 解决 . 在 研究 凸 世 过 程 中 , 柯 莫 瑞 首先 


A 
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提出 割 平面 前 和 概念 ,并 建立 了 整数 规划 的 基本 算法 一 一 荐 平面 法 . 

分 支 定 界 法 是 目前 解 整数 规划 最 实用 的 算法 之 一 . 它 用 到 整数 规划 解法 中 三 
个 基本 概念 . 

1. 分 解 

对 任何 整数 规划 问题 (P)， 让 F(P) 表示 (了 ) 的 可 行 解 集合 ,问题 (P) 称 为 分 解 
成 了 问题 (P)， (PP 之 和 ,车 满足 条 件 


UF(P) = = F(tP), FPO)NMN FOP) = Ol si ek 


通常 分 解 的 方式 是 “两 分 法 ”, 即 车 是 整 变量 , 则 把 问题 (P) 按照 条 件 x < 4 入 
> 5 分 解 成 两 个 子 问 题 之 和 . 


2. 松弛 
对 任何 整数 规划 问题 (P), 几 是 放弃 (P) 的 某 些 约束 条 件 后 所 得 到 的 问题 
(9, 者 称 为 (P) 的 松弛 问题 .对 于 (P) 的 任何 松弛 问题 (了 ), 都 具有 如 下 明显 的 


(1) 著 ( 了 没有 可 行 解 , 则 (P) 也 没有 可 行 解 ; 
(2) 对 求 最 大 值 的 目标 函数 而 言 , (P) 的 最 大 值 不 大 于 (PF ) 的 最 大 值 ; 
(3) 车 (P ) 的 最 优 解 是 (P) 的 可 行 解 , 则 (PF ) 的 最 优 解 就 是 (P) 的 一 个 最 优 


i be 的 松弛 方法 是 放弃 变量 的 整数 性 要 求 ， 
3 


很 设 按 某 种 规则 已 将 问题 (P) 分 解 成 子 问题 (P)) , (P,),…, (P,) 之 和 ,并 且 各 
(P,) 已 有 对 应 的 松弛 问题 ( 证 )， 


(FI1) ”车 (PB,) 没 有 可 行 解 , 则 探 明 了 (FP;) 没有 可 行 解 .因此 ,可 从 (P) 的 分 解 
表 上 把 它 删 去 . 
(F2) 假设 已 掌握 了 (P) 的 一 个 可 行 解 , 它 的 目标 机 数值 为 =, 若 松弛 向 题 


{ PP ;) 的 最 大 值 (针对 求 maz 而 言 ) 不 比 z 大 , 则 探 明 (P,) 中 没有 比 * 更 好 的 可 行 
解 .因此 无 须 再 考虑 (Pi), 可 从 分 解 表 上 把 它 秋 去 . 
(F3) ”车 (PP ;) 的 最 优 解 是 (Pi;) 的 可 行 解 , 则 已 求 得 了 (Pi) 的 一 个 最 优 解 . 因 


此 也 无 须 进 一 步 考虑 (Pi) 了 ,可 从 分 解 表 上 把 它 删 去 .同时 , 若 (Pi) 的 最 优秀 出 
好 , 则 替换 x 并 相应 替换 z. 


(F4) ”假如 表 上 各 个 ( ,) 的 目标 函数 最 大 值 都 不 比 * 大 ,那么 ,当时 的 记录 
解 *, 便 是 原 问 题 (P) 的 一 个 最 优 解 . 

通常 , 称 情形 <F1) 为 可 行 性 探测 , 称 (F2),(F3),(F4) 为 最 优 性 探测 . 

绪论 ”求解 整数 规划 问题 {P) ,可 归纳 次 


选 定 一 种 松弛 方式 ,将 (P) 松弛 成 问题 (了 ) ,使 得 较 易 求解 . 车 (了 ) 无 可 行 
解 , 则 (P) 也 无 可 行 解 .车 ( 节 ) 的 最 优 解 是 (P) 的 可 行 解 , 则 已 求 得 (P) 的 最 优 解 . 
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车 (FP ) 的 最 优 解 不 是 (P) 的 可 行 解 , 则 有 两 条 不 同 的 途径 可 走 :一 条 途径 是 设法 改 


进 松弛 辣 题 ( 了 ) ,坚持 探测 (P)( 例 如 采用 割 平面 法 ); 另 一 条 路 径 是 选 定 一 种 分 解 
方式 ,把 (P) 分 解 成 两 个 或 儿 个 子 问题 之 和 ,将 其 列表 记录 下 来 ,并 且 赋 于 各 子 问 
题 一 个 尽 可 能 好 的 目标 函数 值 的 上 界 ,然后 按 一 定 次 序 , 逐个 进行 探测 . 当 某 个 于 
问题 已 经 被 探 明 时 ,就 从 表 中 删 去 ;否则 继续 对 于 问题 进行 分 解 {例如 采用 分 支 定 
界 法 ). 


2.2 分支 定 界 法 
线性 整数 规划 问题 (P) ,其 分 支 定 界 法 的 步骤 如 下 : 
(1) 取 (P 了 ) 为 放弃 % 的 整数 性 要 求 后 的 线性 规划 问题 . 用 单纯 形 法 求解 
(F). 
若 ( 包 ) 无 解 , 刚 终止 ,(P) 亦 无 解 ， 
车 { P ) 的 最 优 解 x* 为 整数 解 , 则 统 止 ,x 即 为 (P) 的 最 优 解 ; 
若 { oO 的 最 优 解 x 不 是 整数 解 , 则 取 相 应 移 目 标 函 数值 作 瓷 (P} 的 最 优 值 的 


(2) 置 分 解 表 互 = [(P)|， ,x = zt = 一 
(3) 车 了 = 必 , 则 统 止 ,x* 便 是 最 优 解 : 即 为 最 优 值 ， 否则 转 (4). 
(4) 大 开 中 任 送 一 子 问题 (CCP)( 柯 洛 上 在 值 最 拓 的 子 问题 ,或 以 先 人 后 出 的 原 
出 选 } .HACP) ~ 卫 . 
(5) 对 (CP) 放弃 x 的 整数 性 要 求 得 (CE) ,用 单纯 形 法 和 解 (CP). 
若 (C) 无 可 行 解 或 最 大 值 了 < z" , 则 返回 (3); 
车 (CP) 的 最 优 解 为 非 整 数 解 , 则 转 (6); 
否则 ,2 一 zz" , 计 一 六 ”返回 (3). 
(6) 从 * 中 任 取 一 分 数 分 量 5 ;, 按 条 件 x <[*,] 
和 忆 = [Xi] + 1 将 (CP) 分 解 为 两 个 子 问题 (CP)) 和 


(CP:) ,并 赋予 它们 的 上 界 为 [ z ]( 其 中 符号 [a] 表示 不 
超过 a 的 最 大 整数 ) .将 {CPi 和 (CP;) 以 及 它们 的 上 田 


记 人 区 中 .返回 (4) 
Cn) CP) 全 1 水解 扣 政权 和 


上 界 z 


PB marz = 一 【XI + 4x2), 
图 2-1 st 2x1+ 和 ,1 +272 BO 
X11 池 习 
且 为 整数 . 


解 ”放弃 整数 约束 ,作为 普通 线性 规划 求解 ,得 到 最 优 解 :x， = 10/3,x; = 
473, 最 优 什 * = - 26/3. 由 算法 有 五 = 1(P)|,z = -263,r”= 个 ,rz” =-%. 
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因为 x ,x*; 均 为 非 幕 数 , 设 选 *| 进行 分 支 .分 支 过 程 的 树 形 图 如 图 2-1 所 示 . 按 
x 二 [lo = 3 及 x 宇 [10A3] + 1 = + 分 成 两 个 子 问题 CP ,CP .其 中 问题 TCP ) 
为 在 问题 (P) 的 基础 上 增加 名 东 x| 过 3 而 得 ,问题 (CP,) 为 在 问题 {P) 的 基础 上 增 
加 约束 x = 4 而 得 ,从 树 形 图 2-1 上 由 根部 至 节点 支 上 的 说 明 即 可 知 , 所 以 一 般 不 
标 P,CP,CP ,而 标 以 求解 的 序号 . 

设 下 滥 放 弃 {CP) 中 整数 要 求 , 解 相 应 的 线性 规划 ,得 最 优 解 为 x| = 3,x; = 
3“2,z = -9 人. 由 算法 再 根据 xy = 273, 按 如 和 [32] = 1 和 阅 关 [32j+1= 2 分 
支 ,如 图 2-2 所 示 . 

再 选择 一 个 于 问题 进行 探测 ,如 选 (CP) ,放弃 (CP,) 中 的 整数 要 求 , 解 相 应 的 线性 
规划 ,得 知 无 可 行 解 .于 是 由 算法 知 在 这 节点 无 须 再 分 支 ,其 树 形 疼 如 图 2-3 所 示 ， 


F= -M673,2 = 一 四 


was]1 


了 图 2-3 

继续 选择 有 竺 探测 的 一 个 子 问题 {节点 ) ,如 在 {P) 基础 上 加 上 约束 :x, 志 3 和 
x2 过] 的 于 问题 .松弛 后 求 得 相应 线性 规划 无 可 行 解 .因此 无 须 再 分 支 . 相应 树 形 
图 如 图 2-4 所 示 ， 

从 图 2-4 上 看 出 ,在 并 中 尚 有 -- 个 有 待 探测 的 子 问题 ,再 求 其 相应 松弛 后 的 线 
性 规划 ,得 最 优 解 x， = 2,m = 2, 最 优 值 z = - 10. 由 于 最 优 解 为 整数 解 ,因此 根据 
算法 ,记录 此 原 问 题 (P) 的 可 行 解 并 由 改 z*,z”= - 10, 无 须 再 分 支 . 树 形 图 改 为 
图 2-5. 


图 2-4 
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由 图 2-5 可 知 ,已 无 有 待 探测 的 子 问 题 , 即 算法 步 又 中 的 了 = 作 , 因 而 算法 终 
止 ,已 求 得 (P) 的 最 优 值 为 2”= - 10, 相 应 的 可 行 解 x*? = 2,x2 = 2, 即 为 (P) 的 最 
优 解 . 


2.3 荐 平面 法 


线性 整数 规划 (P) 放弃 整数 性 要 求 后 成 为 线性 规划 ( F ) ,前面 在 理论 上 讨论 
了 ( 了) 可 行 域 的 极点 都 是 整数 点 的 条 件 下 的 求解 方法 . 如 果 不 具备 这 个 条 件 ， 
(下 ) 的 最 优 解 就 不 一 定 具备 整数 性 条 人 忻 , 这 时 舌 进 一 步 处 理 即 改进 (PP ). 害 平面 
法 便 是 改进 (了 ) 的 一 种 方法 , 即 再 加 上 适当 的 线性 约 东 一 一 则 约束 ,逐步 把 (P) 
四 本 人 解 训 为 P ) 可 行 域 的 极点 和 除去 所 有 非 整 的 .具有 更 好 目标 函数 值 的 极 


2.3.1 基本 着 平面 
设 线性 整数 规划 为 
{Pp) maxc lr = xo, (2-1) 
. = ,= 且 为 雅阁， 
并 设 其 中 数据 均 为 整数 ， A ye x 呈 矩阵 ,rf(4) = 
(PB} maxc ly, {2-2) 


gs.t. A = b,x 0. 
恨 设 已 把 4x = 点 解 成 


TB 三 jp = >, i= 0 1 ,2 ms, (2.3} 
本 


则 由 {2-3) 式 给 出 的 基本 解 为 
3， 三 Yig; i = 0 ,1,2,*, HM， 党 三 1 RR， 
其 中 只 为 非 基 本 变量 集 . 
用 六 关 0 委 (2-3) 式 ,得 


xp 二 D> hys 和 好 三 六 Ya， 
JE 三 


国 要 求 EP 了 0, 所 以 
[hjxs + 4s < hyn. (2-4) 
又 因 槛 求 x 为 整数 ,所 以 (2-4) 式 左边 为 整数 ， 因此 有 
[有 mm + Zl hyy]s < [ hyn], (2-5) 
fj 此 锡 


用 [有] 蔷 旬 -3) 式 再 减 (2-5) 式 , 得 
[hlys - [hyyl)s m= [h]yo - (hyo). (2-6) 
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车 由 (2-3) 式 给 出 的 基本 解 不 是 整 的 就 不 能 满足 (2-6) 式 .而 任何 (P) 的 可 行 解 均 
能 满足 !2-6) 式 , (2-6) 式 称 为 基本 割 平面 .用 不 同 的 方法 应 用 (2-6) 式 就 得 到 各 种 
不 同 的 割 平面 及 割 平面 算法 ， 


2.3.2 分 数 着 平面 法 
在 基本 制 平面 (2- 人 6) 式 中 , 令 上 = 1, 则 可 得 
之 (7 - [yy 2 yw - [yi], 
记 r = yy - [yy],j = 0 和 和 j 所 兵 , 则 上 式 可 写 为 
2 TG 
引进 松弛 变量 $5., 得 条 忻 
SS: 三 一 加 十 之 tw (2-7) 
称 (2-7) 式 为 分 数 宣 平面. 因为 
xs = ([yn] - us) _{- r+ Sor) 
二 ([ yw] 一 Stn) - 3 
所 以 , 当 x%, x 都 取 非 负 整 数 时 ， 5 自然 也 取 非 负 整 数值 . 
分 数 割 平面 法 求解 线性 整数 规划 (P) 的 步骤 如 下 : 
(1) 用 对 偶 单 纯 形 算法 求解 线性 规划 松弛 问题 (下 ) . 若 ( 了 ) 无 最 优 解 , 则 (P) 


也 无 最 优 解 ,算法 终止 ; 若 ( 了 ) 有 最 优 解 , 则 设 
x*= 了 0 十 wy- %) 
JE 县 
其 中 Ji 3 站 ,yo Oi = 12，…… mn RR. 


(2) 若 所 有 yw 都 是 幕 数 , 则 算法 绽 止 ,x”= 为 即 为 (P) 的 最 优 解 ;相反 , 设 yw 
是 非 整 数 , 取 诱 导 方 程 为 
条 = yao + ps- 态 ) 
( 即 取 诱导 行为 上行). 
{3) 从 诱导 方程 导出 分 数 割 平面 
St -Tn= Zr- x 
其 中 = yy - 【yyj， 
{4) 计算 
mer 二 2 0,7 所 对 -= - 2 
(5) 用 5 替换 非 基 变 量 xs ,再 求 改 进 后 的 松弛 问题 的 最 优 艇 .返回 (2) . 
事实 上 引进 割 平 面条 件 , 只 是 作 一 次 参数 变换 ,并 不 需要 把 市 平面 条 人 忻 真 的 加 
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人 约束 方程 组 中 去 . 


例 2 求解 整数 规则 ，; 


写成 参数 形式 为 


解 用 对 偶 单 纯 形 法 解 松 弛 后 的 线性 规划 ,得 


Tq 


证 
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min {4x + 5yY), 
3.1.3r + 2 7 + 4y 5 


3Y +Y 汪 2 
xy 20 且 为 整数 ， 

JSX 着 和， 

St. MD = ~ x4 — Sxss Xl = — 7 + dr + 2x5, 
Xi =-— $+ x4 十 rs ,Xs =—-2+3x4+ 区 4 


Xi 2， TI X43 0, 


中 均 为 整数 ,! 三 0,1,."* .5, 


=- 112A0 
0 

0 

42710 
18/10 
£0 


一 x] 一 居 2 
112710 T7710 
一 1 0 

0 一 上 

一 ]12tb 3A10 
—- 410 2710 
17 这 - 3710 


因 ym = - 1t2z10 不 是 整数 , 选 诱导 方程 为 
12 11 


导出 割 平 面 


控 步 又 (4) 求 


8 


0” 1 


1 


1 二 
wT 10 7 10%7 10% 


(- 1) -而 (~ 和) 


得 3 = 2. 以 5 赫 措 x, 得 表达 式 为 


Xo 
1 
Ty 
省 3 
| 
生生 


-12 
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这 已 是 线性 规划 最 优 解 ,但 ym = 8 不 是 整数 , 选 诱导 方程 为 
外 1 10 
x2 一 了 二 了 (- XI) 一 了 (- SS07， 
学 出 割 平面 
Sy 二 一 方 一 了 (- x 一 子 (- Sn), 
求 


oo 下 河上 -了 


得 5 = 2. 以 替换 5, 得 表示 式 为 


= 一 | 一 .5 
Xo - 121.4 3 了 /4 
x| 0 -1 0 
x G4 24 — 10.4 
3 15/4 一 374 3 
Xa 6 -274 ?24 
Xs S$ 1.4 -34 


又 得 出 最 优 解 ,但 ym = - 12174 不 是 整数 , 选 诱导 方程 为 


了 
-型 :这 (- 0 + 本 (- So)， 


六 站 三 


导出 利平 面 为 
go = 玉宇 (- 9) - 训 (- 35)， 


得 = 1 .以 S$'o 普 换 #l, 得 表示 式 为 


= — Sp 一 Sa 
xo — 13 1 上 
Xl 1 一 中 3 1 
其 2 1 3 一 
Ee 3 -$3 
攻 4 2 - 23 
i 173 -1 


be 
已 得 线性 规划 最 优 解 , 且 叉 都 是 整数 , 故 x”= x4 = 2,Y”= xs = 1 即 为 原 线 性 整 
数 规 划 的 最 优 解 ,最 优 值 为 ww = 13. 
此 例 计算 过 程 如 图 2-6 中 点 中 一 加 一 加 一 图 一 回 一 人 吉 @. 
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图 2-6 


加 上 马 后 ,使 点 地 一 点 地 ， 


第 二 个 割 平 面 为 
$3 = -村 + 二 ai + 与 8 =—-4+ Xa+2xs 这 0, 
加 上 它 后 ,使 点 二 一 点 怨 ， 
第 三 个 割 平 面 六 
, 3 3 3 
Sn = 一 才 + +4 = 一 号 + 3x + 33s 3 0， 


加 上 它 后 ,使 点 名 一 点 人 名， 
2.3.3 对偶 整数 兰 平 面 算 法 


在 基本 割 平面 ((2-6) 式 ) 中 , 令 8 = 二 (为 正 整 数 ) ,可 导出 割 平面 条 件 
[到 + 二 |*| C= [y+ py mt- = 4], 


引进 松弛 变量 $ 后 ,可 得 
JE 夸 
显然 , 当 二 是 整数 时 ,S 也 是 整数 , 称 (2-3) 式 为 对 偶 束 数 割 平面 . 
对 偶 整 数 割 平面 法 步骤 如 下 


假设 求 ( 下 ) 时 已 得 到 表达 式 
x = JU 十 之 Xj)s 
j 万 居 


2 线性 整数 规划 基本 解法 + 319 ， 


且 满 足 
LD ys 都 是 整数 ; 
2) yo; Oc 它 R). 
(1) 车 所 有 yw 3 0, 则 算法 终止 ,x = yo 即 为 {P) 的 最 优 解 ;相反 , 设 有 某 wa < 
01 < | < nn), 取 诱导 方程 
w= YD 十 -0 好。 
(2) 着 所 有 yy = (jE RR)， 刘 算法 疼 止 ， (P) 无 可 行 解 ; 相 反 , 求 
min{ yo | wy < 0,7€E RI = yos. 
(3} 联 4 = max|1 Yell D0, EE RI. 
(4) 导出 整数 割 平面 ， 
号 = | 2o| + 之， [ 蔚 | 《一 Xj}, 


x 三 yo + > i — i), 
| 


其 中 高 = 吉成 = 劝 + [各 | wz 5),% = 3 十 = 5 3. 返回 (1 


下 面 用 对 偶 整 炒 割 平面 法 求解 例 2. 对 此 例 只 要 加 上 松弛 变量 后 ,就 可 得 到 满 
足 1) 和 2) 的 表述 式 


三 一 4 一 Xs 
%0 6 4 5 
x 一 了 一 3 一 卫 
次 空 一 3 一 一 十 
x3 -2 -3 -1 
x4 心 一 上 0 

0 0 一 


BR] 
于 yp = -了 < 0, 话 导 方程 为 


Xl = 7 x 20 es) 
取 
min|4,5| 三 | = Fols 
A= maxll-31,1-211 = 3, 


EE NE 
=-3-{- x) - (- xs). 
以 51 蔡 搞 %, 得 表达 式 为 


导出 尖 平 面 
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三 一 | 一 Xs 
Xo -12 4 1 
x 2 一 季 1 
x2 一 辽 - 1 一 3 
所 ? 一 洱 2 
En 3 -1] 1 
Xs 0 0 一 
因 Yn 三 一 2 0 ,诱导 方程 为 
求 N= 
取 mini4,1| = 1 = Ym, 
A= maxll-11,1-31) = 3， 
导出 缸 平 面 
s-[ 习 :[ 到 oo[ 汉 Ca 
=-1-(-3)-(- xs). 
以 5; 替换 xs ,得 表达 式 为 
= 一 和 三 一 
YX0 -13 3 l 
埃 | 1 一 4 1 
x 1 2 一 委 
| 3 一 本 
x 2 一 了 1 


vs 1 1 -1 


因 所 有 yo 人 1 过 过 5, 故 已 得 全 2 的 最 优 解 为 mr = x2? = 1,xy = 5,x4 


2,xs = 1 ,最 优 值 为 ww = 13. 
计算 过 程 如 图 2-7 中 点 由 一 点 中 一 点 民 ， 


2 线性 整数 规划 基本 解法 - 321 ， 


2.4 0-1 规划 的 隐 核 举 法 
例 3 已 知 0-1 规 划 模 型 为 


maxs = 3xl 一 2x2 十 xy 


各, 十， 区 | 才 卫 区 2 一 W34 之 了 (2-9) 
区 | 十 寸 xz2 十 3 宝 本 ， ‘(2.10} 
二 %2 3 (2-11) 
4xz + x 竺 诈 ， ‘2-12) 
xy 3 二 站 或 1 
求解 思路 及 改进 措施 如 下 : 


{1) 先 试探 性 求 一 个 可 行 解 . 易 罩 出 (xi 人) = {1,0,0) 满足 (2-9) ~ 
(2-12) 式 的 约束 条 件 , 故 为 一 个 可 行 解 , 且 * = 3. 

{2) 因为 是 求 最 大 值 , 故 求 最 优 解 时 ,凡是 目标 值 z < 3 的 解 不 必 检 验 是 否 请 
是 约束 条 件 即 可 手 掉 ,因为 它 肯 定 不 是 最 优 艇 ,于 是 可 增加 一 个 约束 条 件 ( 目标 值 
下 界 ) 

3x1 — 2x2 + 353 Dw 3 (2.13) 

该 式 称 为 过 谈 条 件 , 凡 是 与 检验 点 相应 的 目标 函数 值 : < 3, 全 被 滤 掉 , 故 称 隐 
梳 内 法 . 

本 讽 采 用 隐 术 举 法 的 求解 过 程 示 于 表 2-1 中 .从 表 中 看 出 , 因 有 3 个 自 变量 , 故 
有 = 8 种 组 合 ,每 种 组 合 需 计 算 目 标 值 和 4 个 约束 , 按 筋 举 法 需 计 算 5x8 = 和 
次 ,才能 得 出 最 优 甫 . 而 按 隆 术 举 法 ,对 每 种 组 合 腔 一 检查 约 东 , 当 出 现 违反 约 东 时 
立即 停止 ,转向 计算 下 一 个 ,对 本 例 只 计算 16 次 即 可 .其 最 优 解 为 (2T7 ,x2 ,x3 ) = 
(1,0,1),.z” = $8. 


表 2?-1 


是 否 满 足 约束 


组 合 点 ! 1+ 和 2+ ) 


此 时 可 立即 将 这 淤 验 性 
(2-131 改 为 > 5， 


及 可 将 (2- 和 1) 式 疏 为 > 
3. 


其 XK 人 涛 区 


{3) 由 于 对 每 个 组 合 首先 计算 目标 值 以 验证 过 滤 条 件 , 故 应 优先 计算 目标 值 z 
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大 的 组 合 , 这 样 可 提前 抬 高 过 滤 门 槛 ,以 减少 计算 量 .于 是 组 合 变量 xi, xz, ma 在 采 
用 表 2-1 形式 时 ,其 排列 顺 序 应 按 目 标 函 数 中 系数 递增 硕 序 排列 ,如 在 例 3 中 由 sz 
的 表达 式 可 知 *, 的 系数 以 -2 为 最 小 ,x3 的 系数 以 5 为 最 大 , 故 排 为 (x2, 1,x3). 收 
进 后 的 计算 见 表 2-2. 


表 2-2 
组 合 点 (xa， X13 33] 是 否 注 足 约 束 
0 ,D0) x 
(0,0,1) Jv 2-13) 式 改 为 > 5 
(CO,1,0) x 
(0,1,1) ~ 2-13) 式 枚 为 > 8 
(1,0,0) x 
(1,0,1) Ee 
(C1,1.0) x 
(1,1, 4» x 


3 ”线性 混合 整数 规划 解法 


对 于 线性 混合 整数 规划 ,分 支 定 界 法 和 割 平面 法 都 是 适用 的 . 例如, 分支 定 界 
法 只 和 需 对 要 求 取 整 的 变量 进行 分 解 和 实施 其 他 的 原则 . 关于 制 平面 法 也 是 这 样 的 
原则 ,其 步骤 如 下 : 


对 于 线性 混合 整数 规划 (P) , 设 它 的 松弛 线性 规划 为 (PP ), 且 (了 ) 解 的 表达 式 


Er” 二 po + > Yl- 好 
了 EE 攻 
假设 在 Pp} 中 ,要求 取 整数 值 的 变量 为 zx; X72; . 因 此, 若 Fi F200 ,Yo 都 
是 整 教 , 册 x = yo 即 为 (P) 的 最 优 解 ;相反 , 设 有 区 1 < 二 ) ,使 yw 不 是 整数 , 取 


诱导 方程 
x = jg 二 er- Xs 
按 是 天 为 整数 变量 ,将 wtj EE RR) 分 为 两 点 ， 即 
1 = 1 1 为 整 教 变量 ,j EE RI. 
设 J= 1715 不 是 整数 变量 ,六 E 部 | ， 
Ym 三 [ ym] + rm: 
yy = Lyy] + rieEdt, 


为 


以 及 


3 线性 混和 台 整 数 规划 解法 。 323 : 


=IjeElr 人 rhl, 
b= {jlj€E lr > rl, 
= lj€eJ,y 和 0， 
= ljEe J, < oO, 
jn = rh 

= menh, 

方 = wj € 五， 
= ie, 


A 一 rm 万 J2， 
则 {了 ) 的 任何 可 行 解 , 必 使 
Si = 一 和 + 之 (~ bi){- %) 0, (3.1) 
称 (3-1) 式 为 线性 混合 整数 规划 的 制 平面 
相应 割 平面 算法 的 步 台 如 下 : 
(1) 解 (也 ) 若 (与 ) 没有 最 优 解 , 则 终止 ,(P) 也 没有 最 优 解 ; 若 ( 下 ) 有 最 优 
解 ,其 表达 式 为 
= po+ 2 好 ) . 
(2) 车 yw 都 是 整数 ,i = 1,2,…,r, 划 终止 ,x* = yo 即 为 (P) 的 最 优 解 ; 相 反 , 设 
有 某 yp 人 站 不 是 整数 , 取 诱 导 方程 
x = 9 二 之 0v(- EA 
{3) 导出 混合 割 平 面 
Sr =- jh- 之 Ai(- 区 让 
(4) 用 5S7 替换 xs, 得 新 的 表达 式 
x 至 yo 十 >, (DH), 
jE 上 
其 中 ,% 三 wt be §), xs 一 sr ,ys 一 Tye, 一 »- fys0 天 3) 


(5) 车 yo 宇 0 = 1,2,…,n), 返 回 (2); 否 则 ,返回 (1)， 
例 1 求 max xo = - 4x2 — 04 + 如， 


-和 和 + 二 = 7“3， 
xx2y%3， 54 了 有 .5544 取 整 数值 
松弛 问题 的 最 优 解 为 
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一 %2 一 姑 
xn 20 4 10 
x 3 -43 1173 
x4 0 0 -1 
x 3 -53 -1 
xy 0 -1 0 


取 诱 导 方 程 


之 


和 3= 计 一 舍 (- 40) + 时 (4)， 
1 
= 14} ,7 = 12}, "T= :TH 5 3° 


=, 三 141 ,A = ,号 = 121 ， 


1 - 43 1 1 _1 
因此 jz = ,fo = 7321 3 = 3%=1A-1*3 -6: 
混合 割 平面 为 


池 = 一 二-- 宇 (- w) -看 (- az 
4 to 
mr- 2 * _1 | = -6, 
3 站 
得 $ = 2. 用 53 代替 x; 后 ,得 表达 式 
- $3 一 4 
xo 18 6 9 
x 3 -2 4 
LR 0 0 -1 
XE 15/6 -2 1712 
x i122 -32 174 


由 于 yw 宕 0, 且 yw;Yw 均 为 整数 ,所 以 (P) 的 最 优 解 为 sr = 1576,x7 = 12,x3 = 
3 ,x4 二 0, 最 优 值 为 EF = 18. 


3.1 控 格 朗 日 松弛 法 
假设 线性 混合 整数 规划 ,已 被 分 离 成 如 下 形式 : 


(FP) max xo = lx 4 dy, 
5,4. 二 + Apy = #1， 
站 1 十 坊 wF 二 四， 
Ya 和 easy adiy 为 整数 向 量 ， 
其 中 机 1, Al2, 421.4w 都 是 具有 一 定 维 数 的 失 阵 ,对 于 任意 给 定 的 行 向 量 I,( 其 维 
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数 与 入 的 维 数 相同 ) , 定 疼 (P) 的 松弛 问题 如 下 : 


RN,) maxsof DH) = eix + dy HBs Ax - Any) 
= {et + TAn)}x + {d+ HiAn)y - Hb,, 
st ， 全 1] 半 十 起 二 和 |， 
大 宇和 ,0 yy 为 整数 癌 主 . 


称 R(T) 为 (P) 的 一 个 拉 格 朗 日 (Lagrange) 松弛 问题 .假如 松弛 问题 RUT2) 的 最 
优 解 (x”,y“) 还 满足 . 
AAIr + ny = 6b,, 
那么 , 它 必 是 (P) 的 最 优 解 . 
拉 格 朗 日 松弛 法 是 一 种 比较 实用 的 整数 规划 的 近似 算法 , 其 前 提 是 假设 
R(IE) 比 (P) 容易 求解 , 且 都 有 最 优 解 .其 步骤 为 
《1 任 给 一 初始 的 1 于 (例如 零 疝 量 )， 
(2) 求解 R(T) , 设 最 优 解 为 (x* ,y"), 量 优 什 为 xo (2 )， 
(3) 若 tx*",y") 满足 
-| 十 Amy” 一 而 > 
或 
| Anx” + Azy” -Bball se, 
则 步骤 终止 , {x" ,y" ) 即 为 {P) 的 最 优 解 或 近 极 最 优 解 ;相反 , 转 (4). 
(4 以西; + tb -及 nx -A 及 wy ) 代替 原来 的 于 ,返回 (2). 其 中 由 是 一 
个 可 变 的 步 长 ,通常 取 为 
0 Atao CH) —- 2} 


二 | 玉 : 一 间 21 于 “ 一 有 ny | : 
其 中 ”是 问题 (P) 的 最 优 值 的 一 个 下 界 估计 值 , 是 可 变 的 比例 数 ,开始 时 ,可 取 
A = 2, 在 迁 代 过 程 中 ,感到 xi ( 开 ) 下 降 太 慢 时 ,可 逐次 将 4 缩小 广 依 . 
例 2 选 址 问题 
设 有 个 城市 [1,2,… ,nl ,每 日 需要 某 种 物资 ,计划 要 在 其 中 的 m 个 城市 中 
建造 mm 座 生 产 这 种 物资 的 工厂 ,假设 各 工厂 的 规模 不 限 . 设 cy 表示 若 在 城市 i 建 
三, 而 城市 j 完全 由 城市 i 负责 供应 时 的 总 运费 .定义 0-1 变量 x 及 六 如下: 
。 - 人 藻 在 城市 建 厂 
” ”Lo0， 着 不 在 城市 i 建 三 . 
1 全 城市 ;由 城市 i 供应 ; 
” 10， 城市 i 由 城市 } 供 应， 
则 问题 可 写成 如 下 形式 : 


min》) > czxi( 总 运费 最 省 ) ， 


马上 上。 > 三 1 ,7 三 | 只， 
rl 
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取 拉 格 妆 日 松弛 问题 为 求 
min{ 疡 人 op 十 名 妆 Br 一 2 1} 
.4. Ds 二 ms 


有 过 人 三 1,2," ,nn, 
Nis NE = ,1. 


易 见 ,松弛 问题 的 最 优 解 必须 满足 关系 


《了 7 
Ki 当 6o + Hi < O08; 
»=o 当 c+ HH; > ON; 
Tt 或 0, 当 6 + = 0 时 . 
设 
cy = minl cy + 也 ,0| 
必 ; 芋 之 es 
则 松弛 问题 可 以 等 价 地 写成 如 下 简单 形式 : 
min 2 cri 
3.¢, Dn = ma = 0,|., 


不 妨 设 cl 二 ce 二 所 @， 则 上 述 问题 的 最 优 解 为 
人 = 0D, 
再 由 关系 (ID) ,确定 松弛 问题 的 最 优 解 (x? ,xy 》， 
假如 ,这 时 的 (x? ,xy ) 已 满足 
Drd = 1, j= 1,2,,n, 
则 已 求 得 选 址 问题 的 最 优 解 .相反 ,用 
TH;+ D3 一 
代替 原来 的 二 的 其 中 
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一 一 一 
{27 - 1) 


0 < 4 < 2,。 为 某 个 透 址 方案 的 目标 函数 值 
3.2 充 叉 分 解 算 法 


交叉 分 解 算 法 是 将 分 解 算法 和 拉 格 朗 目 松弛 法 相 结 全 的 一 种 方法 , 它 也 是 一 
种 比较 实用 的 近似 算法 . 
(P) :关于 混合 整数 规划 
maxxn = 《TY + dy, 
s.t， 骨 1 着 十 坊 |2¥ = bl, 
六 + pF = 由 
T= ,7 为 整数 向 量 ， 
上 从 分 解 算法 中 ,对 应 于 给 定 的 整数 向 量 y,e > y > 0 定义 子规 划 
T 


六 6 A 
“0 ty) = max| crx + dy (4 = 的 (4 )».x >0) 
= min {HD + Hb — (HA + IH}y + 
dy | HAunt+ HA > et, 

由 拉 格 朗 日 松弛 法 ,对 应 于 霖 子 五 ; ,可 以 定义 拉 格 朗 日 松弛 问题 R(T,); 

xot ll) = maaxileTr + dy - Tatty- Aux Amr) | ALTF+ 

4izy = B00 二 守 人 为 整数 向 量 |. 
对 上 述 的 任何 子规 划 和 松弛 问题 , 必 有 关系 
xol HE2) 之 如 [7)》， 

当 等 式 成 立时 ,子规 划 的 最 优 解 便 是 原 问 题 {P) 的 最 优 解 . 

交叉 算法 的 基本 思想 ,是 在 分 解 算 法 中 ,用 求解 拉 格 半日 松弛 问题 来 代替 求解 
松弛 问题 ,为 子 问题 修正 参数 ,或 者 说 ,在 拉 格 妆 日 松弛 算法 中 ,用 求解 子规 划 来 
修正 乘 子 后:， 

下 面 报 设 对 偶 子 规划 的 可 行 域 

{HA + HA = ol 
和 拉 格 朗 日 松弛 问题 的 可 行 域 
14nrY+ 上 Ap 为 整数 向 量 |， 

都 非 空 有 界 . 

交叉 分 解 算法 的 步 最为; 

(1) 任 取 一 整数 向 量 y,e > 7 二 0, 用 单纯 形 法 解 子规 划 xoly), 设 求 得 (对 个 ) 
的 最 优 解 为 H' = (i, 了 i). 司 9 = HN,R= ,i=1. 

(2) 求解 拉 格 朗 日 松弛 问题 RCIE) , 记 其 最 优 解 为 (x ,y“). 
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(3) 求解 子规 划 xo(y ), 设 其 (对 偶 ) 最 优 解 为 HH" = (Hi ,2 )， 

(4) 若 了 = TE, 则 终 自 ,子规 划 xo(y*) 的 最 优 艇 也 是 诛 问 题 (P) 的 最 优 解 ; 
相反 , 转 (5) 

(5) 下 述 情 形 任 选 其 一 : 

te 置 于 和 = OU 1 0 ,1+ 1 一 返回 (2); 

> 转 {6). 

(6) 求解 松弛 主 规划 
PQ,R) 

x0( OO, RY = maxxp， 
stid ly + Hib + Hob — (HiAn + HAn)F > No, 
(对 所 有 的 I 0) 
0<y 二 6， 了 是 整数 向 量 ， 

设 其 最 优 解 为 y”. 

(7) 解 子规 划 xoty ”) , 设 其 {对偶 ) 最 优 解 为 ”= ( 开 ,> ). 

(8) 车 xoly*》= zf, 品 ), 则 终止 ,于 规划 xoly") 的 坪 优 解 便 是 藉 问 题 (P) 
的 最 优 解 .相反 , 置 王 = ?QU 1 一 0,i+ 1 一 1, 返回 (2). 

例 3 用 交叉 算法 求解 选 址 问题 ; 


min D>) Dy ops, 


i=l j=1 


名 .上 Dx, 于 1 ， 1= 1,2,.""*,n, 
下 四 


mn 
D> 三 刷 ， 


| 
5 一 了 过 总， 4 三 1 了， 
Tis NF 二 0 或 1， ij = 1,2,*,n. 
取 拉 格 朗 日 松弛 问题 RC 于) 为 


min{ >, > cps + 2 lp ~ 之 马 】 
i=l 1}= i=1 j= wm 
= min{ > 72 + Hi)wy - bh}, 
一 和 j=L :ml 
总 Sw = i， 
sl 


好 一 区 执 人 ， 
r= 或 1， i = 1 2， 此， 
将 此 问题 分 解 : 
取 交 叉 算 法 中 的 整数 向 量 y 为 0,1 向 量 ,x” = (x1,x2,…,%n) ,使 得 


> x; = m， 


= 上 
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对 给 定 的 x, 子 规划 为 
人》 一 min 之 /之 ,cy 


3.1. 3 = 1 dt 
对 侦 子 规划 为 


max{ 2 ~ > ve}. 


st -We b= 1,2..",n, 
W: = 0, if = 1,2,"*,n. 

当 x* 是 0,1 向 量 时 ,子规 划 的 最 优 解 能 使 所 有 的 三 取 0 或 1, 因 要 如 
x = X="*= n= 1, 
nt 9, 

设 ca8 = ,min co， * = 1,2,…,n, 则 子规 划 的 最 优 解 为 
1， 当 = 届时 ; 

Xi 二 |。 当 ; < ， 时 《ii = 1 .2 my) 
+t |] + 
对 个 子规 划 的 最 优 解 为 
王 = c+ 了 三 1,2,."**,n, 
WW 三 0, t= 1 ,2 +, nm, f = 1,2 ,ns 
Wy = mariOcg -全 | f= m+tlm+t+2 nn, j= 1,2,.,n. 


(1) 任 取 某 0-1, 向 量 rz”= (二 ,2 使 之 ix = mm. 


(2) 解 子规 划 xfz* ). 

设 子规 划 的 最 优 解 为 (x; ) ,而 对 偶 子规 划 的 最 优 解 为 (I; ,多 ). 

(3) 求解 拉 格 朗 日 松弛 问题 R( 五 ) , 设 其 最 优 解 为 (xy ,rz ). 

(4) 若 却 = x ,i = 12,…5m, 则 终止 ,(>y ,zy ) 便 是 选 址 问题 的 最 优 解 . 相 
反 ,用 x》 代 痊 x? ,i = 1,2,…,n, 返 回 (2). 


4 背包 问题 的 解法 


背包 问题 是 一 个 形式 上 最 简单 的 0-1 规划 问题 ,然而 也 是 最 基本 的 整数 规划 
问题 .从 理论 上 说 ,任何 线性 整数 规划 问题 都 可 以 化 简 成 背包 问题 . 
例如 , 若 在 整数 规划 的 变量 中 ,有 某 个 整数 变量 x ,满足 0 < ;2*, 则 可 通过 
变换 
好 二 4 十 2 + 十字 十 0， 
yo 和 取 0 或 1， 
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化 为 和-1 变 量 形式 .而 基于 约束 条 件 
HX 十 dn = 
aX 十 Gna + + dn = 由 
类 = 人 或 1， 了 = 12 
其 中 oy, 4 均 为 整数 . 设 


Dlavyl+tltl= i, 


则 昂 证 :约束 方程 组 解 集 和 下 述 方程 的 解 集 完全 相同 ， 
( 之 ,ol 一 bh) + Al( aap 一 5,) = ， 


和 = 站 或 1 ， j= 1 ,2 ,nn 
其 中 是 大 于 4 的 整数 .通过 不 断 的 两 两 合并 就 可 将 一 般 的 线性 整数 问题 化 为 月 
包 问 题 ， 


4.1 动态 规划 解法 
背包 问题 


maxt 2 Ws | Ziv < 上 ,56 取 0 或 1}, 
可 归纳 定义 为 如 下 子 问题 ， 
FY) = max{ > We | rp a y, 入 取 0 或 1}. 

其 中 Dniy 100 

Ry) = 0,Y < 人 0 时 ; 

Footy¥) = 0, 对 任何 整数 y. 
容易 验证 ; 

1) 当 FF 引 时 ,所 0y) 三 Flr), 

2) 当 y > WW 时 ,所 (YY) = max| 7) (7 -人 + 凤 |, 其 中 上 = 2,3,…， 
ni = 1 2 显然 ,所 (0 便 是 背包 问题 的 解 . 

例 1 设 背 包 问 题 的 数据 如 下 : 

WW = 用 = 3, Wi = 6, WW = 5, Ws = 6, 

V1 = 0, = 3 = 7 = 5, = 13. 

首先 , 易 见 

Pify) = 0, 当 YY = 1,2… ,5 时 (xz = O00); 

Fy) = 5, 当 y = 67,…，,13 时 (xi = 1). 

Fly) = 0,3r = 1,2 时 (wi = x2 = 0): 

Fy) = 3,y =3 了 34, 了 时 (xi = 0,x2 = 1). 
然后 ,根据 公式 
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Fy) = max| FeOCF), Feity — ti) + wl, 


可 相继 计算 出 
Fy) = 5, = 867,8 时 (xl = 1xz = 0; 
Jof7y) = 8 当 y=910…, 雪 时 (xl = or = 1). 
根据 只 4y) 的 值 ,就 可 递 推 地 算出 品 (7y) 等 .整个 过 程 如 表 4-1 所 示 ， 
表 4-1 


后 生生 


”= 0, Ea = 上， x = 00， | = 1， 革 = 1. 
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4.2 “最 短路 方法 


考 虚 如 下 的 一 般 背 包 问 题 : 


min{ > | > = = b ,xi 宕 0 为 整数 }， 

其 中 心 关 0a 和 8 都 是 正 整 数 ,7/ = 1,2,…,n. 不 妨 设 所 有 的 & 各 不 相同 (因为 假 
如 a = 忆 , 且 c 亏 4; 若 问题 有 解 ， 则 必 有 使 zx = 站 的 最 优 敌 , 故 可 删 去 x). 

作 一 个 有 向 图 =《 YE 为 图 的 点 集 , 下 为 图 的 弧 集 ,FF = 10,1,2,… ,8|， 
而 

= 0 < i 省, 岂 ,1i 为 整数 , 且 使 (i - 内 ) 等 于 某 个 aj， 
着 (h,) 所 玉 ,a = [一 衣 , 则 定义 弧 ( 玉 ,让 的 长 度 为 6. 

根据 上 述 定义 , 易 见 求 背 包 问 题 的 最 优 解 等 价 于 求 图 上 中 点 0 到 点 § 的 定向 
最 短路 ， 


4.3 近似 算法 


考虑 背包 问题 


(KP) ma 2 Don < am， 为 = 0 或 1}， 
其 中 所 有 系数 Gd 都 是 正 整 数 . 

(KP) 的 线性 规划 松弛 问题 

(LKP) 为 


mo { py | Po < oo0 < 号 二 Dj 
设 变量 已 经 过 适当 的 排列 ， 使 得 
忆 、 笃 、,，、 如 
在 ] dy {hn 
则 容易 证 明 , (LKP) 的 最 优 解 必 可 取 为 如 下 的 形式 : 
[3 
T= 
称 r 为 问题 (KP) 的 界 标 . 
对 (KP) 的 最 优 和 解 x ,定义 
7 = minfjlx =01l1sjen!, 
j*" = mljlx? = 1 二 二 ni， 
n= minlr ,| 
户 三 maXj ,| ， 
= Tih + l,j}, 
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称 BE 为 (KP) 的 一 个 核 ,通常 有 六 = 产 , 产 = 请 , 香 风 ,= 《1,1,0,…,0). 想 如 
(KP) 的 最 优 解 不 唯一 , 设 x” 蚌 使 (js - 六) 最 小 的 最 优 解 , 称 ( -= 站) 为 问题 (KP) 
的 核 长 .显然 ,r E€ 5， 
称 子 问题 


maxt 之 | Zp < < ao - 人 > = 0 或 1} 
为 (KP) 的 核心 问题 ， 记 作 (CKPJ- 

显然 ,求解 (KP) 和 求解 CGKP) 等 价 . 

巴 拉 斯 (Balas} 和 泽 梅 尔 (Zemel) 作 过 统计 试验 ,随机 本 成 100 个 合 有 10 000 个 
变量 的 背包 问题 ,发现 除 少数 问题 外 , 核 长 都 不 超过 5, 关 且 发 现 , 只 要 当 变 量 的 
数目 足够 大, 核 长 的 平均 值 与 变量 的 数目 无 甘 . 后 来 , 巴 拉 斯 和 泽 梅 尔 从 概率 角度 
证 明了 以 上 事实 ,并 由 此 提出 了 一 个 解 大 规模 背包 问题 的 近似 算法 . 它 的 基本 解法 
如 下 : 

{1) 排列 变量 , 印 满足 


全 > 全 > 
(2) 解 (LKP) ,确定 界 标 r, 设 (LKP) 的 解 为 x， 
(3) 选取 一 个 适当 大 小 的 正 整 数 (例如 联 5 = 12). 


(4) 定义 
T= rAd， 
= lr- dr-8+1,,r—1!, 
= Ir+lr+2,.,r+ |. 
(5) 定义 


= mardi 4 二 mna. 


(6) 对 i 亡 上 ,定义 


人 Ge， 当 m + ox, < a 时 ; 
Yi) 当 + > 4 时 . 
is 当 mwi 2 a 时 ; 

we 当 w < a 时 . 


(7) 求解 (KP) 的 计算 程序 ; 
1* 置 : 三 了 一 日 , 则 有 
» {> 当 】 FF r 时 ; 
i 心 ， 当 = 了 时. 
2 若 i = /, 则 终止 ,此 时 的 x* 恒 是 所 求 的 (近似 最 优 ) 解 .车 r > 记 则 转 了 ， 
3j 置 yY” 如 下 |; 


:334 ， 第 9 篇 整数 规划 


0， 当 j = 上 时 ; 
1， 当 j = 上 时 ; 

x7 = 10， 当 j = 7 而 a+ ax 4 时 ; 
二 当 j = r, 而 a+ ax > a 时 ; 
和 当 j zr ,ki 时 . 


车 之 jcx) > 这 cx} ; 则 用 x* 替换 x*' ,i+ 1 一 i, 返回 > 
j=1 j=1 


若 之 ,6 好 < Zpj ;5 则 2+1 一 i 转 、 


可 以 证 明 , 上 述 程序 能 求 得 (KP) 的 最 优 解 的 概率 , 当 变 量 数目 趋 于 无 穷 时 , 概 
率 趋 向 于 1 ， 


s ”指派 问题 解法 一 一 匈牙利 法 


指派 问题 的 模型 为 


minz = 之 /之 ,om 


ial jel 


且 
3.¢. > pg 三 1, E 一 ] ,2 

j=1 

EL 


Dy = 1 j= 1,2.,n, 
xy = 0 或 1 
它 是 一 种 特殊 的 0-1 规划 , 它 的 一 种 简便 的 解法 是 由 名 牙 利 数学 家 儿 ， 考 尼 榨 (D. 
Kening) 提出 并 证 明了 该 方法 中 的 主要 定理 的 , 故 称 匈牙利 法 ， 
匈牙利 法 的 主要 思路 和 步骤 如 下 (此 法 把 由 (er) 所 构成 的 窍 阵 称 为 费用 乱 
阵 ) 


(1) 在 费用 卸 阵 中 , 任 一 行 ( 列 ) 碱 去 或 加 上 一 个 常数 ,其 最 优 解 集 趟 变 , 只 政 
变量 优 值 . 
(2) 用 上 述 方法 恋 搞 ,使 费用 惠 阵 每 行 、. 每 列 都 至 少 出 现 一 个 0, 当 能 达到 完全 
分 配 时 ,可 令 革 些 零 元 案 所 对 应 的 变量 x = 1 当然 ,分 配 时 必须 使 每 行 .每 列 有 且 
公有 一 个 元 素 x; 为 1). 于 是 可 获得 峰 改 后 的 费用 函数 值 汶 0, 这 必 是 此 次 的 最 优 分 
本 ,否则 只 会 使 > = 0. 
例 1 。 设 指派 问题 中 的 费用 矩阵 { cy ) 为 
2 I0 9 7 
15 4 14 8 
(0) = Ek 14 16 11|’ 
4 15 13 9 
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(1) 矩阵 (ce;) 每 行 (每 列 ) 都 碱 去 该 行 ( 列 ) 的 最 小 元 素 以 后 ,每 行 ( 列 ) 至 少 出 


现 一 个 0. 
2 10 9 3 
I5 4 14 8 1 ~ 4 行 
13 1416 11 | 分 列 耻 2,4,11,4 


4 1 13 9 


3 了 列 减 和 


0 11 4 5 

(2) 试图 制订 一 个 完全 分 配方 案 ,该 方案 只 与 表 中 零 抑 素 相 对 应 . 从 第 一 行 开 
始 , 合 次 检查 各 行 ,直到 找 出 只 有 一 个 末 标 记 的 零 元 素 的 - -行为 止 . 如 果 在 零 元 素 
上 有 符号 入 或 x , 则 称 零 元 索 已 标记 ,符号 入 表示 相应 的 变量 * 取 1. 对 未 做 标记 
的 零 元 素 标 和 后 ,应 对 同一 列 的 其 他 零 元 素 画 x .重复 这 ，- 过 程 ,直到 每 一 行 中 没 
有 尚未 标记 的 零 元 素 或 至 少 有 2 个 以 上 的 有 堆 元 素 .本 俩 中 ,因为 第 一 行 只 有 一 个 夫 
元 宗 , 故 标记 符号 人 ,并 对 第 4 行 第 1 列 的 淮 元 素 画 x; 在 第 2 行 第 2 列 标 人 ;第 3 行 
有 2 个 未 标记 的 零 元 素 ,第 4 行 没有 未 标记 的 零 元 素 .至 此 ,结果 为 


从 8 2 5 
1 人 心 5 4|. 


2 3 00 
法 11 4 5 


更 在, 焦 次 检查 每 列 , 结 每 列 只 合 一 个 未 标记 的 零 元 素 标 全 ,对 同一 行 的 其 他 
零 元 素 画 x (如 果 有 的 话 ). 重复 上 述 过 程 ,直到 每 列 中 没有 尚未 标记 的 堆 元 素 或 至 
少 有 2 个 堆 元 察 . 本 俩 中 ,第 3 列 只 有 一 个 零 元 素 , 所 以 标 上 上 会 ,对 第 4 列 第 3 行 的 
零 元 素 画 x ,可 得 
心 8 2 5 


1 四 5 4| 
2 3 办 六 


如 11 4 5 
如 果 有 于 行 密 列 局 时 有 2 个 或 2 个 以 上 的 未 标记 的 等 元 素 , 则 可 将 其 中 的 尾 意 
行 或 列 中 前 一 个 未 标记 的 父 元 素 标 入 ,并 将 同行 和 同 列 的 其 他 零 元 素 画 .重复 上 
述 步 骤 , 直 至 所 有 零 元 床 全 部 标 完 为 下. 
本 人 讽 不 可 能 制定 出 只 合 零 元 素 的 完全 分 配方 案 ,于 是 按 下 列 步 又 画 出 最 少数 
目的 水 平 线 和 重 直 线 , 以 穿 过 所 有 零 元 隶 . 
it” 检查 尚未 标记 全 的 行 , 并 记 上 ,得 
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全 8 725 
ll 让 了 4 
2 3 和 研 沁 


意 11 4 5 


> 在 已 打 的 行 中 对 有 零 元 素 的 列 打 . 
3 对 在 已 打 i 的 列 中 对 有 标记 全 的 行 打 ,其 结果 为 


人 在 8 2 5s1™ 
1 仿 54| 
2 3 从 反 


1 4 5 ww 
v 
下 重复 ,了 直至 不 能 再 打 和 为止 . 


? 对 未 打 的 行 和 已 打 v 的 列 画 线 , 即 得 满足 要 求 的 者 盖 所 有 零 元 紊 且 数 
目 最 少 的 水 平 线 和 垂直 线 . 本 例 结 果 为 


8 2 5 
1 
了 全 二 
| 
于 -从 
并 11 4 54Y 
ww 


在 所 有 没有 线 通 过 的 元 素 中 找 出 最 小 元 素 , 如 本 例 中 的 2. 在 未 画 线 的 行 (如 
本 例 第 1,4 行 ) 中 每 个 元 素 均 减 去 最 小 元 素 , 得 
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如 此 反 自 进行 ,直至 能 做 出 完全 分 配 为 止 .本 例 至 此 已 能 做 出 完全 分 配 ， 
扩 6 从 3 


13 从 5 14 
4 3 次 


仿 ， 2 3 


本 例 的 最 优 解 为 xz = xpp = za = 如 = 1, 其 作为 0, 最 优 什 即 为 整个 过 程 中 
所 减 数 之 和 减 所 加 数 之 和 , 即 z =2+4+11+4+5+2+2-2= 如 ,也 可 由 a + 
二 三 28 得 到 . 


6 ”集合 黎 盖 问题 解法 


设 / = 11,2,…, ml 是 一 有 限 个 元 素 的 集合 . 设 下 = | 辣 , 严 , 呈 | 其 中 辐 
是 了 的 子 集 . 称 下 是 7 上 的 一 子 集 往 . 记 J = 11,2,…,nl .J 的 一 个 子 集 J" , 若 满足 
UE 三 f， 
JE 
则 称 J" 是 了 的 一 个 覆盖 . 若 7” 满足 
FN FR:=@, jx kJ,kE 1", 
则 称 J* 是 下 的 一 个 无 关于 角 . 若 J” 满 足 
FN R=@, jk,JKEJ". 
且 UE 三 1， 
JE 了 
则 称 J" 是 了 的 一 个 分 解 . 
定义 ”0,1 和 矩阵 4 = [ay] 为 
人 当 元 素 i 请 时 ; 
”Lo， 当 元 素 i EE 忆 时 ， 
则 称 4 为 子 集 艇 严 的 关联 矩阵 . 设 属 是 所 的 价格 .定义 (J” 三 邦 的 价格 为 
写 6; 则 有 如 下 三 个 最 基本 的 0-1 规划 问题 ; 


Er 
”1 最 优 天 盖 问 题 
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2 最 优 分 解 问题 
Iminxn = 之 ;oz 


Da -1 2 
j=1 
条 二 心 或 二 

3 最 优 无 关于 艇 问题 


Max Xo = 7 
j= 


9.4, Do < l, = 11,2 ,1 
Xi = 0 或 1. 

很 多 实际 问题 可 以 归结 为 上 述 问题 . 例如 ,人 设 了 = 1 ,2,…,ml 表示 某 天 运输 
性 务 的 集合 ;下 (CT) 表示 任务 的 某 种 搭配 方式 , 它 组 合成 -- 个 合理 的 循环 运输 团 
线 , 而 FF 表示 所 有 合理 的 措 配 方式 的 集合 ; 设 = 是 循环 运输 路 线 牛 上空 驶 的 总 里 
程 , 则 此 运输 性 务 前 分 配 问 题 就 可 归结 为 最 忧 分 解 问题 . 令 如 , 设 [是 材料 的 集合 ， 
了 是 商品 的 种 类 , 拨 表 示 制 作 商 品 j 时 所 必需 的 材料 子 集合 {假设 一 种 材料 只 能 用 
在 一 种 商品 上 ,不 能 分 开 使 用 ),¢ 表示 商品 j 的 价格 , 则 此 生产 计划 问题 可 以 归结 
次 无 关于 艇 问题 . 

分 解 问题 

minleTx | Ax = 1,x 是 0,1 疝 量 |， 
当 6 > 0 时 ,可 以 化 成 如 下 等 价 的 答 盖 问题 : 


min Dle, 十 Lt xj, 
j=l 


其 中 5 = yo, i Dor! 


因此 ， 牛 面 只 讨论 得 盖 问题 的 解法 . 
1. 问题 化 简 
对 要 苹 问 是 P) ,有 
miniecrxy | Ar = 1,x 是 0,1 问 量 |， 

若 e >0, 那 么 常常 可 能 根据 以 于 的 规则 , 预先 靖 定 某 些 % 的 值 ,或 者 去 掉 某 些 多 余 
的 约束 条 集 . 

# 化 简 规则 1 车 4 的 某 一 行 & 是 一 个 单位 向 量 , 即 a = 1 四 = 玉生 
上 , 则 x 避 须 取 1. 由 于 x = 1, 则 在 下 的 第 列 中 , 几 是 元 素 为 1 的 行 ,条 件 都 已 得 
到 满足 ,因此 ,可 将 这 些 行 和 第 直列 去 看， 
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2 化 简 规则 2 若 4 中 的 行 w 和 4,, 使 得 w > @ ,出 第 ;个 条 件 可 以 去 掉 , 因 
为 它 是 第 个 条 件 的 自然 结果 . 
3 化 简 规 则 3 车 有 各 的 某 列 指标 集 S, 以 及 某 一 列 指标 丰 E 5, 使 得 
人 > 有 由 


则 显 后 第 直列 可 以 去 掉 , 即 % 可 取 为 0. 
2. 基 本 虱 蔡 
对 4 的 任 一 列 指 标 子 集合 ,定义 并 联 向 量 妈 门 = zsz ) 如下: 
2 {2 jee: 
oo 0, j 它 J， 
车 机 鲍 ( 7) 是 覆盖 问题 的 一 个 可 行 解 , 则 称 为 一 个 覆盖 .假如 在 覆盖 中 ,有 一 个 
指标 j* ,使 了 1 ”1 仍 是 一 个 覆 羔 , 即 


wo 
JE 

则 称 普 是 过 剩 指标 ,一 个 不 含 过 和 抹 指标 的 覆盖 , 称 为 基本 覆盖 , 否则 称 为 过 鳃 覆 

六 .覆盖 J 中 的 一 个 指标 7 , 它 不 是 过 剩 的 充 要 条 件 为 


HF) = lil -y= 0 天 2， 
因为 假定 e > 0， 故 禾 盖 问题 的 最 优 解 必 对 应 于 一 个 基本 于 盖 ， 
记 和 覆盖 问题 为 {(P) , 记 它 的 线性 规划 松弛 同 题 为 (了 ) .对 (了 ) 的 任何 一 可 行 解 
x ,定义 向 量 x* 如 下 : 
w= minfl, x j= 1,2,,n 


由 于 4 是 0,1 和 天 阵 , * 也 是 (了 ) 的 可 行 解 . 设 x * 是 ( 广 ) 的 一 个 基本 最 优 解 , 因 
e > 0, 故 必 有 


Os 4 al, j= 1,2,,n 
定义 向 量 x “ 如 下 : 


六 = x ”] ， j= 1,2,°",n 
显然 " 是 再 盖 问 题 (p) 的 一 一 
记 = 本 | Eh = 1|， 
则 7 忌 _ 个 页 盖 , 但 不 _ 定 是 基本 天 兰 从 了 * 中 乏 个 地 减 去 过 剩 指标 后 , 必 可 得 
到 一 个 基本 歼 盖 J" . 当 热 ,用 不 同方 式 减 过 剩 指 标 ,可 能 获得 不 同 的 基本 覆盖 . 
关于 基本 覆盖 的 重要 性 质 ， 


ie 若是 一 个 基本 覆盖 , 则 X(J) 是 (了 ) 的 一 个 基本 可 行 解 ,经 过 行 和 列 的 通 
当 排 列 后 , 答 阵 4 和 向 量 e 必 可 表示 成 如 下 的 形式 ， 
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了 中 的 列 以 外 的 列 


6 ”1 一 区 六 4 
4=[4 4] 
其 中 开 是 单位 给 阵 . 
记 
#12 = [pisp2s pw], ew = 【ee 
则 有 
2 车 满 足 条 件 


站 有 一 0 之 中， 了 三 1,2, ,NN, 


则 (由) 是 (了) 的 基本 最 优 解 ,因此 了 是 {P) 的 一 个 最 优 覆 盖 ， 
3. 材 丈 问 是 的 俐 平 面 算 法 
对 基本 覆盖 了 , 若 不 满足 性 质 2 ,周记 
oO= 有 ce >0lsie Nl, 
这 时 ,车 有 另 一 个 基本 覆 六 J" ,使 得 er XC7*) < co , 则 (7) = (x7 x) 
必 清 足 y; > 1. 称 条 件 


>! 
为 关于 基本 覆盖 7 的 一 个 割 平面 
等 法 程序 ， 
(1) 若 4 中 有 一 行 全 为 0, 则 终止 ,问题 无 可 行 解 ;相反 , 任 给 一 覆盖 ,作为 初始 
的 记录 1/, 置 x = cx)， 
(2) 利用 化 简 规 则 1,2,3, 尽 可 能 地 化 简 问 题 (P) 和 矩阵 4 ,假如 化 简 后 已 能 完 
全 确定 (P) 的 最 优 解 , 则 终止 3 否则, 转 (3)。 


(3) 求 松弛 问题 ( 站 的 基本 最 优 解 x “ ,并 通过 *“ 求 得 一 个 基本 禾 普 * . 转 
(4). 
(4 车 eTKCI*) < x0, 则 改进 记录 解 ,将 1" 一 Je X(T") 一 x0 , 转 (5). 


(5) 将 4 和 排列 成 如 下 形式 : 
了 的 列 ”以 外 的 列 
eT = [er Cm }， 


4 = [ i 
41 Apn 

A = [pi1, Pp2,*"* + Py" ]， 

Cw” = ter Ey 1 }， 


转 (6). 
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(6) 车 满足 

eID 一 coi 志和 7 了 = 全 2 
则 姥 止 ,当时 的 记录 解 X( 由 便 是 (P) 的 最 优 艇 ;相反 , 轿 

= {ep-e >0lleje Wl, 
转 (7). 
(7) 增加 割 平面 条 件 

2 1. 

儿 问 题 
mini crx 1 dy， 谊 尺 这 1,x* 为 0,1 向 量 | 


JE 
代 普 原来 的 问题 (P) ,返回 (2). 


7 非 线 性 整数 规划 


对 于 非 线 性 整数 规划 ,目前 尚 无 一 种 成 熟 而 准 斑 的 求解 方法 .已 有 的 方法 ,或 
是 将 线性 整数 规划 的 一 些 思路 套用 过 来 ,或 是 针对 一 些 特殊 形式 的 非 线性 整数 规 
划 , 因 此 都 有 很 大 的 局 限 性 .近来 ,一 些 将 遗传 算法 应 用 于 非 线 性 整 煞 规划 的 工作 ， 
取得 了 很 好 的 效果 . 


7.1 ”字典 序 羽 举 法 


在 第 4 章 中 已 叙述 过 任 一 衣 界 整 变量 都 能 改 用 0-1 变量 来 描述 ,而 任 一 定义 在 
0,1 向 量 集合 上 的 函数 g(x*), 均 能 分 解 为 两 个 关于 每 个 变 基 x; 单调 非 增 函 数 之 差 ， 
因 任 一 0,1 向量 *, 由 方程 
Jls1}a- 7 =1 


JET 和 上 了 
SX) = DT la - x) 


而 对 于 任 一 目标 画 数 max zx) 车 z(x) 不 是 对 每 个 变 直 如 单调 非 增 , 则 可 修改 
成 :加 一 约束 - x0 -2 如 ) 过 0 和 求 maxf - xo). 
综 上 所 述 , 任 一 有 界 整 变量 的 整数 规划 都 能 化 为 形式 : 


max st xX), 
(P) st. 人) B(x) SO, = 12,,m, 
x 为 n,0,1 维 向 量 ， 


其 中 z(), gi 《x*) ,gi,(x) 均 是 关于 每 个 变量 (i = 1,2,…,n) 单调 非 增 的 . 
针对 上 述 形 式 就 可 运用 以 下 的 字典 序 校 举 法 : 
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{1 车 x = (0,0,…,0) 是 {P) 的 可 行 解 , 则 它 即 为 最 优 解 ;否则 , 设 z = - ww,x 
= (000,1), 转 (2)， 

(2) 车 ztx) sz, 转 (5), 其 他 则 转 (3). 

(3) 车 x 是 (P) 的 可 行 解 , 设 z = ztx), 转 (5); 否 则 转 (4). 

‘4) 车 存在 x* 和 i 本 Bi tx -1)-— Bi (Xx) > 0, 转 (5). 其 他 ,车 * = {1,1,., 
i) 转 ( 全 ;否则 , 令 x = +1, 返 回 (2). 

(5) 设 于 二 时 ;返回 2). 

(6) 终止 . 若 z = - = , 则 (P) 无 解 ,其 他 ,产生 z 的 解 ,有 凤 为 {(P) 的 最 优 解 ,其 中 
x*"”- 1 和 x + 1 表示 二 元 向 量 所 相应 的 二 进 制 数 减 1 或 加 1. 


7.2 拟 布 尔 规划 
把 二 元 # 维 向 量 的 简单 实质 抄 数 称 为 所 布尔 函数 ,任何 拟 布 尔 函 数 能 表示 为 


多 项 式 
Hx) = 之 oaT [只 
其 中 三 = 0 或 上 


现 考虑 无 约束 拟 布尔 国 数 极 大 和 值 问题 
max A(x), 
把 太 x) 再 改写 为 
FX) = wg Ns a) + A 
由 此 形式 易 见 六 x) 的 最 优 解 中 的 分 量 x? 必 满 足 
本 ， 人 车 g(a 0 
1 (2, x3, 加 和) 一 必 ， 车 (wz NW < 全 ， 
于 是 ,再 把 x (xo, xy，…，, xs) 表示 为 用 满足 
加 [人 闻 人 0 
的 变量 *,xa……mm 的 每 种 组 全 校 举 的 多 项 式 , 而 从 天?) 的 去 达 式 中 请 去 变量 xi 
继续 这 个 过 程 , 到 第 = 步 时 就 使 F(x) 的 表达 式 中 剩 下 一 个 变 莉 , 而 用 视察 法 就 得 
再 优 x* ,再 说 推 而 得 ** 1, 直 至 x ”为 下 


7.3 ”蒙特 卡 罗 法 (随机 取样 法 ) 


整数 规划 由 于 限制 变量 为 整数 而 增加 了 难度 .然而 又 由 十 整数 解 是 有 限 个 ,于 
是 为 核 举 法 提供 了 方便 . 当然 ,在 自 变量 维 数 很 大 和 取 值 范围 很 宽 的 情况 下 ,试图 
用 显 枝 举 法 ( 即 穷 举 法 ) 计算 出 最 优 值 是 不 现实 的 ,但 是 应 用 概率 理论 可 以 证 明 ， 
应 用 车 特 卡 罗 法 经 过 一 定 的 计算 ,完全 可 以 得 出 一 个 满意 解 . 

例 1 设 非 线 性 整数 规划 


max 2 = Xt 好 +3 杂 十 4 二 20 一 汪 Y 一 281 一 3371 一 和 4 一 2455， 


A YOUR: 
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岛 ,让 ， 4#1 二 42+%3 二 刘 十 05 后 0， 

省 | 十 了 和 7 十 了 W3 + Xa + x5 EE MNO, 

2x1 + m+ x3 200, 

x + Ta+ 3%s E200, 

Oar i= 2 
对 此 题 , 目 前 尚 无 有 效 方法 求 出 准确 解 .如果 用 显 术 举 法 试 榨 , 共 需 计 算 (100)” = 
100 个 点 ,其 计算 量 非 常 大 .然而 应 用 蒙特 卡 罗 ({Monte Carlo) 法 随机 计算 108 个 点 ， 
便 可 找到 满意 解 .下 耐 再 应 用 概率 理论 估计 一 下 可 信和 半 . 

如 果 某 整数 规划 用 不 同 标本 集 描 述 目标 函数 的 分 布 概率 ,其 低 值 区 的 梳 率 为 
0.999 99, 高 值 区 的 概率 仅 为 0.000 01. 现 计算 1 个 点 , 则 有 任 一 个 点 能 落 在 高 什 
区 的 概率 PP 应 为 

P, = 1 -0.999 的 0 -0.999 954 602, 
所 以 可 入 度 也 是 相当 高 的 . 

当然 ,用 计算 机 来 计算 10 个 标本 点 需 很 长 时 间 ,然而 在 微机 有 日益 普及 的 今天 ， 

这 种 天 盾 日 趋 组 和， 


7.4 罚 函 数 - 姿 整 算 法 


对 于 非 线 性 混合 整数 规划 ,有 
CP) minz = NX,.Y}, 
5.4. 站 (Fp) = 由 ， 
gl,Y) 0, 
EL 过 x 为 0,1 向 量 . 
针对 模型 (P) 的 特点 ,可 把 仙 1 变量 y 松弛 为 各 分 量 在 [0,1] 上 取 值 的 连续 变 
和 量 , 当 其 取 值 属于 (0,1) 时 ,网 适当 给 以 惩罚 ,在 一 定 程 度 上 迫使 其 举 近 0 或 1 取 值 . 
县 体 采用 的 一 种 措施 是 以 翻 罚 备 数 $8(y) (简称 罚 获 数 ) 取代 目标 晒 数 x,y) 中 的 
0-1 变量 y, 即 以 fx,ply)) 民 拍 目 标 函 数 /Cx,y) ,并 把 y 为 0,1 向 量 的 约束 松弛 
为 0 和 Ey 万 1( 对 所 有 门 ,将 (P) 转化 为 如 下 的 非 线 性 规划 : 
(x) min fx, p(y)), 
st, htx,y) = 0, 
gx,y) 守 从 ， 
对 
0 yy 1, 对 所 有 j. 
其 中 罚 函数 例如 可 取 p(y) = y ,p(y) = 二 -sinoyyw 可 适当 选取 车 近 但 小 于 * 
的 值 ,或 采用 其 它 形式 ,它们 都 具 p(0) = 0,8(1) = 1, 且 ply) 3 了 的 特点 ,后 者 不 
仅 在 [0,1] 上 可 导 , 而 且 当 y€ (0,1) 时 ,对 目标 函数 施加 的 惩罚 更 强 . 当 ( 了 ) 的 解 
不 符合 整数 约束 时 ,可 用 次 整 的 方法 进行 处 理 . 
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7.5 ”相对 差 商 法 
考虑 整数 规划 : 
a4, EAX E00 j= 1 2 有， 
Tt 所 Si Si Cs, i 二 


其 中 3 为 有 限 个 离散 入 集合 . 
以 下 用 Wi 表示 变量 x 取 SD; 中 第 ] 个 值 . 
当 m = 1 时 , 称 比值 
Ag/Ax:; Ag Bg{%,j#t) - BLK 


B= AAA = Mf Fr) AD 
为 对 应 于 设计 变量 x 的 相对 差 商 . 
当 m > 1 时 ,首先 进行 归 一 化 处 理 以 克服 因 量 网 不 至 而 出 现 约 东 值 相差 其 
远 的 问题 . 然后 再 采用 统一 约束 的 方法 来 处 理 . 


在 设计 点 不 处 ,将 约束 画 数 集合 G 卫 |g(X)| 分 为 两 个 子 集 ,G1 一 1g.( 
| g(x) > 01,G ta) ,是 关 
z00 = Gl aR), 
ha 


丽 相对 差 商 定义 为 


My/Ax; Az FR 1) — 2 x 
Bi = AAAai AF 和 
B= (Bp, A), 
称 上 8 为 相对 差 商 向 量 , 它 的 方向 反映 了 约束 函数 相对 于 月 标 防 数 变化 最 快 的 方 
问 ， 


当日 标 销 数 是 设计 变量 的 递增 函数 , 约 
东 函 数 是 设计 变量 的 递 匡 函数 时 ,可 采用 类 
似 非 线性 规划 确定 搜索 方向 和 步 长 的 方法 进 
衙 选 代 , 即 采取 选 代 会 式 

E+ 二 是 +a*D, 
其 中 DD 为 搜索 方向 ,o 为 步 长 .由 于 整数 规划 
及 变量 取 值 离散 的 特点 ,在 请 前 方向 上 可 能 
会 没有 设计 点 , 妃 及 步 长 w 访 由 离散 值 之 其 
来 确定 ,因此 将 洛 相 对 盖 商 方向 的 搜索 改 为 
图 7.1 沿 折线 进行 ,正如 在 图 7-1 中 所 示 的 两 个 变量 
" 的 情形 ,由 Pl 一 Pi 一 记 一 到 . 

这 样 , 迁 代 格式 表示 为 


一面 本 比 丙 图 


1 
sd 
~ 
人 小 水 
Pl 
| 
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rl 一 到 (2 +D: A 
其 中 AX'? 为 各 设计 变量 下 一 离 茹 值 与 当前 高 散 值 之 差 ,而 
六 - | RB = minf Br Bl 
lo, Bz mintBl ,Pp,™, 8,|. 

当 优 化 过 程 接近 最 优点 时 ,有 时 沿 最 小 的 方向 前 进 会 造成 约束 放松 过 多 ,而 使 
目标 函数 不 是 最 优 的 情况 .这 时 可 采用 分 支 搜索 的 方法 , 即 在 计算 过 程 中 , 若 设计 
点 于 有 z(t) = 0, 表 示 在 该 点 约 东 条 件 全 部 满足 ,为 一 可 行 设计 点 ;车 有 多 个 点 i 
€ T= Hilz(k) = 0, 则 令 A%) = minf( %), 羡 = 着 下定 ) = 扩大), 取 * 
为 所 求 近似 最 优 甫 ， 

综 上 分 析 ,相对 差 商 法 程序 为 

(1) 将 离散 变量 xi fi = 1,2,……,m) 按 目标 函数 的 升序 排列 ,形成 离散 变量 集合 
5S;. 当 在 一 定 范围 内 目标 孙 数 和 约束 条 件 分 别 满足 递增 和 递减 时 ,集合 S; 实际 上 就 
是 离散 变量 的 递增 集合 . 

(2) 各 设计 变量 x 均 取 其 在 $ 中 第 一 个 离散 值 组 成 初始 设计 点 ,这 个 设计 点 
通常 不 可 行 ,但 其 目标 函数 值 是 最 小 的 ,1 x 108 一 *. 


(3) 检查 各 约束 条 件 , 若 约 束 条 件 全 部 满足 ,进行 分 支 搜索 , 停 目 选 代 , 元 即 为 
近似 最 优 解 . 

(4) 计算 相对 差 商品， 

(5) 按 迁 代 格 式 计 算 设 计 点 x'9:? ,返回 (3)， 

通过 随机 数值 实验 ,说 明 本 算法 的 计算 精度 是 较 高 的 ,对 结构 优化 设计 中 的 非 
线性 整数 规划 


minf(x) = Dem 


tzrl 
yg es 
鸟 .， a 1 上 b, 2 三 1,2, + D+ 


下 
是 很 有 效 的 . 


7.6 非 线性 0-1 规划 中 传 算法 的 实现 


非 线性 人 1 规划 
(PF) minf(x,¥), 
Bt, HR) ED = 1,2,,m, 
立 守 时 上 ， 
+ Ry 为 p 维 0,1 向 量 . 
1. 适 应 值 函 煞 的 取 法 
由 于 坦 传 算法 为 无 约束 最 优化 方法 , 续 束 问题 需 转化 为 庞 约 东 问题 .例如 ,可 
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来 用 惩 六 申 数 
h(xsy) = FX,¥) + Dropl g(x,y)]), 
其 中 mn 为 惩罚 因子 ， 
0, 0; 
?日 = tz so 


遗传 竺 法 是 根据 解 点 的 适应 值 来 判断 好 坏 的 ,因此 存在 目标 画 数 到 适应 信 范 
数 的 对 应 问题 .适应 值 函数 的 取 法 应 遵循 以 下 原则 : 


(1 适应 值 晒 数 应 为 非 负 . 
{2) 目标 纽 数 的 优化 方向 对 应 于 适应 值 的 增 大 方向 ， 
例如 , 可取 
_ [sup — hix,y), C(x,y) 为 可 行 点 ; 
fit(x,y) = {ee hx} ju(k)，《xX,y) 不 是 可 行 点 . 


其 中 区 人 = Try eck) ,< > 0 为 调节 因子 ,sup 为 h(x*,y) 的 上 确 界 . 
2, 选择 
选择 的 方式 密 种 笋 样 ,例如 ,可 采用 较为 简单 的 加 权 抽 样 法 ,其 步骤 为 :计算 出 
每 一 个 体 的 适应 值 在 总 适应 信 中 所 十 的 比例 二 = 请 一 >) ,并 据 此 将 [0,1] 分 成 
rm 个 小 区 间 , 每 一 小 区 间 的 长 度 为 5, 利 用 随机 数 发 生 器 产生 一 个 在 [0,1j 上 均匀 
分 布 的 随机 数 r,r 落 人 哪个 小 区 间 ,相应 锡 个 体 即 被 选中 . 
3. 编码 
每 个 实数 都 与 一 个 二 进 制 数 相 对 应 ,可取 这 个 二 进 制 数 为 该 实数 的 编码 . 每 个 
实数 对 应 编码 长 为 32 位 ,前 16 位 为 整数 部 分 ,后 16 位 为 小 数 部 分 .对 于 名 参数 优 
化 ,其 编码 方法 可 用 接 排 或 错 排 ， 
4. 适 应 值 调整 
为 提高 遗传 算法 的 收 就 速度 ,以 及 避免 提前 收 襄 ,适应 值 调整 是 有 效 手 段 之 
一 .具体 调整 方法 ,例如 可 取 
fit = a(fit) + , 
fit 为 原 适 应 但 ,fit' 为 新 适应 什 ,a ,应 满足 
> fit = Dfit, 
it's, = ft) mn; 
其 中 上 视 种 群 内 差距 情 议 而 定 , 若 差 上 距 较 大 , 则 7 > 1{ 如 取 1.618) ;车 差距 较 小 , 则 
< 1 如 取 0. .例如 ,也 可 取 全 "= 全- fm 其 用 在 最 小 适应 值 也 很 大 时 ,使 适应 
值 整体 向 下 平移 . 
5. 变异 
变异 率 例 如 可 取 0.005 ,其 中 上 为 进化 代数 . 随 着 种 群 进 化 ,变异 率 不 断 增 大 ， 
其 作用 是 增加 种 群 的 儿 样 性 ,避免 陷入 局 部 极 小 . 
6. 变量 约束 的 处 理 
形 如 a 碟 * 过 8 的 约束 称 为 变量 界 约束 ,将 界 约 束 中 的 上 、 下 界 疏 为 形式 2:， 
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其 中 为 非 负 整 数 , 这 样 可 以 把 变量 界 约束 直接 转换 到 编码 中 去 ,同时 也 和 避免 了 对 
一 部 分 不 可 行 区 域 的 搜索 ,从 而 提高 搜索 效率 . 

7.0-1 变量 的 处 理 

对 于 人 0-1 变量 ,其 编码 只 有 一 位 , 任 两 个 0.1 变量 交叉 后 ,其 值 仍 为 0 或 1, 因 
此 ,对 于 0-1 变 量 , 只 需 以 0 或 1 作 初 始 值 , 则 整个 过 程 中 可 以 保证 它 始 终 为 0 或 上 
也 可 以 对 用 将 0-1 变量 连续 化 ,再 用 车 罚 函数 加 以 处 理 的 方法 ,但 试 算 结果 不 如 前 
者 . 


8. 结束 准则 

与 传统 优化 方法 不 同 ,一般 过 传 算 法 及 有 明确 的 结束 准则 ,往往 是 人 为 艰 定 进 
化 次 数 ,达到 次 数 即 终止 ;或 当 某 一 类 个 体 在 种 群 中 占有 到 一 定 比 例 后 ,或 连续 几 次 
最 优 值 没有 改进 ,和 便 停 止 计算 

实战 表明 ,用 遗传 算法 求解 复杂 0-1 规划 是 有 效 的 . 

遗传 算法 与 传统 算法 不 同 之 处 为 

lt 遗传 算法 搜索 时 使 用 的 是 编码 ,而 不 是 变量 本 身 . 

2 搜索 过 程 是 从 一 组 点 到 另 一 组 点 , 而 传统 算法 是 从 一 个 点 选 代 到 另 一 个 
点 ， 

和 淡化 过 程 的 随机 性 与 传统 算法 的 确定 性 搜索 不 同 , 直 传 算 法 在 适应 性 的 控 
市 下 随机 地 选择 ,交叉 、 淘 法 与 变异 ,最 后 形成 一 个 自 组 织 、 自 适应 的 演化 过 程 , 因 
此 ,具有 高 度 的 自 适 应 性 . 

中 遗传 算法 简单 通用 ,由 于 计算 了 多 个 点 的 值 ,能 充分 利用 这 些 信 息 搜索 全 
局 晤 优 . 其 不 足 之 处 是 计算 量 较 大 ,缺乏 较 好 的 反馈 准则 ,最 优 解 与 初始 条 件 有 关 ， 
参数 选择 困难 等 ,有 待 继续 工作 . 
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引 言 


1951 年 ,美国 数学 家 贝尔 曼 (RR.Bellman) 等 根据 一 类 所 谓 多 阶段 决策 问题 的 特 
福 ,提出 了 解决 这 类 问题 的 “最 优化 原理 " ,并 研究 了 许多 实际 问题 ,从 而 创立 了 最 
忧 化 的 一 个 新 分 支 一 一 动态 规划 .1957 年 贝尔 曼 出 版 了 他 的 专著 《动态 规划 》, 这 
标志 着 动态 规划 理论 的 正式 形成 ,并 成 为 数学 规划 的 一 个 重要 分 支 .和 过 年 以 来 ， 
动态 规划 在 工程 技术 经济 领 域 和 和 军事 部 门 等 众多 方面 都 有 重要 应 用 ,现今 它 已 成 
为 解决 多 阶段 决策 问题 的 一 种 有 效 方法 . 

根据 决策 过 程 是 离散 的 还 是 连续 的 ,是 歼 定 的 还 是 随机 的 ,动态 规划 大 体 上 可 
以 分 为 离散 确定 型 .离散 随机 型 .连续 确定 型 和 连续 随机 型 等 四 种 类 型 . 这 里 将 重 
点 介绍 前 两 类 模型 . 

动态 规划 和 其 他 的 数学 规划 不 同 , 它 没 有 统一 的 数学 模型 ,而 对 不 同 的 问题 要 
采用 不 同 的 方法 去 建立 它们 的 模型 . 有 了 模型 之 后 ,要 想得到 数值 解 ,仍然 没有 统 
一 的 处 理 方法 . 这 是 应 当 注 意 的 ， 


1 动态 规划 原理 


1.1 最 短路 问题 及 其 解法 


1.1.1 最 短路 问题 及 其 特点 


图 1-1 称 为 线路 网 络 图 ,其 中 小 加 
图 称 为 点 ,两 点 间 的 连 线 称 为 弧 , 强 上 
的 数字 称 为 弧 长 . 试 求 一 条 从 起 点 4 
到 终点 互 的 连通 弧 ,使 其 总 狐 长 最 短 . 
称 这 类 问题 为 最 短路 问题 . | 

最 短路 问题 的 含 祥 是 广 证 的 , 求 
解 方法 也 有 许多 ,于 面 介 绍 它 的 动态 
规划 解法 ， 

首先 注意 ,从 4 到 5 的 整个 过程 图 1-1 
可 以 分 成 从 二 到 8, 从 吾 到 人 C, 从 5 到 D, 再 从 D 到 E 四 个 由 艘 . 每 个 阶段 都 有 起 
点 ,如 第 二 个 和 阶段 有 两 个 起 点 Bl 和 B,, 用 4 表示 第 (k=1,2,3,4) 个 阶段 的 起 
点 ,并 称 它 为 状态 变量 . 从 每 个 起 点 出 发 都 有 若干 个 选择 ,例如 从 Bi 出 发 有 三 种 
选择 ,到 | 或 到 C2 或 到 Ca ,用 不 表示 从 第 及 大 = 1,2,3,4) 个 阶段 的 状态 x 出 发 
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所 作 的 选择 ,并 称 它 为 决策 变量 .如果 用 fj(%) 表 示 从 第 让 个 阶段 的 状态 % 出 发 
到 终点 E 的 最 短 弧 长 ,或 者 用 有 (x) 表示 从 起 点 4 到 第 个 阶段 的 状态 的 最 短 
弧 长 ;那么 问题 就 变 成 求 f 丰 (x = (4A), 或 者 求 fs{xs) = f{E). 

其 次 ,不 难看 出 ,如 果 最 短路 经 过 第 上 阶段 的 状态 为 zx; ,那么 ,从 吉 出 发 到 达 
终点 所 的 这 条 路 线 ,对 于 从 x 出 发 到 达 终 点 巨 的 所 有 了 路线 米 说 ,显然 也 是 最 短路 
线 . 

根据 最 短路 问题 的 上 述 特点 ,可 有 下 述 两 种 解法 ， 


1.1.2 送 序 解法 


用 (wv) 表示 从 第 阶段 的 状态 出 发 到 终点 上 5 的 最 给 弧 长 ,从 后 向 前 逐步 
求 出 各 点 到 达 和 终点 E 的 最 短路 线 的 最 得 狐 长 ,最 后 求 出 太 (xz) = 用 (4) 即 为 所 求 
最 短路 线 的 最 短 弧 长 ,计算 步 骏 如下; 
(1) 从 最 后 一 个 阶段 上 =4 开始, 按 f 的 定义 有 
ACD) =3, (DD) =2, (Dy) =2. 
(2) 当 卡 =3 寺 ;因为 第 3 阶段 有 4 个 状态 ,而 每 个 状态 只 有 两 个 决策 可 选取 ， 
所 以 有 
d(C D+ htD, ，[ 必 十 妆 
AtCn= mi see DR- mi{g 2} =3 
其 中 xd) 表示 两 点 同 的 弧 长 . 这 说 明 从 DC 到 终点 下 的 最 短 弧 长 为 9, 路 径 为 
CD 上 世 ,决策 汶 wa( C1) = DD， 
d(C C2 D1) + fl D1) [3+3 
A C2) = min{ 2 CD) + ft p= mi + | ”6 
即 从 C 到 终点 5 的 最 短 弧 长 为 6, 路 径 为 CG 一 Di 一 , 决 策 为 wat CG) = 了 ， 
dC Ca Di) + ht D, 34+2 
(Cn) = mi cc 2 min{3 ?= 3 
即 从 CG; 到 终点 5 的 最 短 狐 长 为 和 ,路径 为 后 一 于 ( 或 记 ) 一 上 ,决策 为 (CC) = 
2 或 D,). 
人 D,) + ha(D,) $+2 
BC = -ai dC DY) + ft p= min(s + 2} = 0， 
即 从 Ci 到 终点 忆 的 最 短 玻 长 为 和, 路 径 为 C 一 吕 一 三 ,决策 为 (0 ) = 下. 
(3) 当 久 =2 时 ,由 于 第 2 阶段 有 两 个 状态 ,每 个 状态 又 有 3 个 奖 策 可 选 , 砍 有 
dt BC) + hCG 1+9 
Ft BI) -| wa ro] -ninl3+ 6| = 人 9， 
de Bi, C3) + ALC) +5 
即 从 BB 到 终点 五 的 最 短 弧 长 为 9, 足 径 为 喇 一 CC 一 中 一 王 , 决 策 为 iw (B81) = CC， 
wa Ca 二 瑟瑟 
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dB C2) + 万 (C2) 入 二 日 
h(iB)} = | d{ B,C) + pla) | = nin? + | = 12， 
dB ,CG) + (CO) 6+6 
即 从 B; 到 终点 的 最 短 强 长 为 12, 路 径 为 By 一 Cy 一 让 (或 访 )-rE, 或 By 一 C4 
也 五; 抉 策 为 wt Ba} 三 C3, wat C3) 三 总 (或 Dy), uat D,) = 4; 或 ut By) 一 Ca 
ma 0) 三 Dy, ual D3) = 上 EE. 


(4) 当天 = 工时 ,有 
[dA, BD + B) . [Ss+9 
AGO =mint a4 Be) ep) mis -lt 
即 从 4 到 统 点 上 5 的 最 短 弧 长 为 14, 路 径 为 4 一 户 王 CDi 习 区 ; 雇 第 为 un1(4)= 
Bl, BD= Cas wat = Di wa DI}= E, 
上 述 解法 的 四 个 步 药 可 归纳 为 下 述 递 推 公 式 : 
人 


Firs) =0, k=4,3,2,1, 
其 中 由 ;1= (wpe); 即 从 状态 x 出发, 洒 取 决策 名 到 达 下 一 状态 名,1; 了 表示 从 
状态 x 出 发 的 所 有 可 能 选取 的 决策 的 集合 ;而 (xs) =0 称 为 边界 条 件 , 因 为 状态 
xs 二 世 已 是 鲜 点 . 
这 个 递 推 公式 就 是 最 短路 问题 的 数学 模型 ,也 叫 动态 规划 方程 . 
由 于 这 种 算法 的 寻 优 方向 与 过 程 的 行进 方向 刚好 相反 , 故 称 北 序 解法 . 


1.1.3 烦 序 解法 


用 上 (xz) 表 示 从 起 点 4 到 第 阶段 的 状态 % 的 最 短 弧 长 ,从 前 向 后 亚 步 求 出 
起 点 A 到 各 阶段 起 点 的 量 短 狐 长 ,最后 也 可 求 出 从 起 点 4 到 效 点 5 的 最 短刀 长 及 
其 对 应 的 路 径 . 计算 步骤 如 下 : 

按 定 义 显 然 有 (sx = 厂 (4) =0, 称 它 为 边界 条 件 .以 下 从 第 二 阶段 =2 开 
始 计 算 . 

(1) 当 玉 =2 时 , 控 大 的 定义 有 

AB)=5, p(B,)=3. 
{2} 当天 =3 时 , 按 方 的 定义 分 别 有 
ICD= dB, CY) + hI(B)=1+5=6, 
， dt BI, 2 + htB) ， [3++ 急 
hCG = mi dl B,, C2) ep) = min1 3] = 
,falBi, Ca + ft Bi) [6+5 
fa C3) -oil ag Co TAB -mint7 3] =10, 
CG) = dB C+ PB)=6+3=0. 
{3) 当下 =4 时 , 按 大 的 定义 分 别 有 
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， dD) + ACO) i 站 十 白 _ 
fp nmin sc oo ec) {S18}=n, 
dE Da) + A CL) 8+6 
dCs D2) + fC2) Sr 
1 D3) = min A le 
ad( C4 D2) + Cs) +9 
. [d(C3, D3) + fa C3) . [3+ 10 
f(D) -miot 和 CD ae) -min 上 9 


(4) 当 上 =5 时 , 按 的 定义 有 
dD ,E+ A(D) 3+ 11 
FUE) = | dt D2, E) fp) = ein| + | =14. 
dD E+ ALD,) 2+13 
| E)=14 为 所 求 的 最 短 弧 长 ,路 径 沪 A BC DF, 决策 为 wit) = #1, 
w=) = ,与 道 序 解 法 的 结果 完全 一 样 . 
上 述 解 法 也 可 写成 统一 的 递 推 公式 形式 ，; 
全 = ， mp 二 


及 (= 各， k=2,3,4,5, 
其 中 x1= lx),; 即 从 第 不 阶段 的 起 点 状态 x 通过 _| 去 叶 执 第 上 不 - 1 阶段 
的 起 点 wr) = 人 0 称 为 边界 条 件 + 
由 于 这 种 等 法 的 寻 优 方向 与 过 程 的 行进 方向 相同 , 故 称 顺 序 解 靶 . 


1.2 动态 规划 的 基本 概念 和 术语 


1.2.1 多 阶段 决策 问题 


和 如果-~ 个 问题 的 整个 过 程 可 以 分 成 若干 个 互相 联系 的 阶段 ,每 个 阶段 都 需要 
作出 决策 ,而 当 每 个 阶段 的 决策 都 确定 之 后 ,整个 过 程 就 确定 了 ,那么 这 个 问题 就 
做 多 阶段 决策 问题 . 动态 规划 就 是 解决 这 类 问题 的 一 种 重要 方法 . 

一 个 问题 是 不 是 多 阶段 决策 问题 是 需要 判断 的 ,而 这 种 判断 并 没有 一 般 规 律 
可 循 ,只 能 靠 经 验 和 技巧 . 


1.2.2 阶段 变量 


描述 多 阶段 决策 问题 阶段 数 的 变量 叫 阶 段 变量 , 记 作 K(k =1,2,…). 如 果 阶 
段 变 量 是 确定 的 ,有限 的 ,而 且 在 决策 前 就 知道 其 数值 , 则 称 此 问题 为 定期 问题 . 
如 果 和 阶段 变 基 虽然 是 确定 的 、 有 腿 的 , 供 在 决策 之 前 并 不 知道 它 的 数值 , 则 称 此 问 
题 为 让 定期 问题 . 
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1.2.3 状态 变量 


对 于 多 阶段 决策 问题 ,每 一 阶段 的 起 始 “ 位 置 " 叫 状态 , 它 既 是 该 阶段 的 某 一 起 
点 ,也 是 前 一 阶段 的 终点 . 不 同 向 题 其 状态 的 言 义 是 不 同 的 ， 
描述 过 程 状态 的 变量 叫 状 态 变 量 , 用 x 表示 第 上 阶段 的 某 一 状态 ， 


1.2.4 决策 变量 


将 过 程 由 一 个 状态 变 到 另 一 个 状态 的 决定 或 选择 叫做 决策 ， 描述 决策 的 变量 
叫 决 策 变量 ,用 wt) 表示 从 第 上 阶段 的 状态 x 处 所 采取 的 决策 . 在 第 上 阶段 的 
状态 六 处 的 所 有 决策 构成 的 集合 叫 丛 决策 集合 , 记 作 疡 (xx). 


1.2.5 整体 策略 


对 于 n 阶 般 决策 问题 , 当 每 个 阶段 的 决策 都 确定 以 后 ,由 每 个 阶段 的 决策 
上 (2 下 = 12,…,t) 所 构成 的 决策 序列 称 为 一 个 整体 策略 ,简称 策略 , 记 作 
Bi 即 
Plat ts 二 Lt 1) a 0) (|. 
而 
Pen tx) 三 Lt es Up tC Xen a (Cx 
和 
piel x) = [EEC 
则 分 别称 为 一 个 后 部 上 段子 策略 和 前 部 上 段 于 策略 .用 P(x1), Pi(x1) 及 
Ps2 分 别 表示 球体 策 栈 集 合 ,前 部 及 后 部 丰 段 子 策略 集合 . 
如 果 一 个 策略 使 得 杀 阶 段 决 策 问题 达到 所 要 求 的 最 优 , 则 称 此 策略 为 最 优 第 
略 ， 


1.2.6 状态 转移 方程 


把 过 程 由 一 个 状态 变 到 另 一 个 状态 叫做 状态 转移 , 外 然 它 既 与 状态 有 关 , 义 与 
决策 有 关 . 

如 果 第 让 险 有 段 的 状态 和 决策 专 都 确定 以 后 ,第 上 + 1 阶段 的 状态 x;, ;就 随 
之 确定 ,那么 就 把 这 个 对 应 关系 记 作 

只 = 下 tes ), 

并 称 它 为 由 状态 x 到 % ,的 顺序 状 恋 转移 方程 . 

如 果 第 阶段 的 状态 % 和 第 -1 阶段 的 决策 uw _, 部 确定 以 后 ,第 上 -1 阶段 

1 二 Ts 


并 称 它 为 由 状态 x 到 % -1 的 逆序 状态 转移 方程 . 
1.2.7 指标 函 教 
每 个 多 阶段 决策 问题 都 存在 很 名 策略 ,而 每 个 策略 都 会 对 应 某 种 “效益 ” 不 
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同和 问题 效益 的 含义 是 不 局 的 ,同一 问题 采取 不 同 的 策略 其 效益 也 会 不 一 样 ,衡量 
问题 效益 优 涯 的 数量 指标 称 为 指标 函数 . 
对 阶段 决策 问题 ,用 后 ,wi ;pis) 表 示 从 第 二 阶段 的 状态 x 出 发 ,采用 策 
略 p.。 到 达 终 点 x ,1 的 后 部 指标 函数 . 若 上 述 过 程 采用 的 是 最 优 策 略 pi ,, 则 相 
应 的 后 部 指标 郴 数 记 作 捕 ..( 妆 ,忠和 莘 记 为 后 ) ,并 称 为 后 部 最 优 指标 函数 ， 
简称 为 最 忧 西数 .Cv 与 到 nN Pr, 4) 闻 的 关系 为 
Umm) = Fnt wher PEn) = » A nts Pin)? 
这 里 opt 是 optimization 的 缩写 , 表示 最 优 ,通常 取 max 或 min, 这 时 (x1) 表 示 整 体 
最 优 函 数 . 
类 似 地 有 前 部 指标 函数 Fisfxri,pti 和 芋 部 最 优 指 标 耳 数 有 ,4(xi, pi) ,并 
同样 记 作 态 (z), 且 
ft XE = Fi lis pir) 一 Yr Fiat pi) 
这 时 让 ,141) 为 整体 最 优 丁 数 . 
用 展位, 区 表示 状态 x 与 ,1 之 间 对 应 的 指标 , 称 为 阶段 指标 . 当 过 程 是 
由 状态 % 出 发 ,采取 诀 策 中 到 达 状 态 二 人 = 了 Ca; 吕 ) 时 , 则 把 dm; 所 ,1) 写 成 
世人 如 ,四 1 当 过 程 是 由 六 :出 发 ,采取 决策 由 去 确定 状态 全 = 下 (Ca 你 时, 则 
把 d(x ;Tit1) 写 成 d{ es Le41). 
指标 函数 通常 采用 如 下 两 种 形式 ; 
(1) 指标 晴 数 为 阶段 指标 之 和 的 形式 , 即 


二 之 dl x; ul;) 二 dt x ur) + Fel, ne 


bas EA = a 4 EE) + FL 
(2) 指标 函数 为 阶段 指标 之 积 的 形式 ， 即 
Fen = Tas) = d(x mm) * Phra 


Fi = Ia) = dt m1 ee) * Fs 
1.3 “最 忧 化 原理 与 动态 规划 方程 


1.3.1 和 意 优 化 原理 


对 于 多 阶段 决策 问题 ,作为 整个 过 程 的 最 优 第 赂 必然 具有 这 样 的 性 质 : 无 论 过 
去 的 状态 和 决策 如 何 , 就 所 形成 的 状态 而 言 , 余 下 的 诸 策略 必然 构成 一 个 最 优 子 策 
赂 . 多 阶段 决策 问题 的 这 一 规律 称 为 最 忧 化 原理 . 
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1.3.2 ”逆序 动态 规划 方程 

对 后 部 指标 函数 ,及 最 优 函 数 有 (x4) 有 

(1) 当 把 ,。= Pas, 册 ) 时 ,f(xx) 满足 递 推 方程 
fs) = .9 | 
{人 = ,k= An 1 .2.1. 

(2) 当 所 ,= [la 和 ;了 y) 时 ,所 () 满足 递 推 方程 
人 = .0 | 


= ,2,1, 
利用 这 两 个 递 推 公式 原则 上 可 求 出 最 优 函 数 f(x1). 称 这 两 种 递 推 公式 为 道 
序 动态 规划 方程 . 这 种 求 最 优 函 数 的 方法 叫 邀 序 法 . 


1.3.3 顺序 动态 规划 方程 

对 前 部 指标 函数 FF 及 最 优 函 数 扩 (x) 有 

(1) 当 Fl = Pas 1 各) 时 ,下 (x) 满足 递 推 方程 
fC) ,opt | 
be = 0,4 22, 了 下 十 上 


i 


(2) 当下 ,= [acs 1 各) 时 , 太 (x4) 满足 递 推 公式 
[A - = .Pt | 
万 (二 二 二 3 


利用 这 两 个 递 推 公式 原则 上 可 以 求 出 最 优 函数 请 .fx 称 这 两 种 递 推 公式 
为 顺序 动态 规划 方程 . 这 种 求 最 优 函数 的 方法 叫 顺 序 法 . 


1.4 ”动态 规划 基本 定理 


基本 定理 ”对 于 "阶段 决策 问题 , 若 pi' ,是 最 优 策略 , 则 对 任意 满足 1 < 上 < 
5 的 自然 数 , 其 于 策略 p ，( 或 pr 对 于 以 
x = Ta (或 和 
为 初始 状态 的 上 到 (或 1 到 让 段子 过 程 来 说 ,也 必定 是 最 优 策略 . 
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1.5 ”例题 一 一 生产 与 存储 问题 


例 1 假设 某 车 间 每 月 底 都 要 供应 总 装 车 间 一 定数 量 的 部 件 . 由 于 生产 条 忻 
的 变化 ,该 车 间 每 月 生产 单位 部 件 所 耗费 的 工时 和 不同; 每 月 的 生产 量 除 供 本 月 需要 
外 ,剩余 部 分 可 存 人 仓库 供 备 用 . 现 已 知 在 半年 内 各 月 份 的 需求 量 及 生产 该 部 件 
每 单位 数 所 需 工时 ,如 表 1-1 所 示 . 


表 1-:1 
月 份 0 1 2 3 4 5 6 
月 需求 基 所 0 多 5 3 2 7 4 
单位 十 时 mm 11 18 13 17 20 io 


设 库存 容量 用 = 9, 开 始 时 库存 量 为 2, 期 终 库 存量 为 0. 要 求 制定 一 个 半年 逐 月 生 
产 计划 ,使 得 既 满 足 需求 和 库存 容量 的 限制 ,又 使 得 耗费 的 总 工时 数 为 最 少 . 
解 ”这 是 一 个 确定 型 的 密 阶 段 决 策 问 题 . 按 月 份 划分 阶段 ,阶段 变 量 上 = 0， 
1,… ,6; 状 态 变 量 六 取 第 上 月 的 部 件 库 存量 (上 月 产品 送 入 后 ,本 月 需求 量 送出 
前 ) ;决策 变量 几 取 第 上 月 生产 的 部 件数 . 于 是 状态 转移 方程 及 决策 集合 等 分 别 为 
2 = 让 二 区 一 疏 ， 
和 
d(x HM) = ddr, 


Fis 三 Za 
如 果 用 让 (x4) 表示 在 状态 x 之 下 从 第 上 月 到 6 月 末 生 产 部 件 的 最 少 系 计 工 时 
数 , 则 由 最 优化 原理 ,人 恒 得 摘 述 此 问题 的 逆序 动态 规划 方程 为 
人 三 min tT avr 4 三 + 中 一 b.)| » 
站 


Dx) = Ok = 6,5,4,3,2,1.,0. 
接 道 序 法 从 后 往 前 计算 : 
因 期 终 库存 为 0, 故 x; = 0, ws = 人 又 站 = 4 于 是 由 状态 转移 方程 x; = xs + 
us 一 66, 得 xs = 4, 从 而 
fel xs) 三 min 《au + 心 ) 二 0, ug 二 他。 
- Ee 
及 因 4 = boaex+ hs- 和 = 9, 而 ==7, 所 以 
Osll-xwe sed6- xs, 
于 是 


ws = min ass + lxs}! = min 
gS D, 1 


; HOuws + OF = i110 — 10ws, 
-5 


Hs = ll xs. 
和 有 由 7 了 7= 六 过 中 + 由 - 有 过 用 =9 而 如 = 2, 得 
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-wll 


所 以 


ra) = min len + fs(xs)1 = min {12040 + 110 — 10(x4 + ma 一 人 | 
Ee Dn BG 


= 220 - 30x us = 09- x 
类 似 可 分 别 求 出 
万 (xz = 244 -193， wu = 1 v1 
ftwa) = 3 dx ba = 4 vs 
Hx) = 2 18x, Er = 113 
fot xo) = 203 - 18x0, uy = 了 . 
注意 xo = 2, 故 最 少 工时 /6(2) = 393 - 36 = 357. 


最 后 求 最 优 策略 : 
40 = 2， un = 7; 
Xi = Xn+ wo- wm = 9， ur = 13- x = 4; 
xy = A 5 ur = 14- x = 9; 
= 0 =x 
XxX4= X= uy 0 
xs = Nt Wa b= 7 uy = 1 x=4. 
即 最 优 逐 月 生产 计划 为 


3 
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设 有 n+ 1 个 点 :1,2,… ,n+ 1. 任意 两 点 i 和 /有 一 弧 连接 ,其 长 度 记 为 Cy:0 
< 0 wm, CG = 0 表 东 i 和 j 退缩 为 一 点 ,Gy = % 表示 [与 j 之 间 不 存在 连接 它 
们 的 弧 . 试 求 任意 点 i(i = 1,2,…,n) 至 固定 点 n + 1 的 最 短路 线 . 

由 于 点 i 至 固定 点 n+ 1 要 经 过 哪些 点 事先 是 不 知道 的 ,因此 这 是 不 定期 间 
题 , 因为 这 类 问题 的 阶段 数 不 定 , 故 无 法 直接 建立 其 动态 规划 方程 .下面 给 出 两 
种 解法 :函数 室 间 选 代 法 和 第 略 空 间 选 代 法 . 


2.1 ”的 数 空 间 选 代 法 


2.1.1 选 代 程序 


(1) 先 选 取 初 始 函 数 有 (站: 
{A090 = Cn i = 1,2 ,Rt+ 1: 


fln+1)=0, (2-1) 
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这 里 (i) 表示 由 i 点 出 发 向 固定 点 nn + 1 行进 一 步 的 最 短 距离 . 
(2) 刊 用 下 述 递 推 会 式 作画 数列 | (站 |; 
人 = mint C + A ,Ek = 了 3 
二 = 人 
这 里 大 (让 表示 从 点 出 发 向 固定 点 rn + 1 箱 进 天 步 的 最 短 中 离 , 并 规定 向 前 行进 
时 ,已 走 过 的 点 不 再 重复 ,以免 发 生 回路 . 
(3) 车 经 过 上 + 上 步 ,使 得 


(2-2) 


hl) = f(D 
对 一 切 革 = 1,2,…,n 都 成 立 , 则 停止 夫 代 ,六 (就 是 从 点 出 发 到 固定 点 ”+1 的 
最 短 虑 离 ,并 且 行 进 了 上 步 , 否则 , 转 步 (2)] 继续 选 代 ， 


2.1.2 收效 性 定理 


定理 1 由 选 代 公式 (2-1) 和 (2-2) 确定 的 函数 列 | 扩 (1 满足 
bp [A( 避 D1 单调 下 降 , 且 收 侣 于 畏 数 方程 
人 = mini Cy + 成 六 上， 
Ant+t 1y = 0 = 六 
的 解 六 门 ,这 里 fD) 表示 由 点 i 出 发 到 固定 点 n + 工 的 晤 类 距离 ; 
> LCi 在 5 步 内 收 促 于 A 站. 
例 1 设 有 1,2,3,4,5 五 个 城市 ,城市 与 城市 间 
连 钱 上 的 数字 表示 二 者 的 距离 ,如 图 2-1 所 示 . 试 求 
省 城市 到 5 城 的 最 短 上 距离 及 最 短路 线 ， 
解 由 {2-1) 式 及 图 2-1 知 ， 
AD = Cr = 212 = Cs = 了 ， 
A3) = Cs = 5,F04) = Cs = 3. 
当 上 = 2 时, 在 公式 
RD = mint Gn + 月 CD , Cat AD, Ca + (3), 
图 2-1 Ca + (4), Cs + (5 
中 , 令 工 = 1,2,3,4, 得 
万 (1)》 = minlD0+ 2,64+7,5+5,34+3,2+0| = 2, 
P(E2) = minj5+2D+T70S+55+37T+T0D = 5.5, 
nt3) = minlSs + 2,0.54+7,04+5,1+3,5+ 0 = 4, 
LA{4) = minl3 + 2,7 + 7,1 + 5,04+3,3+0| = 3, 
万 (天 万 ( 有 ,继续 夺 代 ， 
当 上 = 3 时 ,在 公式 
BOD = nini er + (1), Ca + 六 (2)，C3 十 £3) Gia + HLA) Cis + A 
中 , 令 产 = 1,2,3,4, 得 


(2-3) 
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BD = minlO 4 2,6 4 5.5,5 +4,3+3,2+0} = 2， 
BY = minl6 + 20 4 5.5,0.5+ 4,5+ 3,7 + OF = 4.5, 
{3) = minlS + 2,0.5 + 5.5,0+ 4,1+3,5+ 0 = 4, 
六 (4 = minl3 + 35 + 53.5 +4,0+3,3+0! = 3. 
A 天 户 ( 站 ,继续 进化 + 
当 久 = 4 时 ,在 公式 
= minf Ca + BD), Ga + 2), + BD), Ca + 万 (4] Cs + 万 (5)| 
中 , 令 工 = 1,2,3,4, 得 
pf = miniIDO +2,5+4.35.5+4;3132 二 0 = 2， 
Ht2) = min|6+20+4.350.5+454+3,7+ 人 0 = 4.5, 
3) = minfs + 2,0.544.5,04+4,1+3,5+0| = 4, 
及 (4) = minf3 + 2,5 + 4.5,1+4,0+3,3+0) = 3， 
因为 对 让 = 1,2,3,4 均 有 (站 = (0, 故 停 止 迁 代 ,1,2,3,4 城 到 5 城 的 最 短 距离 
分 曾 汶 2,4.5,4,3， 
为 求 出 最 短路 线 , 须 利 用 记 ( 门 的 计算 过 程 , 反 向 追踪 , 找 出 最 优 决策 ww* (i) = 
7" , 即 若 
A(i) = min | Cy + 及 (有 | = Gr + 0"), 
则 gw*"(i) = j" .但 不 能 取 含 有 C5， = 0 的 城 作为 u* i) ,因为 那样 的 路 线 不 能 说 明 
是 最 优 的 . 据 此 可 得 
uw tl) = Su (2) = 3 (3) = 4 (4) = 5, 
因此 和 名城 到 5 城 的 最 短路 线 依 次 为 
山 一介 )， 
加 一 加 一 四 一 人 加， 
国 一 四 一 回 ， 
四 一 加. 


2.2 ”策略 空间 选 代 法 


2.2.1 迭代 程序 


(1) 先 取 一 无 回路 的 初始 策略 uo( 说 {i = 1,2,…,n), 其 中 每 个 决策 wol 站 民 
表 由 点 让 到达 的 下 一 个 点 ， 
(2) 假设 已 求 得 (让 , 现 由 (ti) 按 递 推 公式 
{2 = Ci, nti} + hm), j= 1,2, ,n+ 
Atn+1)y=0 
求 出 (让. 
(3) 再 由 A( 门 按 
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in Gs + 所 人 


求 出 由 :fi， 即 求 使 上 式 成 立 的 相应 决策 作为 bf 但 不 能 取舍 有 GG = 0 的 点 
作为 Wt ). 

(4) 若 经 上 + 1 步 千代 使 wf = 上 (站 对 一 切 计 = 4,2,…,n 成 立 , 则 停止 
达 代 ,这 时 相应 的 | 加 (| 及 让 ( ) 便 是 所 求 的 最 优 策略 及 最 优 值 理 则 , 返 同 步 
(2) 继续 选 代 . 


2.2.2 收 敲 性 定理 


定理 2 由 达 民 程序 得 到 的 痛 数 列 | 兵 ()| ,单调 下 降 地 一 致 收 雍 于 蚂 数 方程 
{2-3) 的 解 f( 门 ， 

定理 3 ” 若 初始 策略 iuol i) | 不 构成 回路 , 则 每 次 选 代 得 到 的 策略 1w( 疏 | 也 
都 不 构成 回路 . 

谢 2 利用 策略 空间 兴 代 法 重新 求解 便 1 中 的 问题 . 

解 ”{1) 取 初 始 策 略 

xf1) = 5， wol2) = 4, wl3) = 5, wol4) = 3. 
(2) 由 w( 丫 求 (0: 
li) = Ci tl) + ft mt), (5) = 0, 

即 hl) = Cis + fol5) = Cs +0= 2, 


fol3) 三 LU + (5) 三 C35 十 恬 = 5， 
hid = + 人) = 1+5= 6, 
ht2) = Ca + ft4)} = 3+6 = 11. 


{3) 再 由 ft 门 按 
,min | Cy + ft) 
求 人 三 1 得 
min| Ci + HD, Cr + fol2), Cn + 万 (3) Ci + fo{4), Cs + fol5)} 
= mini0 4+ 2,6+11,5 +5,3+6,2+01 = 2. 
由 于 最 小 值 是 在 Ci + (5) 处 取得 的 , 故 得 (1) = 5. 
令 站 = 2,3,4, 类 似 可 求 得 wf2) = 3,11(3) = 5,0(4) = 5， 
(4) 因为 1 和 (| 关 fuw( 站 |, 故 转 (5) 按 以 下 步骤 继续 达 代 . 
5) 由 wt{ 门 按 
A 三 Ci,u 人 + ut) As) = 了 省 
求 月 ( 口 , 信 上 = 1,2,3,4 可 得 
fi = 2,7(02) = 5.5,f(3) = 5,/(4) = 3. 
(6) 由 由 .fi( 门 按 
rin Cs + FD 
求 21 癌 , 由 此 可 分 别 阔 得 
wd) = 3, paf2) = 3, (3) = 4, wl(5) = 5, 
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{7) 国 为 f(D0)} 产 ja.( 丫 | , 故 转 (8) 按 以 下 步 又 继续 选 代 . 
(8) 由 wz( 刀 可 分 别 求 得 
万 (1) = 2,1(2) = 4.5, 户 (3) = 4, 户 14) = 3. 
(9) 再 由 请 ( 站 分别 求 得 
uat1) = 5, 002) = 3:ua(3) = 4,u2(5) = 3. 
(0) 因为 fmt 5 = 后 .3.4,5 = aif5|, 故 停 正 选 代 , 最 优 策 略为 
le {i = 15,3,4,51, 
由 此 ,可 得 最 优 踏 线 及 相应 的 最 短 距离 为 


最 优 路 线 相应 的 最 短路 线 
四 一 二 2 

一 昌 一 二 一 二 4.5 

时 一 昌 一 司 4 

中 一 加 3 


所 得 结果 与 函数 选 代 法 一 致 . 
一 般 说 来 ,策略 选 代 法 的 收 敏 速度 要 比 函 数 选 代 法 快 ， 
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3.1 “一 类 非 线 性 规划 问题 的 动态 规划 解法 


考虑 形 如 
| # gol ua) en |; 
a.1. Si = ds OE = L220 
的 一 类 非 线性 规划 问题 ,其 中 opt 取 max 或 min,”x “表示 一 律 取 “+ ”或 一 律 取 “x ”， 
由 于 这 类 问题 的 特殊 形式 , 它 可 以 转化 成 下 述 的 & 院 身 次 策 问题 : 


opt gCu) ¥ ga( ta) rr ¥ gt tn)! 
si (3-1) 
= optl gC ay optl gat 2) zx optga (te)]}, 

[3 4 区 


下 面 给 出 两 种 解法 ， 
3.1.1 递 序 解法 


设 状 态 变 量 为 x ,x ,% ;决策 变量 为 ,加 ,… ;4; 它 们 之 间 的 关系 { 即 状 
态 转移 方程 ) 为 

有 二 (3-2) 

全 


第 四 篇 动态 规划 


从 三 opt gn tn )» 
rr) 三 和 ,Rs 上 | 


| 
(3-3) 


上 二 [2 一 1， 
则 由 43-1) 式 和 (3-2) 趟 知 , 原 问题 化 为 ”个 一 元 非 线性 规划 问题 (3-3). 解 (3-3) 式 


便 可 得 到 原 问 题 欧 解 . 
3.1.2 顺序 解法 
假设 状态 变量 和 决策 变量 符号 不 变 , 但 状态 转移 方程 改 为 
i 二 和 2 十 光一 第 2 (3-4) 
令 
[~ = opt BIt tL) 
fxm) = pt， (gr) * fn xe) 
= opt, t gC) # A re 一 we) + , 
下 = 了 了 及 (3-5) 
利用 (3-4) 式 解 (3-5) 式 便 可 得 到 原 问 题 的 解 . 
例 1 求解 
maxZ = HW 0， 


1 本 
解 用 逆序 解法 . 按 (3-2) 式 和 (3-3) 式 有 
Hs = Xs U2 x = + 二 | 二 中 . 
方 (43) = max 3 = %3. 
号 
此- 虽 | ， 


fx2) = max [ut lx — m2)| = mar f (2 wa)} = tnax | x2 
于 0 
由 微分 法 易 知 , wi = 富有 (za) = 喜好 


Hl) = oax | ul * 让 (x 一 Wi = oa 六 (4 - uw)!, 
又 由 微分 法 知 , wr = 1.0x = 4. 于 是 有 

ur = ,uw = 2,u3 = limaxZ = 4. 

例 2 求解 

人 = Bxf +4xe 上 + 2， 

34. 了 Yi + za + 10x3 = ,xi tis x3 2 0. 

解 。 用 顺序 解法 . 设 状态 变量 为 y ,y,y3; 决 策 变量 为 wm ,x2, xa. 按 (3-4) 式 

和 (3-5) 武 有 
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241 = Fira+ Y= TlOxy + 7 = Y= 由 
A = 0 i xt 一 8 二 27 ,7 = Fis 


ft Ya) 三 ma 14 地 4 一 %z ji = 下 max 14x2 十 2{ 说 一 2 |}. 
0 本 
由 微分 法 易 若 Ey 三 3, 这 时 志 (y2) 三 二 ) 
(73) = max [ri bo 0x)) = max |x3 + 4(8 - Or)), 
畦 各 思 GR D2 


之 名 本 +4(- 10x3 六 在 [0,8/10] 上 是 凸 函 数 , 故 极 大 值 只 能 在 端点 取得 . 
注意 ， 
当 wa = 人 时 ， 态 = 448: 
当 x = & 雪 时 ， = 本/ 
分 别 解 4582 < 扩 A1 和 482 > 六 /AF ,得 
当 5 > 400 时 ,xy = BAO,x7 = 让 = 人 
当 6 < 400 时 ,ws%r = 0,x27 = by = 0., 


3.2 ”资源 分 配 问 题 


资源 分 配 问 题 是 指 : 设 有 m 种 资源 (如 资金 ,原材料 .设备 ,劳动 力 等 }, 可 以 投 
和信 nn 种 生产 ,试问 将 每 种 资源 投入 给 各 种 生产 省 名 少数 量 ,才能 使 总 的 经 济 效 益 最 
大 ?下 面 仅 讨论 m = 1 和 m = 2 两 种 情况 ,一 般 情形 可 类 似 讨 论 . 

3.2.1 一 种 资源 的 分 配 问 题 


设 有 数量 为 xo 的 某 种 资源 ,可 以 投 人 mn 种 生产 . 若 以 数量 为 x 的 资源 投入 第 
i 种 生产 所 得 的 效益 为 g.{%) ,试问 如 何 分 配 这 种 资源 ,十 能 使 总 效益 最 大 ? 


1. 数学 模型 
显然 此 问题 的 静态 模型 为 
max > gi( xi), 
[= = 3 如 ， 
.4 t=1 
w= 2, 


下 面 建立 它 的 动态 规划 模型 . 为 此 ,选取 各 动态 参数 如 下 ， 
阶段 变量 上 选 为 n 种 生产 的 生产 过 程 . 
将 投 大 第 上 种 生产 的 资源 数量 x 取 帮 决策 变量 , 即 ww = %， 
将 投入 第 种 生产 至 第 rn 种 生产 的 总 资源 数量 x 取 作 状 态 变量 .这 时 允许 决 策 
集合 为 
Dz) = Im Os = 和 rl. 
状态 转移 方程 为 
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人 


其 中 > 表示 损人 第 + 1 种 生产 至 第 上 种 生产 的 资源 总 重 ， 


指标 钞 数 为 
,nn = ZB) = 二 ,了 之， 只 


用 Cx) 表示 以 数量 x 投 和 人 第 上 种 生产 至 第 种 生产 时 的 最 大 效益 , 则 由 量 优 
化 原理 , 便 可 得 到 该 问题 的 道 序 动态 规划 方程 为 
Atx) 三 Imax {ae Cx) + fl x lt, 
| ET (3-6) 
Fx) = 0 = nn 112,1, 
2, 数值 解法 
当 = 在 [0,x] 上 离散 地 变化 时 ,可 用 道 序 法 求解 (3-6) 式 ; 当 * 在 [0,.xo] 上 连 
续 变 化 时 ,车 g 是 点 滞 数 , 则 (3-6) 式 的 最 优 解 必 在 [0,xo] 的 端点 取得 . 这 时 (3-6) 
式 仍 可 解 ,否则 (3-6) 式 不 能 直接 求解 ,但 可 采 幢 离 藤 化 方法 , 弟 出 一 种 求解 方法 . 
用 分 点 
E 到 mm 二 3 
将 [0,xo] 分 成 长 为 和 的 严 个 小 区 闻 ,4 的 夫 小 可 根据 计算 机 的 精度 和 容量 来 确定 ， 
并 规定 内 和 后 (*) 都 只 在 这 些 分 点 上 取 值 . 这 样 (3-6) 式 可 写成 
人 = omax | getPA ) + 大 到) 


六 5) = 0% = 0 = 0,1, ,mm 
由 此 可 先 求 出 (x) 在 各 分 点 处 的 值 ,然后 再 由 递 推 公式 (3-7) 求 出 .1(x)， 
2t2) ,说 (x) 在 各 分 点 处 的 值 . 最 后 再 反问 追踪 , 求 出 最 优 决 策 , 即 从 (xo) 
求 出 最 优 决策 ur = x ,再 从 记 (x - xx?) 求 出 wz = x7 ,直到 求 出 wy = x*, 则 
x 是 拓 分 配方 案 ,fi(xo) 即 为 最 大 效益 . 
例 3 某 工业 部 门 拟 将 五 台 设 备 分 配给 用 、 乙 、 丙 三 个 工厂 ， 各 厂 得 到 该 设备 
后 ,每 年 僵 利 情 襄 如 表 3-1 所 示 . 


{3-7) 
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试问 分 配给 各 工厂 该 种 设备 密 少 台 ,才能 使 各 厂 每 年 的 总 熏 利 最 大 ? 

解 ”这 是 一 个 典型 的 一 维 分 配 问题 ,其 中 xo = 5; g(x1), gat x2) ,Bat%3) 分 别 
为 甲 , 乙 ,两 工厂 在 得 到 xi, xz,x3 台 设 备 后 的 便利 值 ;iz = 0,1,2,3,4,5( 上 kk = 1,2， 
3). 

央 鸭 x = 0,1,2.3,4,5, 因 此 * 在 [0,5] 上 离散 变化 ,从 而 该 问题 的 道 序 动态 规 
划 方 程 (3-6) 变 成 

全 = oe mE Bex) + Artlx — re)!, 


blx) = 0,k = 3,2,1. 
(1) 当 太 = 3 时 , 则 有 


flx) 三 max gl ra). 
= 


由 表 3-1 得 
各 4 三 0,.A(0) 一 D0: us 三 1, ft1) = 4; 
wm = 2,(2) = 6; 1 = 3, 卢 (3) = 11; 
3 = 4,7(4) = l2;u = 5, (5) = 12， 
所 以 ws = 4 或 5. 


(2) 当 上 = 2 时 , 则 有 
Alx} = oa 82( to) + F(x - x2)|. 


令 二 0,1,2,3,4,5, 得 
万 (0) = max {ga(07 + PAO! = 0, mt0) = 0., 
人 
£1) 一 MAX Fgal x2) + Cl 一 x2)| 
deim = ssl 

一 max| g2t0) + fs(1), gt(1) + 万 (0 

= maxl0 + 4,5+ 0 = 5, 
研 ur(1) 三 1 . 


万 (2) = maxegztO) + 2), g2(1) + BD, 82(2) + BA)! 
= maxl0 + 6,544,10+ 0| = 10, 
研 wa 了) 二 2. 

同 理 可 求 出 
Bl3) = 14, wl3) = 2; 
万 (4)》 = 16， wm(4) = 1 或 2; 
£5) = 21， wt{5) = 2. 

(3) 当 关 = 1 时 , 则 有 


f(x) = oma itt) + lx — x1)}. 


注意 ,由 f(x) 的 定 尺 知 ,x = 5. 于 是 有 
is) 三 maxl gi1t0) + fF{5), gt1) + Pld), et2) + pl3), 
gi(3) + Le2), grt4) + LD, al5) 十 DD)! 
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= ax 人 +213+ 16,7 + 14,90 4 10,12 + 5,13 4 0| = 21, 
大 wu1(5)} = D0 或 2. 
最 后 , 按 步 骤 C3),(2),(1) ,并 据 广 (5) 求 出 wr = x = 0 或 2; 再 由 记 (x - x? ) 

= 上 (5) 或 六 3) 得 喧 (5) = 2 或 邮 (3) = 2; 从 而 有 w = 3 或 好 = 1, 即 

ui 二 0, uz 三 ,uy = 3: 
或 

ui] = 2,u = 2,u =1. 
亦 即 需 分 别 给 甲 , 乙 ,再 三 0 合 ,2 台 ,3 人 台 设 备 或 2 台 ,2 台 ,1 台 设 备 才 为 最 优 方 案 . 
这 时 总 的 最 大 便利 值 为 21. 


3.2.2 丙种 资源 的 分 配 问 题 


设 有 数量 为 xo 和 yo 的 两 种 资源 , 角 可 投 人 种 生产 . 车 分 别 以 数量 为 x; 和 7 
的 资源 投入 第 i 种 生产 所 得 效益 为 g(%,y)(i = 1,2,…,n) ,试问 如 何 分 配 这 两 种 
资源 使 之 用 于 = 种 生产 才能 使 总 效益 最 大 ? 

1. 数学 模型 

此 问题 的 静态 规划 模型 为 


max il ,和 + 


| [ 知 = “0 Zi = 加 ， 
To OO = 1 
来 用 与 一 种 资源 类 似 的 记号 ,可 得 道 序 动态 规划 方程 为 
hz) = ox | Be{ es Ye) + rt XE yx)| ， 
0 六 (3-8) 
Fi = OF = nn, 3,2,1. 
2. 数值 解法 
当 * 和 7y 分 别 在 [0,xo] 和 [0,yo] 上 高 散 地 变化 时 ,可 用 道 序 法 求解 (3-8) 式 . 
否则 将 [0, xo] x [0, yo] 用 分 点 
党 二 OA 二 ke 
y = 如 22,222 ,mA = po 
分 成 mi x ma 个 小 矩形 , 格 点 共有 (ri + 1 x (mz + 了) 个 ,并 规定 (4,y4) 入 (x， 
yx) 只 在 这 些 格 点 上 取 值 . 然后 ,利用 (3-8) 式 计 算 (x,%) 在 这 些 格 点 上 的 值 ， 
再 反 疝 递 推 追 踪 , 便 可 求 出 最 优 解 
| xis Ye) (xz 2)" san) 
采用 这 种 方法 , 当 = 或 mi 和 mw 很 大 时 ,会 增加 计算 量 和 库存 量 . 为 简化 计算 ， 
可 采用 拉 格 朗 日 冬 数 法 或 逐次 台 近 法 等 降 维 方法 . 
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3.3 ”复合 系统 工作 的 可 靠 性 问题 


设 某 种 系统 由 = 个 部 件 “ 串 联 ”而 成 , 即 一 个 部 件 失灵 ,整个 系统 就 不 能 正常 
工作 . 为 提高 系统 工作 的 可 靠 性 ,在 等 个 部 件 上 都 装 有 主要 元 件 的 备用 件 及 自动 
投 人 装置 . 备用 件 越 多 ,系统 正常 工作 的 可 党性 就 越 大 . 但 符 用 件 过 多 时 ,系统 的 
成 本 质量 和 体积 等 均 相 应 增 大 ,工作 精度 也 会 降低 . 因此 ,这 里 的 优化 问题 就 变 
成 了 如 何 配备 各 部 件 的 备用 件 ,使 系统 工作 的 可 昔 性 最 大 的 问题 . 

设 第 iti = 1,2,…,n) 个 部 件 上 装 有 5 个 备用 件 ,那么 :的 概率 Pi() ,恰好 
表示 了 第 i 个 部 件 正 常 工作 的 程度 . 于 是 系统 正常 工作 的 可 靠 程度 便 可 用 


站 一 I [Ps) 
来 度量 . 
3.3.1 静态 模型 


设 第 i 个 部 件 上 装 有 z; 个 备用 性 ,每 个 备用 件 的 费用 为 0 ,质量 为 于 ,是 总 费 
用 不 超过 C, 总 质量 不 超过 外 , 则 系统 正常 工作 的 静态 规划 模型 为 


iiaX 天 1 22 二 本 (xs) ， 
于 四 


[= < 0,2 Wz e W, 

Bt, i=1 is1 

本 0 为 正 整 数 ,i = 1,2,°"*,n, 
这 是 一 个 非 线性 整数 规划 问题 ,一 般 求 和 解 较 困难 . 
3.3.2 动态 模型 


将 5 个 部 件 看 作 n 个 阶段 ,用 上 表示 第 个 阶段 . 
由 于 闷 题 有 两 个 约束 条 忻 , 故 选 二 维 状态 变量 ， 

Xp 表示 由 第 大 个 部 件 到 第 用 个 部 件 使 用 的 总 费用 ; 
y 表示 由 第 上 个 部 件 到 第 个 部 件 具 有 的 总 质量 . 
决策 变量 ww 取 第 4 个 部 件 上 装配 的 备用 件数 , 即 闪 
决策 集合 ,状态 转移 方程 和 指标 函数 依次 为 


Dx ph) = {wu 10sm 人 ee min( 兰 , 芷 ) | 
(县 uv 取 非 负 整 数 )， 


中 


PP 


人 = XE CE 
Y=- uri 


各 hn 三 ] lp.Cs),& = 2, ,nn. 
i 
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如 用 万 ( 蕉 ,和 大) 表示 由 第 下 个 到 第 个 部 件 正常 工作 的 最 大 可靠 程 度 , 则 由 最 
优化 原理 , 便 得 逆序 动态 规划 方程 为 
hx) = max | Pilim) 人 wep) ， 
全 


1 一 工大 三 ns 2,1. 


3.4 背包 问题 


3.4.1 背包 问题 及 其 数学 模型 


所 谓 背 包间 题 是 指 这 样 的 问题 :一 个 人 带 一 个 背包 上 了 ,背包 可 携带 物品 的 总 
质量 为 多 - 现 有 rn 种 物品 ,第 i 种 物品 每 件 的 质量 为 下 ,着 带 x; 忻 第 i 种 物品 , 则 可 
获 价 值 为 Ci(%) ,试问 带 哪 几 种 物品 各 多 少 件 ,才能 使 获得 的 总 价值 最 太 ? 

背包 问题 实际 上 是 一 类 货物 装运 问题 . 它 的 静态 规划 模型 显然 为 


mar> 和 和 


st > x; 二 WWW， 记 为 非 负 整 数 ,i = 1,2,…,n. 
= 


一 般 说 来 ,这 是 一 个 非 线性 整数 规划 问题 ,求解 比较 困难 .下面 建立 它 的 动态 
规划 模型 
设 状态 变量 * 表示 可 装载 的 第 1 种 至 第 “种 物品 的 质量 (也 叫 装载 能 力 ) ;决策 
变量 二 表示 第 上 种 物品 的 装载 教 量 (件数 )w , 即 由 = 加 .于 是 ,决策 集合 和 状态 转 
移 方程 分 别 为 
卫 人 三 Fi | 0 堪 二 [x Wi | ， 


x = x Wo, 


其 中 [xx 由] 表示 对 xx 由 取 整 ,和 表示 可 装载 的 第 1 种 至 第 让- 1 种 物品 的 质量 . 
指标 画 数 为 


点 
PE = PG). 


用 (xz) 表示 装载 能 力 为 时 ,可 装载 的 第 1 种 至 第 种 物品 所 获得 的 最 大 价 
值 , 则 由 最 优化 原理 便 得 顺序 动态 规划 方程 为 


Alx) = ma {CeC xs) + fl — Wr) | ， 
| Ee (3.9) 
htx) 三 0, 上 上 三 1 2, 
仿 此 可 知 , 道 序 动态 规划 方程 为 


CL | 


人 = max | Cr) + hlx - Wr)!, 


fC) 三 从 ,天 三 此 
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其 中 x 表示 可 装载 的 第 £ 种 至 第 rn 种 物品 的 质量 ,ftx) 表示 装载 能 力 为 x 时 ,可 装 
载 的 第 上 种 至 第 mn 种 物品 所 获得 的 最 大 价值 . 
例 4 假设 背包 的 装载 能 力 为 100, 现 有 4 种 物品 ,每 种 物品 每 件 的 质量 和 价值 
如 表 3-2 所 示 , 试 求 最 优 装 载 方案 和 景 大 价值 . 
表 3-2 


解 ” 用 v 表示 第 i 种 物品 每 件 的 价值 , 则 (3-9) 式 变 成 
人 = ，， ma 让 二 多 + 所 一 Wer), 
(3-10) 
polx) = 0, 上 = 1,2,3,4. 

注意 ,x 在 [0,100] 上 可 连续 取 值 ,为 了 能 用 (3-10) 式 进行 计算 ,将 x 离散 化 ,了 
x = 100,95,90,…,10,5,0, 如 表 3-3 中 的 第 1 列 所 示 ， 

按 顺 序 解 法 求解 . 先 计 算 站 (100) , 由 于 [sz7 同 ] = [100“40] = 2, 故 x = 0,1， 
2, 从 而 

让 100 = maxld0x0+nDdx1+040x2+0 = 0. 
仿 此 可 求 出 矿 (95) ,4(90) ,及 (5) 10) , 列 人 家 3-3 的 第 2 列 中 . 

再 计算 (100). 尽管 [ xy 配 ] = [100730] = 3, 但 不 取 x。= 3, 因 为 三 件 第 2 种 
物品 的 质量 为 90, 而 价值 只 有 75, 不 如 取 两 件 第 1 种 物品 ,价值 可 达 吧 . 因此 ,x, = 
0,1,2; 从 而 

F100) = maxl0 + A(100) ,25 + A(70) ,50 + A(40)1 
= maxl0 + 25 + 和 ,和 0+ 各 | = 各. 
同 理 , 可 求 出 95), 太 (90),…, (65), 话 (00) , 列 入 表 3-3 的 第 3 列 中 . 

如 同 分 析 (100) 那样 ,对 (100) 只 须 取 x = 0,1, 故 

万 (100) = maxt0 + F0100) ,10 + /2(85)| 
= maxt0 + 90,10 + 80{ = 9%0, 

类 做 地 ,可 求 出 f(95) ,C90),… (5) {0), 列 入 表 3-3 的 第 4 列 中 . 

晤 后 ,计算 六 (100) ,这 时 x4 = 0,1,2,3, 故 

(100) = maxi0+ U100) ,5 + 方 (92) ,10 + (84) ,15 + .及 176)| 

= max{0 + MW,5 + WM,10+ MW,15 + 全 | = %M. 
仿 此 可 求 出 广 (5), 记 (90) ,7,( 引 ) ,A(0), 列 入 表 3-3 的 第 5 列 中 . 

按 定义 户 (100) = 0 为 最 大 价值 .下面 用 反 向 追踪 的 办 法 求 最 优 装载 方案 , 即 

最 优 策略 . 


H 
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表 3-3 


flx) 
x = 上，1,， 立 Tr 二 和，1， 之 


如 0 
» ， 90 
的 0 5 
5 0 20 
30 #0 加 
73 0 #5 65 
Et 0 65 05 
个 0 0 35 55 
的 折 0 0 0 
55 4 加 
0 | 各 45 
ds 0 物 和 
可 各 0 
站 25 
站 23 


| 


为 保证 最 大 价值 , 先 确定 za: 
xat100) = 0， 剩余 容量 为 100; 
xa(100) = 2， 莉 余 容量 为 对 
按 剩 余 容量 确定 xz: 
x3(100) = 0， 剩余 容量 为 100; 
Xa(100) = 1， 剩余 容量 为 85; 
23( 人 4) = 0， 剩余 容量 为 84. 
这 里 妈 可 近似 着 做 踊 , 以 恒利 用 表 3- 区 以 下 类 做 情况 不 再 声明 ). 再 控 尊 余 容量 确 
定 %2: 
xa(100) = 2， 剩余 容量 为 40; 
x2(85) = 0， 剩余 容量 为 85; 
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x2(84) = 0， 剩余 容量 为 下. 
最 后 按 剩 杂 容 量 确定 xl; 
xi(40) = 1， 剩余 容量 为 0; 
x1(85) = 2， 剩余 容量 为 5; 
x1(84) = 2， 剩余 容量 为 4. 
由 此 ,得 三 种 最 优 装载 方案 
[x = 2,.x7 = 0,x3 = 0,x4 = 2|. 
tx = 2x = Ox3 = Lxa = 人， 
xi = 1,x = 2,x3 = 0,x4 = 0|. 
三 种 最 优 装 载 方案 的 最 大 价值 都 是 90. 
3.4.2 价值 函数 Ci(xe) 为 线性 函数 的 情形 


由 例 4 可 知 , 利 用 顺序 动态 规划 方程 (3-9) 式 求解 背包 问题 . 当 丈 较 大 时 , 存 
储量 是 很 大 的 . 当 价 值 函 数 GG(%) 为 线 性 三 数 G0) = ak = 1,2,…,n} 时 
( 例 4 就 是 这 种 情形 ) ,其 中 sw 表示 第 种 物品 每 件 的 价值 ,可 以 建立 一 种 比 (3-9) 
式 简 单 的 模型 . 

不 妨 假 设 诸 质量 到 都 是 正 整 数 , 且 所 有 十 的 最 大 公约 数 为 1, 只 要 重新 调整 
质量 单位 ,这 两 个 要 求 就 都 能 达到 . 

将 每 次 装载 一 件 物品 作为 一 个 阶段 , 便 形 成 一 个 不 定期 的 多 阶 段 决 策 问题 . 

取 状 态 变 量 为 每 个 阶段 可 殿 装 载 的 物品 的 质量 . 决策 变量 取决 定 装载 物品 的 


种 类 . 若 决 定 装 第 种 物品 , 则 剩 下 可 供 装载 的 物品 质量 为 入 = 惠 - 职 , 这 就 是 状 
态 转移 方程 . 状态 决策 集合 为 = |i1 i = 1,2,…,n|. 得 到 的 价值 为 4. 

用 大 史 ) 表示 装载 物品 质量 为 下 时 所 能 获得 的 最 大 价 秆 , 则 由 最 优化 原理 便 
得 


(3-11) 


人 外》= max iv + 让- 用 
AW) = 00£ WsWm-1, 
其 中 下 = _min Rt, 并 规定 乒 - 下 ) = - , 这 就 是 问题 的 动态 规划 模型 . 


(3- 11) 式 比 (3- 9) 式 简单 ,因为 每 次 内 须 递 推 她 计算 一 个 函数 黑 优 值 . 
例 5 计算 表 3-4 所 给 数据 的 装载 问题 ,其 中 到 = 22， 


解 ” 用 p(T) 表示 可 殿 装 载 货物 的 质量 为 入 时 ,使 (3-11) 式 成 立 的 第 i 种 贷 
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物 . 
因为 多 = mint3,6,7,54 = 3, 故 由 (3-11) 式 中 的 边界 条 件 知 
FAO = 10) = AN2) = 0. 
再 由 递 推 公式 {3-11) 依次 计算 让 3) ,A(4), 直 至 (22). 

(3) 三 max | vt + N00) ,wy + 败 - 3) ,v3 + -4), ta + 六 -2)| 
maxj7+0,16 -oo, 雪 -和 -oo = 7, p(3) = 1, 
maxj ol + FD) ,sm + A- Dm+A- Dmn+t /| 
max!l74+0,16- ,9 wm,ls- wm| = 了 p(4) = 1, 
A5) = maxl7+ fF(2) ,16 + Fi- 1) ,19 + A 2),15 + /0)] 

= maxfT + O06 wl9- wls+0 = 15, p(5) = 4. 


4 


上 下 由 


类 位 地 可 算出 
A6) = 16,p{6) = 2. AAT = 19,.p(7) = 3. 
A 二 22, p(8) 三 1 或 4. A9) 三 23, p(9) 三 1 或 2. 
A = 30,p(10) = 4. fl11) = 31,p(11) = 2 或 4. 


A12) = 34,p(12) = 3 或 4. R13) = 7,p(13) = 1 或 4. 

fi14) = 38,p(14) = 1 或 2,3,4. fA(15) = 45,p(15) = 4. 

FO6) = 和 本 ,p(16) = 2 或 4. fA17) = 鸭 ,p(17) = 3 或 4， 

所 18) = 32,p(18) =1 或 4. 19) = 53,p(19) = 1 或 2,3,4, 

A20) = 的,pt20) = 4. A21) = 61,p(21) = 2 或 4. 

1022) = 64,p(22) = 3 或 4， 

由 了 的 定义 知 ,22) = 64 为 最 大 价 信 .pl(22) = 3 或 4 表示 可 供 装 载 的 货物 质 

量 为 22, 需 装 第 3 和 第 4 种 货物 ,而 这 两 种 货物 每 件 的 质量 分 别 为 了 7 和气 见 表 3-4). 
因此 ,可 装 第 3 种 货物 1 件 ,第 4 种 货物 3 件 , 而 第 1,2 种 货物 都 不 装 , 即 最 优 装 载 方 
案 为 


Xl = Xr = 0, x 二 ]， 了 
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4.1 男 一 类 资源 分 配 问 题 


3.1 节 中 研究 的 资源 分 配 问 题 是 一 次 性 生产 问题 , 即 不 考虑 收回 剩余 资源 进行 
再 生产 . 现在 研究 另 一 类 资源 的 分 配 问 题 , 即 每 次 生产 后 , 需 将 剩余 资产 回收 后 进 
行 再 生产 . 

为 简单 起 见 ,只 考虑 一 种 资源 、 两 种 生产 的 情况 . 

设 有 数量 为 az 的 某 种 资源 ,可 以 投入 4 ,了 两 种 生产 .假设 投 人 4 ,8 两 穆 生 产 
时 ,所 得 效益 51, 5; 与 投入 资源 数量 y,z 的 关系 分 别 为 5, = gl(y) 和 5 = (zx). 每 
次 生产 后 ,可 将 剩余 资源 回收 进行 再 生产 , 设 回 收 率 分 别 为 a 和 bt0 < a,8 < 1). 


A 
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现在 制定 一 个 = 年 生产 计划 ,其 目的 是 将 每 次 回收 的 资源 重新 分 配给 两 种 生产 ,使 
总 效益 最 大 . 


4.1.1 数学 模型 


这 是 一 个 = 阶段 决策 问题 . 阶段 变量 取 作 年 度 , 即 上 = 1,2,*…,n 

状态 变量 六 取 作 第 上 年 年 韦 拥有 的 资源 数量 . 

决策 变量 点 取 作 第 上 年 年 初 分 配给 4 种 生产 的 资源 数量 ,这 时 分 配给 8 种 生 
产 的 资源 数量 自然 为 x - 必 . 


允许 决策 集合 及 状态 转移 方程 分 别 为 
D= wis el) 
Vast = Guy + bl — a). 


阶段 效益 即 为 第 上 年底 的 效益 , 故 为 
dx ts) = gu) + (xs — He). 


指标 哨 数 显然 为 
Fs = Plels j) x] 1 


用 所 (%4) 表示 从 状态 此 出 发 ,采用 最 优 策略 ,到 第 m 征 生产 结 束 时 的 最 大 效益 
由 最 优化 原理 ,得 道 序 动态 规划 方程 为 
Rlxe) = ma FgCu,) 十 h(t xy 一 ty ) + 站: + 上 一 [| 
| DE {4-1) 
Fr) = OF = rn,'",2,1. 
由 于 和 ww 可 以 连续 变化 , 故 用 x 和 7 分 别 表示 之 .上述 递 推 公式 可 写成 
全 = umax 18( 1) + hx y+ nCary + bx — 7))), C4.2) 


Pst st) 三 心 ,天 三 有 


4.1.2 模型 {4-1) 的 解法 


一 般 说 来 ,模型 (4-2) 的 每 一 次 夺 代 都 是 一 个 非 线性 规划 ,求解 较为 复 傈 . 但 
当 gty) 和 h(ty) 都 是 凸 阔 数 时 ,求解 是 容易 的 . 

定理 1 车 g(Y) 和 hty) 都 是 同 函 数 , 且 gt0) = 440) = 0, 则 动态 规划 方程 
(4-2) 的 最 优 策 略 y, 在 每 个 阶段 总 取 区 间 [0,x] 的 端点 . 

例 1( 机 器 负荷 问题 } 设 有 1000 辣 机 器 ,可 以 在 高 低 两 种 不 同 负 区 下 进行 生 
产 . 很 设 机 器 在 高 负荷 下 生产 时 ,产品 的 年 产量 5 与 投 人 的 机 器 数量 y 的 关系 为 
S = 8y, 机 器 的 完好 率 为 0.7; 机 器 三 低 和 负荷 下 生产 时 ,产品 的 年 产量 5; 与 投入 的 
机 器 数量 = 的 关系 为 9 = 5z, 机 器 的 完好 率 为 0.9, 要 求 制定 一 个 5 年 的 生产 计划 .. 
问 每 年 开始 时 如 何 重新 分 配 完 好 的 机 器 在 两 种 负荷 下 工作 的 数量 ,才能 使 5 年 内 
总 产量 最 高 ， 

解 ”显然 ,这 个 问题 是 上 述 资源 分 配 问题 的 特例 ,其 中 xo = 1 000,n = 5,g = 
By = Sza = 0.7,58 = 0.9, 这 时 (4-1) 式 变 成 
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全 = oan [Bu + Sw — wy + AeO. Tm + 0.0m — m2))!, 
号 本 


jet xe) 三 0,k 三 5,413,2,1. 
由 于 g = 8y,h = 5z 都 是 线性 函数 ,当然 是 凸 函 数 , 故 可 利用 定理 1 来 解 . 
当 # = 5 时 ， 


Fxs) = max {Bus + Sxs — 05) = max 3us + Sxsl, 
0 号 本 Qos 是 天 呆 


因为 3u + 5xs 是 的 线性 单调 增 汕 数 , 喜 当 ws = 上 时 取 最 大 值 ( 以 下 类 要 情况 不 
再 说 明 ) ,所 以 


f(xs) = Bxs. 
当 此 = 4 时 ， 
(x4) = max, {Bu + SCx4 — 4) + BS[O. Tug + 0.9(x4 — m4)]} 
> me 1 dug + 12.224 = 13.6x4, 14 = Xa? 
号 吓 天 4 
当 上 = 3 时 ， 
hlxs) 三 max |8u3 + 5(xs ~ i) + 13. &[0. Ts + O. 9 x3 一 um) | 
二 mon {17. Sd uy 十 17 . 24( x3 — wa)) = 17., SOx3s ts 一 党 3 
od 
当 上 = 2 时 ， 


flx2) = od (Boa + SCxa = tt2) + 17.52[0.7u + O00x2 = 反串 
max “0. 26u + 20.768( %3 — 10)1 = 20.768x2, 2 = 0; 
0 
当天 = 工时， 
Hr) = oe, Bu + Sxr — LI) + 20.768[0.7u + 0.9(x1 — u1) 1 
= max (22. 533765 + 23.6912{ xl - ul)! = 23.7x1r U1 = 0. 


由 此 可 知 , 最 优 策 略为 
fur = Ou = Om = 和 = Wardts = Ksl, 
即 头 两 年 把 年 初 的 完好 机 器 全 部 投入 低 和 负荷 生产 ,后 三 年 则 全 部 投 人 高 负荷 生产 ， 
这 样 使 得 最 高 产量 
fx) 二 23. 7x1 三 23700 各 +: 
利用 状态 方程 可 以 求 出 每 年 年 初 尚 有 的 完好 机 器 数量 分 别 为 
xz = 0000 全 ,x2 = 0.7al +09(xz - ua = 900 台 ， 
x3 = OT + O00 x - mm) = $0 ,wm = 0.70 +0. -上 省) = 570 各 ， 
xs = DO.T0 + DO.9x4 = ta) = 307 台 ,w = O70 + O00xs oH) = D8 . 
上 面 的 问题 始 端 状 态 x，= 1000 台 是 给 定 的 ,但 终 螨 状态 x6 没有 限制 ,这 样 对 
生产 显然 不 利 . 因此 ,通常 对 终端 是 有 限制 的 ,例如 规定 xe = 500 台 , 即 $ 年 后 尚 须 
保存 完好 机 器 500 台 ,这 时 如 何 安排 生产 ,才能 使 总 产量 最 高 ?这 个 问题 是 不 难 解 
决 的 ， 
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4.2 ” 连 轧 机 操作 问题 


所 谓 连 轧机 操作 问题 是 指 这 样 的 问题 :假设 轧机 有 = 个 彼此 独立 的 轧辊 ,钢坯 
通过 每 个 轧辊 轧 制 后 , 谭 度 都 要 变 小 , 即 都 有 一 定 的 压 下 率 , 最 后 轧 制 成 所 要 求 的 
厚度 . 在 轧 制 过 程 中 ,通过 每 一 道 轧辊 的 庄 下 率 是 可 以 选择 的 ,但 要 受 工艺 条 件 的 
限制 , 压 下 率 不 能 太 大 ,和 否则 会 使 作用 于 轧辊 的 反抗 力矩 过 大 而 损坏 机 器 ,同时 还 
会 使 筷 制 时 间 过 长 而 影响 以 后 各 轧辊 的 轧 制 .因此 ,各 个 轧辊 的 压 下 率 就 构成 不 同 
的 孔 制 策略 ,不 同 的 轧 制 策 酷 对 应 着 不 同 的 轧 制 结果 ,因而 也 就 对 应 着 不 同 的 产量 
和 质量 . 那么 ,如 何 求 出 最 优 的 压 下 率 ,使 得 在 保证 产品 质量 的 前 提 下 ,钢材 通过 
的 叙 速 度 为 景 大 . 


4.2.1 教学 模型 


将 # 个 轧辊 的 轧 制 次 序 二 = 1,2,…,n 取 作 阶段 变量 ， 
用 yy, x4 分别 表 示 轧 材 和 通过 第 个 轧辊 的 入 口 和 出 口 厚度 .并 取 % 作为 第 k 鼎 
的 状态 变量 ,而 将 决策 变量 由 取 作 入, 即 ws = x. 于 大 ,决策 集合 为 
D=imlsem= ns pl, 
其 中 p 为 第 一 个 轧辊 的 人 口 厚度 ,并 福 意 内 = 如- 故 状 态 转 移 方程 为 
和 -1] 二 Wx 
用 以 条 ,和 外) 表示 当 力 材 的 人 口 ,出口 厚度 分 别 为 y ,x 有 时 , 思 材 通过 第 不 个 轧 
辊 的 重大 速度 .T(xw) 表示 轧 材 通过 第 上 个 轧辊 的 出 口 厚度 为 时 , 轧 材 通过 前 卡 
个 轧辊 的 最 大 速度 . 
于 是 .由 最 优化 原理 ,并 注意 思 材 通过 轧 制 系统 任何 两 部 分 的 速度 不 能 超过 这 
两 部 分 速度 的 最 小 者 , 便 得 该 问题 的 顺序 动态 规划 方程 为 
T(x) = max {min[ 7 CE 和 | 
| | (4-3) 
TI》 x00p) sk 23 
例 2 家 4-1 纳 出 了 对 应 不 同 的 x 和 7% 的 tCwy ,Yi) 的 值 ,p = 10, 试 计算 相应 
的 T(x ) ,Ek 三 | Wr 
解 ”由 边界 每 件 知 TCx) = (x ;10), 而 x = 10,9,…,1, 于 是 TiCxi,10) 的 
值 如 同 表 4-1 中 的 第 2 行 ,把 它 记 人 表 4-3 中 的 第 2 行 ,这 时 w(x1) 无 意义 ， 
再 由 递 推 公式 人 4-3) 计算 (x2) ,这 时 
Tt x2) 二 ax min[ Ti(y2), tC x3, 72)]|. 


于 是 ， 由 表 4-1 知 ， 
(10) 


a 
min[ Ti (10), #010,10)] = min[ 1.00,1.00] 
1.00., 
T,(9) = ， max {min[ TICY2) tt9, ya) ] | 
看 入 下 


max jmin[ Ty (2), 1(10, y2) | 
PL 
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表 4-1 


8 了 
0.89 .4 
1.00 内 各 0. 名 
1.00 0.%4 

1.00 


一 


tx Ye) 


夏 
0.77 
从 名 
0.87 
,9 
1.00 


Ss 
0.71 
0.74 
,79 
,84 
0,91 
1.00 


fe T,(9), 1(9,9)] 
= MA 


minf TC 10), 9,10)] 


= 0.95,w(9) = 9 或 10. 


类 似 地 ,可 求 出 T7508),…, 7T9(1). 


4 


0.63 


0.67 
.71 
0.75 
D0D ,32 
0. 她 
1.00 


|- 


3 2 1 
0.55 0.45 和 .32 
0.57 047 0. 和 3 
0.61 0 和 0.35 
0.66 0.55 0,37 
0.71 0.538 0.41 
0 0 
Om ON .0 
i.00 0 和 0.57 
i.00 0.71 
1.00 
min[0.95,1 0] 
min[ 1.00,0.95] 


为 了 简化 上 述 计算 过 程 ,本 采用 列表 的 办 法 直观 地 进行 . 表 4-2 给 出 了 五 (3) 
的 计算 结果 .一 般 规 则 是 ;为 计算 T(x), 取 表 4-1 中 右边 第 上 列 的 元 素 与 -1( 4) 


中 相应 的 元 素 成 对 地 进行 比较 后 取 最 小 值 ,最 后 取 这 些 最 小 值 的 最 大 者 就 是 


Ts) 由 表 4-2 知 ,T03) = 0.71,w(3) = 和 或 了 亦 即 为 使 轧 材 通过 第 2 个 力 辊 
的 出 口 厚度 为 3, 必 须 使 轧辊 的 人 号 厚度 为 6 或 5, 才 能 使 轧 材 的 出 口 速度 达到 最 大 


值 9.71， 


表 4-3 记 录 了 冯 = 如 ,58 = 二 2,3,4,5 的 Tir) 和 w 的 各 种 结果 ， 


表 4-2 
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4.2.2 递 推 公式 (4-3) 的 图 像 解 法 


由 于 入 口 和 上 出 口 厚度 都 是 连续 变化 的 , 故 可 将 iixi ,yy) 写成 i(x,7Y) ,并 将 : 
= 上 以 xy) 看 做 以 x 为 参数 的 曲线 复 , 它 对 y 是 单调 减少 的 ,对 * 是 单调 增加 的 .又 
曲线 * = TT_1(Y) 是 单调 增加 的 . 在 实际 问题 中 ,这 些 蝶 求 都 是 满足 的 . 
当 ix,y) 及 T_1{7Y) 为 已 知 时 , 求 出 曲线 z = tx,y) 与 z = 1(Y) 的 交 操 
的 Y 坐标 y = 此 (xz), 如 图 4-1 所 示 , 便 得 到 
Tix) 二 tul x)} ,x). 


tal x lx) rl x) 


图 4-1 
4.3 “设备 更 新 问题 
在 工农 业 生 产 和 国防 建设 中 ,经 常 遇 到 因 设 备 嘛 旧 或 损坏 需要 更 换 新 的 问题 ， 


380 - 第 10 篇 动态 规划 


那么 ,一 台 设 备 使 用 多 少年 后 更 新 ,才能 使 总 的 效益 最 大 ?这 就 是 设备 更 新 间 题 . 
4.3,1 几 个 基本 概念 


用 r() 表示 役 令 ( 已 使 用 过 的 年 限 ) 为 上 年 的 一 台 设 备 再 继续 使 用 一 年 可 得 到 
的 经 济 收入 , 称 r(9 为 效益 函数 . 通常 r(t) 是 减 函 数 ， 

用 uti) 表示 和 后 令 为 上 的 一 台 设 备 再 继续 使 用 一 年 的 维修 费用 , 称 u(1) 为 维修 
费用 函数 . 通常 u(t) 是 增 函 数 . 

用 C{70) 表示 卖 掉 一 台 和 后 邻 为 上 的 旧 设 备 , 买 进 一 台新 设备 (后 令 为 0 年 ) 的 纯 
支出 费用 , 称 Ct1) 为 更 新 费用 函数 . Ct) 总 是 非 负 的 ,并 在 价格 不 变 的 条 件 下 是 
增 蚂 数 . 


4.3.2 数学 模型 


假设 某 工厂 需 连续 营运 a 年 ,该 厂 有 一 台 某 种 设备 的 r(0), wt?) ,C(t) 均 已 
知 .选取 动态 参数 如 下 : 

阶段 变量 K(k = 1,2,…,n) 选 为 营运 年 数 . 

状态 变量 x 表示 第 年 年 初 设备 的 役 令 . 

决策 变量 内 表示 第 上 年 年 初 是 继续 使 用 旧 设 备 ( 用 大 表示 ) ,还 是 使 用 更 新 后 
的 新 设备 (用 P 表示 ), 即 uu = 此 或 P. 


状态 转移 方程 为 
+ 1， 到 二 下; 
rl {> uw = P. 
阶段 指标 函数 
rxe) — u(xre), we = 上; 
dm tm) = Le _ 0) - Cx), =P. 
指标 阻 数 为 


Fn 二 Za wy), k 三 1 ,2 ,rn 


用 及 ( 闷 ) 表示 从 第 8 年 年 初 开始 ,使 用 一 台 役 令 为 二 的 设备 ,到 第 "年 年 末 的 
最 大 纯 收 益 . 由 最 优化 原理 ,得 逆序 动态 规划 方程 


Alx) = ma dns wh) + r(x ))| 


ma "2 GN) + Pr + 1), um = KK; (4-4) 
(0) — w(t0) — Ca) + fintl), w= P, 
万 :Cs = 0,k = n,",2,1. 

如 果 开 始 时 役 令 为 0, 则 x) 的 可 达 状 态 为 0,f (0) 为 所 求 最 大 效益 ;如 果 开 始 
时 委 令 为 m, 则 x 的 可 达 状 态 为 m, 广 (mm) 为 所 求 最 大 效益 . 最 优 策略 可 按 uw 是 取 
上 还 是 取 PP 才 产生 (0) 定 出 ur ,再 由 产生 (0) 的 表达 式 确定 (%2) ,然后 再 按 加 
是 取 外 还 是 取 P 才 产生 所 (x2o) 定 出 uz. 依 此 继续 下 去 , 便 可 求 出 最 优 更 新 策略 
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| 
例 3 革 工 厂 的 革 型 号 机 床 的 年 均 维 休 费 用 及 效益 指标 如 表 4-4 所 示 { 单 位 为 
干 元 》. 


”wv(07 千 元 


u07 千 元 
购买 一 人 台 同 型 号 的 新 志 床 价格 为 5S000 元 . 如 厂 方 将 该 机 床 出 售 ,其 价 斤 如 表 


4-5 所 示 . 
5 5 


该 厂 在 I%96 年 有 一 台新 机 床 ， 0 征订 庆 抽 床 的 最 信 更 新 生路 及 


最 优 效益 值 . 
解 ”这 个 问题 正 是 递 推 公式 (4-4) 所 描述 的 类 型 ,其 中 = = 5,r(4) 及 af 分 


别 如 表 4-4 及 4.5 所 示 ,C(t) 如 表 4-6 所 示 . 
表 4-6 


当 上 = 5 时 , 递 推 公式 (4-4 蛮 成 
和 一 ， = 于; 
f(xs) = 人 s) — u(xs) Us 


Max| r(0) - (0) - Clxs), 
这 时 x5 的 可 达 状 态 为 1,2,3,4.， 
4.5-1 
A(D = ma )=3.5, mstl} = 尺 或 PP， 


5-0.5-1 
类 似 地 ,有 
DD = 3， if2) = KK 或 P; 


ft3) 三 2.5， us(3) 至 Pp; 
万 (4) = 2 us{4) =P 


当 上 = 4 时 ,公式 (4-4) 变 成 
人 一 ur) + lmt+ 1), w= K; 


tx) = max rt) — wt0) ~ Clixa) + fot1), m4 = PP. 


(bb 三 7, uat 1) 三 户 ; 
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(2 = 6.5, wt2) = P; 

(3) 三 6, ul3) = PP. 
当 皮 = 3 时 ,注意 x 的 可 达 状 态 为 1,2. 类 似 地 算出 

B01) = 10.5, ut = P; 

万 (21 = 10,m(2) = P. 
当 上 上 = 2 时 ,sa 的 可 达 状 态 为 1, 故 

All) = 14, wil) = P., 
当 上 = 1 时 ,x 的 可 达 状 态 为 0， 

万 (0) =.18.5， oa(0) = KK, 
由 此 可 知 , 晤 优 更 新 策略 为 


iK, P,P,P,kK! 
或 
IKE,P,P,P,P|. 
最 太 经 济 北 益 为 1. 忠 万 元 、 
4.4 排序 问题 


排序 问题 属 组 人 台 优 化 , 现 已 发 展 成 为 运筹 学 的 一 个 独立 学 科 , 这 里 只 介绍 一 些 
基本 问题 . 


4.4.1 一 般 提 法 


这 里 要 介绍 的 排序 问题 是 指 : 设 有 nm 个 零件 ,需要 在 m 台 设 备 上 加 工 , 如 备用 

,表示 第 i 个 零件 在 第 7 台 设备 上 的 加 工时 间 , 则 称 
T= (nym 

为 加 工时 和 间 短 阵 . 在 了 已 知 的 条 件 下 ,试问 如 何 安排 这 ”个 零件 在 严 台 设 备 上 的 
加 工 顺序 ,才能 使 得 从 开始 加 工 第 一 个 零件 的 时 刻 起 到 加 工 完 最 后 一 个 零件 的 时 
刻 目 ,所 用 的 总 时 间 为 景 少 ? 

为 简便 计算 ,只 考虑 有 个 工 御 需要 在 4, 吕 两 台 设 备 上 加 工 , 且 每 个 工件 都 必 
须 经 过 先 4 后 8 的 两 道 加 工 工序 . 已 知 加 工时 间 托 阵 为 


i tna a 6 

9 

fl tn2 人 6 

试问 如 何 安排 加 工 顺 序 ,才能 使 加 工 的 总 时 间 为 最 少 ? 


4.4.2 ”数学 模型 


将 第 上 个 工件 在 两 台 设备 上 可 工 完毕 取 作 第 万 段 ,k = 1.2,… ,nn. 


用 将 表 示 等 竺 在 4 上 加 工 的 工件 集合 . 对 每 个 x EX, 用 :表示 从 在 4 上 加 工 
完 * 的 和 村 刻 算 起 ,直到 在 有 上 加 工 完 * 所 需 的 时 间 . 那么 (X,1) 完全 可 以 描述 加 工 
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的 演变 过 程 , 故 用 { 了 Y, 表示 状态 变量 ,并 用 (到 ,#) 表示 第 大 全 的 初始 状态 . 
决策 变量 wu 取 作 从 第 上 用 的 ( 到, 四) 状态 出 发 ,在 下 中 选取 一 个 工件 进行 加 
工 . 例如 取 E Xe, 则 Ww = i. 允许 决策 集合 为 大 = 总， 
车 下 = 局 则 状态 转移 方程 为 


1 一 有 iil, 
1 m+ ba 
中 +1 三 
bh;, [ 妆 辟 i 


用 请 [下 ) 表示 从 状态 { 雍 , 包 ) 出 发 ,到 将 到 中 所 有 工件 加 工 完 毕 所 用 的 最 
少时 间 ; 用 外 ( 六 ,点 , 让 表示 从 状态 (无 ,多 ) 出 发 , 先 在 4 上 可 工 工 件 六 然后 再 对 
庆 | 计 中 工件 采用 最 优 加 工 顺 序 记 需 的 时 间 . 由 最 优化 原理 ,得 道 序 动态 规划 方 
程 
人 + 下 

a + hint il, 6,), 7 

Ft tat) 三 0,k = n,""",2,1., 

4.4.3 ”最 优 排 序 恰 库 


定理 2 使 


4 如 


A &) = min 


Fi) a hj i) 
的 充 要 条 件 是 
mim ai ， bl 下 min| a;, bi} . (4-5) 


由 定理 2 知 , 在 第 段 ,将 工件 i 排 在 工作 i 之 前 加 汗 的 充 要 条 件 是 (4-5) 式 成 
立 . 

根据 定理 2, 可 以 得 下 述 最 优 排序 程序 : 

1P* 令 

e = mint ays ea sy ty his Bas, hol 

> 车 ce = a, 则 拒 工 件 i 排 在 第 一 位 ,并 从 工件 集合 中 去 掉 它 . 

3》 车。 = 5,, 则 把 工件 i 排 在 最 后 一 位 ,并 从 工件 集合 中 去 掉 它 . 

中 对 剩 下 的 工件 集合 重复 上 述 步 骤 , 直 到 工件 集合 为 空 柴 汐止 . 

例 4 已 知 5 个 工件 ,它们 在 2 台 设 备 上 的 加 工时 间 垂 阵 为 

7 - [3 2 5 6 4]" 
17 9 8 356 

试 求 最 优 排序 . 

解 。” 按 最 优 排 序 程序 , 易 知 最 优 排序 为 
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确定 型 动态 规划 基 指 多 阶段 决策 问题 的 过 程 是 确定 的 , 即 选 定 策略 1 ui , wz， 
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… 如 后, 过程 的 状态 序列 fx x2,… ,和 41| 也 就 随 之 确定 ， 

随机 型 动态 规划 是 指 多 阶段 决策 问题 的 过 程 不 是 确定 的 ,而 是 随机 的 , 即 给 定 
策略 后 , 过程 的 状态 序列 1 ,x2,… ,Xn4t] 是 随机 的 ,也 即 冯 1, xz xy 
形成 了 一 个 具有 某 种 概率 结构 的 高 散 参 数 的 马尔 可 去 过 程 . 

对 于 随机 型 多 阶段 决策 问题 ,从 数学 上 可 以 证 明 ,最 优化 原理 仍然 成 立 . 


5,1 随机 道路 问题 


5.1.1 简单 随机 道路 问题 的 基本 解法 


图 5-1 是 一 个 简单 的 网 络 ,其 中 线段 ( 称 为 踊 ) 上 的 数字 是 通过 该 弧 的 费用 . 
在 每 个 结 点 上 都 有 两 个 决策 可 选 , 对 和 角 向 上 (!( 记 作 5) 或 对 角 同 下 { 记 作 DD). 试问 
沿 哪 条 道路 由 4 行进 到 直线 上 8, 才能 使 总 费用 最 小 ? 

如 果 是 确定 型 的 ,就 是 第 1 章 1.1 节 中 的 最 短路 
问题 . 随机 道路 间 题 是 指 , 当 -- 个 旅行 者 在 某 个 结 
点 被 通知 向 上 走时 ,他 只 以 34 的 概率 记 和 住 已 ,而 以 
1 必 的 概率 忘掉 上 向 下 走 ; 反 之 ,如 果 在 这 个 结 点 被 
通 知 向 下 走时 ,他 同样 以 34 的 概率 记 住 了 ,而 以 174 
的 概率 忘掉 D 向 上 走 . 旅行 者 在 每 个 缚 点 都 遵守 这 
个 规律 ,而 不 管 在 前 面 的 结 点 是 否 接 到 这 个 通知 . 
这 样 , 只 能 求 出 他 经 过 各 种 可 能 道路 的 概 室 . 随机 
道路 问题 的 求解 就 是 要 求 这 样 的 路 线 :其 相应 的 费 
用 的 期 望 值 最 小 . 

由 于 对 随机 道路 来 说 ,用 决策 序列 控制 过 程 和 
用 策略 控制 过 程 所 得 到 的 解 是 不 同 的 ,因此 有 两 种 

图 3-i 形式 的 解 . 称 由 决策 序列 确定 的 解 为 开 环 控制 ,而 
由 策略 确定 的 解 为 反 局 控制 . 

1. 用 穷 举 法 求 最 优 开 环 控制 

图 5-1 给 出 的 道路 问题 ,在 确定 型 中 ,每 个 决策 序列 由 3 个 决策 构成 ,总 共有 8 
个 决策 序列 ,它们 是 


上 上 上 上 
下 下 
上 上 下 上 


在 请 机 问题 中 , 若 决 策 序 列 是 Dp 一 5 一 D, 则 以 27764 的 概率 ( 即 三 个 决策 D,U,D 
都 记 住 ; 产生 一 条 道路 ; 
下 一 上 一 下 ,费用 为 0 
以 9764 的 概率 ( 即 记 住 2 个 决策 ,忘掉 1 个 决策 ) 产生 三 条 道路 ; 
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下 一 上 一 上 ， 费用 为 1 200， 
于 一 下 一 下 ， 揭 用 为 12， 
上 一 上 一 下 ， 费用 为 10 


以 3x64 的 概率 ( 即 记 


上 一 下 一 下 ， 费用 为 10; 
以 1764 的 概率 { 即 3 个 决策 者 忘掉 ) 产生 一 条 道路 : 
上 一 下 一 上 ， 费 儿 为 1210. 
将 以 上 8 个 费用 分 别 乘 以 它们 相应 的 概率 , 然后 再 相 加 , 便 得 决策 序列 
D 一 上 U 一 D 的 期 望 费 用 
Ep = 27/64 x O04 D964 x (1200 4+ 12 + 10) + 
64 x (12 4 104 10) + L164 x 1210 


l 
= 1]192 一 . 
引 
这 样 的 决策 序列 共有 8 个 , 按 同 样 的 计算 方法 ,分 别 计 表 5-1 
算出 它们 的 期 望 什 , 烈 人 表 5-1 中 . 其 中 最 小 者 为 120 党， 决策 序列 | 期望 费用 


即 决策 序列 U 一 U 一 D 具有 最 小 期 望 刘 用 ,而 在 确定 型 中 ， 2 一 0 人 192 作 
决策 序列 Dp 一 VD 费用 最 小 (为 0)， 呈 呈 二 5 去 

2. 用 动态 规划 方法 求 最 优 反 霹 控 制 pp 3 

用 (x,y)( 图 5-1 中 的 结 点 ) 表示 状态 变量 . 决策 变量 ，， 中 1 
取 0 或 取 癌 . 如 果 取 上 5, 则 以 344 的 概率 转 到 状态 (x + 1,7 + 
+ 1) ,这 时 设 费 用 为 a,(x,Y); 或 以 144 的 概率 转 到 状态 (x “2 4 
+ 1,7 - 1) ,这 时 设 费 用 为 oslx,y). 如 果 取 DD, 则 以 3A4 的 ”0 一 p 一 中 二 
概率 转 到 状态 (x + 1,y - 1), 这 时 费用 为 aa(x,7); 或 以 14 yg mm 和 
的 概率 转 到 状态 (x + 1,y + 1) ,这 时 费用 为 a,(x,y). 为 

定义 最 优 捧 望 函数 S(x,y) 为 从 状态 (x,y) 出 发 ，( 二 让 个 3532 


采用 最 优 反馈 控制 策略 时 ,其余 过 程 的 期 望 赛 用 . 
于 是 ,由 最 优化 原理 的 随机 形式 , 便 得 逆序 随机 动态 规划 模型 , 即 递 推 关 系 为 


[a (x,y) + Stx+1,yY+1)]+ 


二 [oss + Sr+1,y-D]， 取 ; 


S{x,Y¥) = min ‘5-1) 


[Lar,y) + Sx+1,y+1)]+ 


[oa(x,y) + Stx+1,7y-1))， 取 DD， 


边界 条 件 为 
S${3,3) = S$(3,1) = 5(3, -1) = 5(3, - 3) = 0. (5-2) 
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例 1 利用 北 推 公式 (5-1) 及 (5-2) 求解 图 5-1 中 的 随机 道路 问题 . 
解 当 x = 2,7 = 2,0, -2 圭 ， 


$(2,2) = mint4 (0+0) + (0+0),1(0+0) +20+0 =0, 


p(2,2) =U 或 上 D， 
类 似 可 求 出 
rn 


S$(2,0) = 300， p(2,0) ， 
U 或 上 D. 


Sf2, ~ 2) = 12, pl(2, - 2) 
当 xw = 1,y = 1,-1 时 ， 
S{1,1) = 75, pl1,1) = U. 
Stl, -1)= 和 时，pl -1) = 卫 . 
当 x = 0,y = 人 0 时 , 
1 


(0,0) = M4， PIO0) = D. 


即 最 优 其 望 费 用 为 84 雪 , 再 由 反 向 追踪 可 知 最 优 反 局 策 略为 

iD,D,Ui 或 1D,D,Dj， 
可 见 期 望 费 用 比 用 决策 序列 得 到 的 期 望 痪 用 小 . 这 是 因为 最 优 反馈 控制 利用 了 在 
每 一 状态 的 所 有 信息 ,因此 通常 要 比 最 优 开 环 控制 产生 的 期 望 绵 用 小 . 


5.1.2 随机 停止 时 间 问 题 


在 很 多 问题 中 ,不 仅 决 策 转 移 是 随机 前 ,而且 过 程 的 阶段 也 是 随机 的 . 例如 生 
命 的 阶段 ,一 场 排球 赛 的 阶段 (局 ) 等 都 是 随机 的 . 这 样 的 问题 称 为 随机 停止 时 间 
问题 . 

如 图 5-2 所 示 ,假设 这 个 随机 道路 问题 的 阶段 不 定 , 即 当 旅 行者 从 4 点 出 发 
后 ,并 不 知道 是 到 达 直 线 民 还 是 到 达 直 线 五 才 停 止 前 进 . 已 知 到 达 停止 时 的 要 
率 是 pe, 到达 了 D 停 止 时 的 概率 是 pp = 1 - pe. 当 旅 行 
者 到 达 直 线 8, 而 且 尚 未 作出 决策 前 ,并 不 知道 过 程 
到 哪 一 条 直线 结束 . 

笨 设 已 处 在 过 程 的 某 一 阶段 . 若 阶 段 数 * 满足 
xt 所 生 和; 则 在 x 阶段 已 经 知道 被 通知 在 什么 地 
方 停止 ; 若 x < x1, 当然 还 不 知道 这 个 信息 ;车 x > 
#2; 则 3 就 是 停止 线 - 因此 ,在 不 同 阶 段 , 其 最 乱 期 
望 值 消 数 是 不 同 的 .规定 如 下 : 

(1) 当 xw 志 -1 时 ,用 F(x,y) 表示 从 状态 ( x， 
Yy) 出 发 ,其 余 过 程 的 最 小 期 望 费用 ; 

(2) 当 详 x 三 和 -1 时 ,用 Cx; yz) 表示 从 
状态 (xz,y) 出 发 , 且 在 z 处 (zs = 志 或 z = 妇 ) 停 目 
时 ,其余 过 径 的 最 小 费用 ; 
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(3) 当 = 尖 也 时 ,用 中 (xy) 表示 从 状态 (x,yY) 出 发 , 且 在 x = 刀 售 止 时 ,其 
余 过 程 的 营 小 费用 . 
实际 上 ,这 里 只 有 第 1 种 情况 是 期 望 费用 ,因为 一 旦 第 2 或 第 3 两 个 量 优 函数 
的 自 变 量 给 定 后 ,过 程 的 阶段 就 知道 了 . 由 此 , 便 得 到 如 下 的 递 推 关系 ,也 即 这 种 
问题 的 道 序 动态 规划 模型 ， 
lp 当 * 过 2 罗 -1 时 ， 
. dx + Ftx+ ly + 1), 
Flx,y) = ai + F(x+1,y-1) 上 
边界 条 件 为 
[fox 7)》+peCfxiy + ix} + poCUxiy yy+1x3)， 
Fx 1,7) = min -17) + pe - ,x2) + PoGxzi3y — Ys x3) } 


忆 当 宰 志 -1 时 ， 
Gx YE) = minl 


边界 妹 件 为 :对 所 有 的 y, 有 
Grarr ta) = 0 Clraysy a) = (ris ¥). 
入 当 1 时 ， 


H(ix,y) 三 mi 
边界 条 作为 :对 所 有 的 y, 有 


ox) + Gx+ 1,y+ ed 
oar yy) 4 GX Ty -1,s) 


(x) + Hx + 1,y+ 4 
aslx,y) + Hix+ ly 1) 了 


Hixa,y) = 0. 
计算 次 序 是 从 %3 道 序 进 行 : 先 计 算 占 ,再 计算 Gt 对 两 种 停止 情况 的 每 一 种 , 它 
都 给 出 在 每 个 结 点 的 不 同 费 用 和 可 能 的 不 同 决 策 ) ,最 后 计算 出 下 , 即 为 所 求 . 
最 后 必须 指出 ,有些 实 际 问题 ,在 做 出 决策 和 完成 这 个 次 策 之 问 要 经 过 一 段 时 
间 . 例如 ,在 库存 问题 中 ,订货 和 到 货 就 须 经 过 一 段 时 间 . 这 和 神 问 题 称 为 时 间 延 迟 
问题 . 这 里 不 再 讨论 . 


5.2 ”随机 设备 更 新 闻 题 


5.2.1 什么 是 随机 设备 更 新 间 题 


随机 设备 更 新 问题 与 第 4 章 4.3 节 中 的 确定 型 设备 更 新 问题 有 很 多 区 别 , 这 里 
只 考虑 两 点 主要 区 别 :一 是 设备 使 用 费用 与 设备 负 令 的 关系 不 是 确定 的 ,而 是 一 个 
随机 变量 ;二 是 设备 在 任何 1 年 的 年 底 都 可 能 但 到 灾难 性 稚 坏 而 必须 更 新 ,不 像 在 
确定 型 问题 中 只 考虑 常规 老化 而 更 新 . 

在 确定 型 问题 中 ,是 以 最 大 效益 为 目标 建立 的 更 新 模型 . 现在 将 换 一 个 角度 ， 
以 最 小 费用 为 目标 建立 更 新 模型 . 为 此 , 先 规定 几 个 记号 : 

用 xf 表示 年 初 役 令 为 i 的 一 台 设 备 在 1 年 中 的 纯 操 人 必 费 用 是 j & 10,1， 
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… ,J 的 概率 . 

用 C(t) 表示 役 令 为 i 的 一 台 设 备 的 更 新 费用 请 数 ( 与 确定 型 问题 中 C(1) 一 
样 》. 

用 wD 表示 熏 令 刚 变 为 宇 的 一 台 设 备 处 于 损坏 状态 的 折旧 费 . 

用 ?日 表示 年 初 役 令 为 让 的 正在 工作 的 一 台 设 备 ,在 年 末 时 处 于 损坏 状态 的 
概率 . 

5 为 n+ 1 年 年 初 役 全 为 上 的 一 台 设 备 处 于 工作 状态 的 利用 值 . 

TD 为 n + 1 年 年 初 役 令 为 i 的 一 台 设 备 处 于 损坏 状态 的 利用 时 . 

P 表示 购买 一 全 新 设备 的 价格 . 

m 表示 过 程 开始 时 设备 的 役 令 . 


5.2.2 动态 规划 模型 


按 设 备 使 用 的 年 限 ( 包 括 使 用 旧 设 备 和 更 新 后 的 新 设备 ) 把 问题 分 成 个 阶 
段 . 

状态 变量 六 取 作 从 过 程 开 始 时 起 ,设备 的 役 令 六 即 x = i 

决策 变量 w 取 作 继续 使 用 旧 设 备 { 记 作 下) ,或 者 使 用 更 新 后 的 新 设备 ( 记 作 
P) .于 是 ,状态 转移 方程 为 


| ] ， w= P; 
Mi 1 w=K. 


阶段 指标 函数 为 
Ci) + So 站， WW 一 pp: 
d(xr, tw ) 三 人 


六 Pt nD, m = &. 


用 所 (让 表示 从 第 大 年 年 初 开始 ， 使 用 一 台 役 令 x“ = i 的 设备 ,到 第 年 年 末 
时 过 程 的 最 小 期 望 费用 . 由 最 优化 原理 , 得 随机 设备 更 新 问题 的 道 省 动 态 规划 模 
型 


CE) 十 六 to + (Op - vl) + 

hh OJ + a - qtON FD = Pi = 12 1]; 
A = min 

六 mi + gti[lp— vii+1)+ 

nb0)] + (1 一 qu ft + 1) ,uy = ,i= m+ 大 -1. 

其 中 上 = 一 ,2,1. 

所 40 = Sco N+ qlp - vol) + ftO)] + (1 — qcO0)) fll). 
边界 条 件 为 
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了 
CO + iat07) — oO TD - (1 of0)) SD),m = Pi 
hi) = min 
Bil,)) -9DTO+trD {1 oN)sGi+r DD,wm = EK. 


5.3 库存 问题 


5.3,1 动态 库存 问题 及 其 基本 术语 


假设 某 企 业 在 连续 = 个 阶段 里 专门 供应 基 种 产品 ,产品 的 初始 库存 为 e 件 ,每 
一 阶 有 发 初 ,企业 采购 车 干 产品 ,同时 供应 社会 若干 产品 ,到 阶段 未 规定 库存 为 & 件 ， 
试问 各 阶 匡 应 采购 密 少 垢 产品 ,才能 人 恒 总 费用 最 小 ?这 类 问题 称 为 动态 库存 问题 . 

下 面 介 绍 一 些 有 关 的 常用 的 基本 术语 . 

阶段 ; 扶 时 间 划 分 ,可 以 是 天 、 月 或 年 ,一 般 各 脐 段 是 等 长 的 . 

计划 水 平 : 一 个 问题 中 的 阶段 数 . 

库存 水 平 : 库 存 的 实 有 数 

采购 ;分 购买 (决定 采购 立即 得 到 产品 ) ,订购 {来 购 后 ,要 经 过 > 0 个 阶段 才 
能 得 到 产品 ) 和 随机 订购 { 交 货 期 为 具有 一 定 概率 分 布 的 随机 变量 ) 三 种 情形 . 其 
中 1 称 为 殉 货 延期 ， 

社会 需求 :分 确定 型 需求 (每 一 阶段 的 需求 数量 是 确定 的 ) 和 随机 型 需求 {在 : 
阶段 需求 # 件 产品 的 概率 为 p(d), 且 各 阶段 的 需求 是 稚 此 独立 的 随机 变量 ). 

供求 关系 : 设 % 和 分别 是 i 阶段 订货 前 和 订货 后 (包括 已 订货 但 还 未 到 货 》 
的 库存 量 ,z; 是 i 阶段 的 订货 件数 , 交 货 延期 为 4, 则 yy = x;+ .再 设 w; 是 i -4 阶 
县 订货 s ,在 :阶段 已 交 焦 ,但 未 产生 需求 前 的 库存 量 { 包 揪 已 订货 而 未 交 货 者 )， 
即 wi 是 i 阶段 实际 可 达 的 库存 量 . 当 1 = 0 时 ,w= y; 当 4 > 0 时 ,wiy; = %- 
{dt 其 中 是 i 阶段 的 实际 产 策 需求. 

为 确定 x ,| ,应 考虑 下 > 地 的 可 能 . 这 时 若 炙 缺 的 本 -由 件 产品 延期 供应 ， 
则 称 为 允许 缺 货 ; 若 穴 全 的 @ - w; 件 产品 放弃 供应 , 则 称 失 销 . 在 失 销 防 段 , 若 ， 
= 人 0, 则 二 = maxiy -和 ,01; 若 4 > 0, 则 情况 较 复 杂 , 这 里 不 再 说 明 . 

订货 费用 :用 Ctz) 表示 i 阶段 订购 z 件 产 品 的 订货 费 . 它 可 在 i 阶段 支付 ,也 
可 在 i+ 4 阶段 支付 . 

存储 缺 货 费 用 :当地 > dd 时 , 净 存 产品 ww; - 丰 性 ,次 在 赌 费 用 为 h(w; - 出 )， 
一 般 包 括 仓 库 租 用 费 、 保 和 险 费 ,税金 .维修 、 老 化 及 资金 积压 的 潭 息 等 . 当 w < dd 
时 , 提 产 生 两 项 费用 , 即 扇 俩 费 {a - ww) 和 ( 空 ) 存储 费 (0)., 用 本 (ow; ,di) 表示 
存 娃 缺 货 费 用 , 则 

hw — od), wi > 


it ts di) 一 人 一 wi) + 点 CD) ， 到 之 全 ， 
对 随机 情形 ,如 设 i 阶段 需求 为 a 的 概率 为 p.( a4), 则 期 望 存储 缺 货 费 为 


(5-3) 
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Bm) = 2 (wm, dp dd). (5-4) 


EE 
终结 费用 ;在 nn 阶段 末 , 车 库存 恰 有 5 件 产品 , 则 正好 满足 要 求 ,车 库存 为 wx 
上 时 ,有 两 种 可 能 :如 > 4, 则 应 卖 掉 wv = & -上 人 忻 产品 ,得 退货 费 -S$S{0); 如 < 
,县 允许 缺 货 , 则 应 再 进货 u = um- 二 件 产品 ,发生 费 用 btv) .将 这 饥 项 费用 统称 
为 终结 纳 用 , 记 放 :tv), 妈 
- Sty), v0; 
‘= {i so (5-5) 
折合 因子 ;假设 每 一 阶段 资金 的 利率 为 r, 即 车 i 阶段 初 资金 为 6e, 风 在 i+ 直 阶 
段 初 资金 为 e(1 + r)*, 或 者 说 折合 到 i 4 大 阶段 资金 为 e(1 + r)*. 当 rr > 0,k< 人 0 
时 , (1+ rt < 1 如 记 1+r = 8,a = 178, 则 i 阶段 初 的 资金 < 折合 到 1 阶段 初 为 
er!, 指 合 到 阶段 末 为 e 后 1. 这 里 ,8B 称 为 折合 因 于 . 当 a = 8B = 1 时 ,资金 与 
时 间 无 关 . 
概率 卷 积 : 没 Dp = 4 的 概率 为 pCO(i = 1,2,…,n),D; 为 彼此 独立 的 随 栅 变 
量 , 出 
D+tDtt™"+h= 4 
ti = ,2 A = + ,en) 
的 概率 叫做 p:{ 由 ,picl(,… ,pi( dd) 的 卷 积 , 记 作 pd)(d = 0,1,…), 并 可 用 下 
面 公 式 计 算 : 


Pii(d) 三 prt 2) . 
| (5-6) 


| 
prtd) = > perti}ps(a - DE = E+ 1,f. 
上 = 性 


5.3,2 不 延期 交 货 (1 = 0) 的 n 阶段 库存 问题 


1. 确定 型 

静态 模型 ”假设 a = 1, 且 每 个 阶段 ; 的 需求 点 已 知 ,初始 和 终结 库存 均 为 0， 
不 允许 缺 货 ,试问 每 阶段 订货 量 各 多 少 ,才能 使 总 费用 最 小 ? 

设 :阶段 的 订货 量 为 ,i 阶段 末 的 库存 水 平 为 #. 由 于 不 许 缺 货 , 故 


二 4- S20, i = 1,2,"",n. 
令 z = (41, 芭 ,…, 斩 ); 则 可 行 订货 策略 集合 为 
S= 1zlas 人 O00 = 0,7= 1,2,..,n). 
再 用 Gtz) 表示 ; 阶 眉 订 货 z 件 的 费用 ,上 (wv) 表示 i 阶段 未 库存 为 vz 时 前 存储 费 
用 . 由 于 不 许 缺 货 (w > 中 , 故 终 结 费 用 为 
拉线 = 一 号 人) 
于 是 ,问题 变 成 


mn z) = Dats) + pp 一 0d)). 
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这 就 是 不 延期 交 货 、 确 定型 n 阶段 库存 问题 的 静态 模型 . 
动态 模型 ”假设 将 从 1 到 阶段 的 库存 水 平 s 取 作 状 态 变 量 , 每 个 阶段 的 订货 
件数 = 到 作 识 策 变量 . 由 此 可 知 ,决策 集合 .状态 转移 方程 .阶段 指标 依次 为 
D= jz10<sz 芝 t+ 全 | 


= 全 ， 
好 (HH = Ctz) + htv). 
用 fi(v) 表示 在 阶段 末 必 须 有 + 忻 库 存 时 ,从 1 到 上 阶段 的 最 小 费用 ,根据 最 优化 
原理 ,得 顺序 弟 推 公式 
Fw) = minf C2) + h(tv) + fv -3 |}, 
| 人 (5-7) 
站 三 Cty 十 d1) + 下 开征》 天 二 了 3 


对 每 一 个 上 ,应 在 [0, > d] 上 的 每 个 正 整数 ， 处 计算 1(。) ,最 后 大 (0) 即 为 所 求 ， 


2. 随机 型 

静态 模型 ”假说 e 关 1, 第 大 阶 段 开 始 时 库存 为 x, 第 上 阶段 需求 为 4 的 概率 
为 p(t9) ,在 允许 缺 货 的 情况 下 , 求 最 小 期 望 费用 . 

设 第 大 阶段 订货 - x 件 , 由 于 A =0 设 有 延期 迹 货 , 故 有 Y 件 产品 可 人 殿 镍 求 ， 
即 实际 库存 量 为 mw = y. 于 是 ,在 第 上 阶段 的 订货 费 为 CC(Y - x), 第 阶段 有 w 件 
产品 ,需求 为 4 的 存储 短缺 典 ,期望 存储 短 筷 费 及 终结 费用 依次 由 15-3) 式 、(5-4) 
式 台 (5-5) 式 确 定 . 由 此 可 知 ,所 说 问 题 变 成 


min[ Cut(y - 4) + 六 ECy)]， 
rt I k=1 


其 中 碟 (y) 由 (5-4) 及 (5-3) 式 确定 . 这 就 是 不 延期 交 货 ,可 以 缺 货 ,随机 型 n 阶段 
库存 问题 的 静态 模型 . 

动态 模型 ”用 天 (x) 表示 第 上 阶段 开始 时 库存 为 *, 且 采用 最 优 订 货 策略 ,从 
第 上 到 第 n 阶段 的 期 望 总 折合 费用 , 则 易 知 此 问题 的 逆序 动态 规划 模型 为 


全 = min{ Gly 一 x) + LY) + oofinly ~ d)perl ad)!, 


Fl) = Hr) = nr, ,2,1. 
实际 计算 时 ,必须 对 每 个 可 能 的 x 计算 所 (xz), 若 mixz) 一 上 不 使 (5-8) 式 成 立 , 则 
y(tx) = 风 ( 某 个 x) ,就 是 最 优 订 货 量 . 
例 2 试 计 算 下 面 问题 的 最 优 期 望 费 用 .假设 nm = 3,x, = 0,a = 上. 且 
pO0) = 1/4,p(1) = 12,pf2) = 174i 
CO) = 0, C(I) = 3, C(2) = 5， 
C3 = 6,7 4 时 ,C(x) = 把 


{5-8) 


又 ?0 时 ， 
hiv) = oy, x{v} = Sy, Sv) = 20， blv) = 49. 
解 ”不 难 知 道 , 此 问题 和 的 最 大 可 能 库存 为 9, 而 最 大 可 能 允许 缺 货 为 6, 故 x = 
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D0, 四 及 T=-1,-2,., - 忆 , 由 (5-5) 式 知 
— 2 + 0; 
t(v) = {4 ¢ < 说 . 
再 由 {5-8) 式 的 边界 条 件 知 : 当 * = 0,1,…,9 时 ,f(x) = 一 2x; 当 x =-1,-2,， 
-名 时 , (x) = - 4x. 由 此 , 按 递 推 公式 (5.8) 便 可 计算 方 (xz). 但 人 须 和 注意 , 当 库 存量 
+ 超过 其 余 过 程 的 最 大 需求 时 决 不 会 订货 ,因此 只 须 对 xx = 6,…,1,0, -1,…,-4 
计算 (x) ,于 是 


06) = min{ Cy O) + L(Y) + Dly - 由 PS 上 
由 于 yy = 6,7,8,9 时 ,C(0) = 0,C(1) = 3,C(2) = 5,C(3) = 6; 又 
a 


St{y— d), ye<d, 
而 yy69 = 0,1,2, 鼓 My,d) = -了 .所 以 


Dy) = Dy dpld). 
当 三 S78,9 时 ， 
L(6) = 5, LM(7) = 6， Lo0(8) = 7, Eo(9) = 8. 
最 后 再 注意 7 = 6,7,8,9 时， 


> - dp(ld) = 2(1— y), 
即 依 次 为 - 10, - 12， _14 -16, 于 是 
Bx) = minI0+5- 10,3+6-12,5+7- 14,6+83-16l =-5, 
y(t6) = 6. 
类 似 让 得 
RS) = 一 4,7af5 = Sf = - 3,y3sf4) = 4; 
hl3) 三 一 2, 3(3) 三 3;f(2) 二 一 1, Ys(2) = 了 
(0) = 2 = 1] 或 2;500) = 4,7500) = 2 或 3; 
A(- 1) 三 5, ?af 一 1) 三 2;A{- 2) 三 8B, Fat — 2) = 1 
万 (- 3) 三 15, ya{ - 3) 三 0;f(- 4) 三 24, Yt — 4) = 一 】. 
按 同 样 方法 计算 户 (x) ,这 时 x = 3,2,1,0, - 1,，- 2, 于 是 得 
fl3) = min {Cly -3) + L(y) + f(y - dy)p(d)t 
= mint0 + 2— 方 ,3+3- 2,;5+d4-3,5+56 -4| = 
yzf 3 = 3; 
(2) = 2 二 二 ,3a(2) = 2;f:{1) = 了 一 了 (1 = 1: 


F000) = 7 二 ,ma(0) = 3; 万 (- 1) = 8 这 ,yz - 1) = 2; 
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(2) = 册立， y(-2)=1. 


最 后 ,得 
四 
A = min1ef7y) + Dy)+ > fly - dp(d)! 
LE 直下 | 0 
; 1 1 上 3 1 
= minl0+3+93165,3+1 了 +7 才 :3S+1+5166+2+316| 


1 
= 1l 16 让 
Ti1 (0》 三 3. 
由 上 述 计 算 可 知 ,1 阶段 开始 时 购买 3 件 产 总 是 最 优 的 ,这 时 最 小 期 望 费 用 为 
1 


11 16- 


5.3.3 延期 交 货 (1 > 0) 的 天 阶段 库存 问题 


1. 确定 型 

只 考虑 动态 模型 的 情况 . 在 允许 缺 货 时 ,本 阶段 的 问题 是 5.3.2 小 节 中 确定 型 
动态 模型 {5-7) 式 的 推广 . 在 1 = 0 的 模型 中 每 阶段 购买 产品 后 ,必须 保证 充分 供 
应 需求 ,而 在 4 > 0 的 模型 中 可 以 发 生 抽 货 ,日 不 足 部 分 将 在 问题 结束 之 前 供应 完 
毕 . 因 此 ,求解 4 > 0 的 模型 只 须 对 = 0 的 模型 (5-7) 式 作 两 点 修改 . 

第 一 ,因为 在 每 个 阶 毁 不 需要 保证 供应 ,所 以 订购 量 可 以 从 0 到 “le 为 订货 上 


限 ), 在 第 i 阶段 末 , 库 存 水 平 可 以 是 负 幕 数 , 它 介 于 - > 与 这 ~ pa 之 间 ， 


第 二 ,把 存 铺 费用 (tw) 改 为 存储 缺 货 费用 到 (由 ， a). 

2. 随机 型 

首先 注音 , 当 = 1 时 ,用 4 = 0 时 的 公式 很 容易 解决 ,因此 只 讨论 X 二 2 的 情 
形 . 

这 时 在 ;阶段 初 订购 z 件 产品 县 将 在 ;+ 阶段 初 到 货 ,并 假设 订货 费 在 实际 交 
货 时 支付 ,而 终结 费用 用 上 itx) = 以 zx) 或 - SCx)(x 0) 给 出 ,这 要 看 是 允许 缺 
贷 还 是 和 失 销 而 定 . 当然 ,在 nA+1,n 一 +2, 一 久 院 县 绝 不 会 订货 ,因为 交 
货 时 过 程 已 结束 . 下 面 答 出 一 种 道 序 动态 规划 解法 . 

使 用 $.3,1 中 的 符号 ,分别 用 * 和 yy 表示 第 阶段 订货 前 后 (包括 已 订货 还 未 
交 货 ) 的 库存 量 ,z 为 第 i 阶段 的 订购 件数 ,yw;,a 为 i+ 阶段 的 实际 库存 量 ( 不 包括 
已 定货 而 未 交 货 ) ,dd 为 第 i 阶段 的 社会 需求 , 则 有 


三 涯 十 条， 
这 年 司 


一 之 /4 


为 简单 计 ,以 下 赂 去 x， ji 等 的 下 标 i 注意 态 (y) 表示 大 = yY 时 第 i+ 
辽 八 的 期 望 库存 费用 , 故 易 知 
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MY) = By - d,d patd ) piina-i( d) 


一 之 (7 一 pi ra td), 
1 


其 中 Ly 一 本 ,二 ) aly 一 ) ,站 d) 分 别 由 (5-3)1、(5-4) 、(5-56) 式 确 定 . 
取 x 为 状态 变量 ,y 为 决策 变量 , 则 状态 转移 方程 .决策 集合 及 阶段 指标 函数 
分 别 为 


Et =y-d, ymax, Cy-x) + L(Y). 
由 于 第 ;阶段 订购 x 件 产 品 的 费用 C(x) 要 在 + 阶段 支付 ,而 他 影响 从 到 
i + -Tt 阶段 的 支付 费用 ,从 而 不 影响 从 到 ;+ ax- 1 乔 段 的 期 望 存 情 费 用 ,因此 
在 最 优 函 数 定 兴 中 可 以 不 考虑 到 1+ 4 -1 阶段 和 的 费用 .于 是 ,可 用 上 (x) 表示 从 
状态 x 出 发 ,采用 最 优 策略 ,从 第 i+ 阶段 到 第 n 阶段 的 最 小 期 望 费用 对 i + 4 阶 
有 段 的 总 折合 值 , 则 由 最 优化 原理 , 便 得 此 问题 的 逆序 动态 规划 模型 为 


flx) = min| City -rx) + Ay) + “Zinly - d}p(d)!, 
(5-9) 


fn- +1 Del- dj) pa. +， 人) 二 了 1 


利用 递 推 公式 {5-9) 逐次 求解， 量 后 得 到 (x) , 它 是 从 + 1 阶段 到 #8 阶段 的 最 小 
期 望 费用 对 4 + 1 阶段 的 总 折合 值 , 因 此 它 自然 不 包括 从 | 阶段 到 4 阶段 的 期 望 存 
储 缺 货 费 用 . 

由 于 1 阶段 到 4 阶段 的 期 望 存储 缺 货 费 用 对 1 阶段 的 折合 值 为 


Li x1) + SE 一 d) ps1t ad}], 


所 以 从 状态 * 出 发 ,采用 最 优 策略 .从 第 1 阶段 到 第 "阶段 的 最 小 期 望 总 折合 费用 
(对 ! 阶段 的 折合 ) 为 


= LINCx) + Pl D2 -四 pid + oftr). (5-10) 


例 3 试 求 下 述 库存 问题 的 最 优 订 货 策略 及 最 小 期 望 费 用 ， 
n=4dA= 20 = 1x = 0; 
pt0) = 374,p(1) = 14; 
C0) = 0, C(I) = 3, 当 # 二 2 时 , Ct#) = 
当时 ,hh 6) = ptr) = 3v, So) = 2v, blv) = dv. 
解 ”首先 注意 ,这 个 问题 的 量 大 库存 量 为 2, 最 大 缺 货 量 为 - 2. 
由 {5-3) 式 及 (5-4) 式 , 有 
0 他 一 三 ， Wd 
Plw,d) = {3 w), we<d. 


1902) = > iel2,d)p( 由 = to(2,0)p(0) + 19(2,1)p(1) 
本 = 履 
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4 1 _ 7 
=2x +lx = 


同 理 可 得 
(1) = ,0) = ,1) =- : B ,jo 2) = 二 EC- 3) = 二 
再 由 公式 (5-6) 得 
pe attD) = Pi, pi,1(0) = 部 x 部 = 高 ， 


pi,ist 1) 三 pitO} pi 1) 十 Da 
3 1 1 3 6 


= 二 x 才 + 下 x 才 = 16， 
Pi.ix1(2) = pi, Ojpirt2) + hi. 区 了 se 十 peit2)pir1(0) 
= 二 x0+ 上 x 二 +0x 二 = 让 
于 是 ,由 A{y) = 之 中 ar- g) pi wwa-1(d) 及 上 述 针 果 得 


有 (2) = 下 (2)pz3f0 + (UDPpasfly + POO) pat2) = ‘6 
类 似 得 
(1) = 从 ,a(0) = 了 ,Za(- 1) = 记 了 2(-2) = EE 


最 后 ,由 公式 (5-5) 有 
13) = -6,12) = 一 41) = -2,1(0) = 0, 
ti = 4 = Si-3) = 12,t(- 4) = 
现在 ,利用 递 推 公 式 (5-9), 先 计算 边界 条 件 
2) = HD py aAtO) 4 ECD pya(l) + tO0) p34t2) = - 3, 
AD =— (0) = 2,h(-1) = 6,f(- 2) = 10. 
再 计算 p(x). 因为 x = 0, 且 仅 在 1.2 阶段 订货 ,每 次 订货 其 为 0 或 1, 故 -ix 
3 1. 叉 办 为 这 时 Y 三 0,1,2, 慎 区 三 上 时 ,7 三 1 或 2;x 二 站 了 时 ,fy 三 必 或 1 ;二 一 
耐 ,y 二 一 1 或 9, 所 以 
万 (1 = min {Cty - I) + Lv} + Opt? - dd)pst dd}) = 污 ,y201) = 1]: 


21 121 21 
£0 二 min| 二 ? | 二 才 ， ?0D) 二 Ls 


， 33 
pl- DD) = minl = -DD =0. 


再 计算 f;(*). 因 这 时 x = 0, 故 
fi(0) = min {Cy -0 + hy) + 之 Cr -由 站 (四 | 
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= 5 号 , 力 (90) = 1. 
最 后 ,由 (5-10) 式 得 从 1 到 4 阶段 的 最 小 期 望 存储 扇 货 费 为 
DCO) + [ 寺 开 (2) + 8(- D] + .£0) 


= 2 蕊 +5 防 = 7 把 
232+332 = 32 
最 优 订货 策略 由 y1(0) = 1 决定 , 妈 y1(0) -x1=1, 亦 即 第 | 阶段 订购 一 件 产品 ,以 


后 各 阶段 应 视 具体 情况 而 定 ， 
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投入 产 出 分 析 这 一 学 科 的 创始 人 不 西里 ` 列 吊 锡 夫 ( Wassily Leontief) ,在 其 论 
著 中 ,提出 并 阅 述 了 投产 出 模型 和 原理 .投入 产 出 分 析 是 利用 现代 数学 方法 和 计 
算 机 技术 ,来 研究 经 济 体系 内 各 部 门 间 投入 与 产 出 相互 依存 关系 的 数量 经 济 分 析 
方法 .在 美国 和 西欧 常 称 之 为 投入 产 出 技术 ,投入 产 出 经 济 党 或 投入 产 出 法 等 ,在 
日 本 称 之 为 产业 关联 法 ,前 苏联 等 国家 又 称 之 为 部 门 联系 平衡 法 等 . 所谓 投 入 ,是 
指 从 事 一 项 经 济 活动 的 消耗 ;所 谓 产 出 ,是 指 从 事 一 项 经 济 活动 的 结果 及 其 成 果 分 
配 使 用 的 去 庙 . 投 入 产 出 模型 ,从 应 用 范围 看 ,包括 世界 范围 . 几 个 国家 或 某 个 国 
家 、 几 个 地 区 或 某 个 地 区 、 部 门 , 企 业 等 ;从 计量 单位 看 ,可 分 为 实物 型 的 和 价值 型 
的 等 ;从 是 否 合 时 间 变 化 的 因素 看 ,又 可 分 为 静态 的 和 动态 的 ,等 等 . 

投入 产 出 技术 在 国家 经 济 工 作 中 起 着 不 可 或 缺 的 重要 作用 . 它 能 较 好 地 揭示 
国民 经 济 中 各 种 因素 间 的 数量 关系 ,为 研究 制订 国民 经 济 计划 中 长 期 规划 提供 参 
考 ; 可 用 来 研究 采取 一 项 重要 经 济 政策 对 整个 经 济 结构 的 影响 ;可 用 来 考察 或 确定 
产品 的 价格 .计算 工资 或 产品 价格 的 变动 对 整个 经 济 结构 的 影响 ;还 可 用 来 研究 人 
口 就业、 收入 分 配 .国际 贸易 等 各 种 社会 经 济 问题 ,等 等 . 

投入 产 出 技术 在 世界 范围 内 的 发 展 方兴未艾 ,如 把 该 技术 与 数学 规划 方法 结 
合 形成 最 优化 模型 ,从 静态 模型 向 动态 模型 的 发 展 与 完善 ,利用 计算 机 实现 编 表 和 
建 模 的 自动 化 ,扩大 研究 和 应 用 范围 等 . 

最 后 需要 指出 :本 篇 各 章 的 符号 自 成 体系 ,同一 符号 在 不 同 章 中 意义 可 能 不 
同 , 特 请 注意 . 


| 


1 全 国 静 态 产 品 投入 产 出 模型 


1.1 两 种 国民 经 济 核算 体系 的 投入 产 出 表 


1,1.1 国民 经 济 核算 体系 


所 谓 国民 经 济 核算 体系 ,是 指 在 一 定 经 济 理论 指导 下 ,综合 运用 统计 学 .会计 
学 和 数学 等 方法 ,为 反映 一 个 国家 、 地 区 在 一 定时 期 内 经 济 汀 动 成 果 所 形成 的 社会 
核算 指标 系统 , 它 由 具有 全 面 、 科 学 和 互相 联系 等 特点 的 一 系列 指标 组 成 ,以 此 来 
较 完整 , 淮 确 地 描述 国民 经 济 的 结构 和 联系 ,反映 国民 经 济 生产 ,分配 ,交换 和 消费 
各 领域 和 部 门 的 经 济 运 作 状 况 . 至 今 ,世界 各 国 采 用 的 国民 经 济 核算 体系 可 分 为 两 
种 :一 种 是 MPS 体系 , 即 前 苏联 等 国家 所 采用 的 "国民 经 济 平 衡 于 体系", 亦 称 “ 物 
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质 产品 平衡 表 体 系 " 或 “东方 核算 体系 ”; 另 一 种 是 SNA 体系 , 即 实 行 市 场 经 济 的 国 
家 所 采用 的 "国民 经 济 账 户 体系”, 亦 称 “ 西 方 核算 体系 ” .目前 ,世界 上 采用 SNA 体 
系 的 国家 较 多 . 


1.1.2 MPS 核算 体系 与 投入 产 出 表 


MPS 投入 产 出 表 是 MPS 核算 体系 的 核心 部 分 ,主要 反映 物质 生产 部 门 的 社会 
总 产品 .国民 收入 等 指标 情况 ,因此 马 称 为 物质 产品 投 人 产 出 表 . 自 1919 年 ,前 苏 
联 根据 马克 思 .列宁 关于 社会 再 生产 理论 编制 了 “谷物 饲料 平衡 表 " 开 始 ,经 狼人 次 余 
订 和 完善 ,1971 年 由 经 互 会 统计 委员 会 通过 ,联合 国 以 经 社 部 统计 椒 名 义 发 表 了 
MPS 的 正式 文件 一 一 《国民 经 济 平 衡 表 的 基本 原理 }》, 辽 步 形成 了 MPS 核算 体系 . 
简化 的 MES 投入 产 出 表 恕 表 1-1 所 示 ， 


产品 部 门 1 
产品 部 门 2 


产品 部 门 n 
合 计 


1.1.3 SNA 核算 体系 的 授 入 产 出 表 


1968 年 联合 国 发 布 了 《国民 经 济 核算 体系 》, 即 SNA 新 体系 .在 该 体系 中 ,所 有 
账户 都 列 在 一 个 和 矩阵 中 ,所 有 交易 须发 生 在 两 个 部 门 间或 记录 在 一 个 账户 的 两 个 
类 目 之 间 , 新 体系 将 投入 产 出 表 作 为 国民 经 济 核算 体系 的 重要 组 成 部 分 .体系 包含 
四 个 基本 账户 和 十 项 交易 ,基本 账户 采用 复式 德 记 形式 , 即 每 类 都 有 它 的 借方 和 和 贷 
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方 {或 称 为 支出 方 和 收入 方 ) .简化 的 SNA 投入 产 出 表 如 表 1-2 所 示 . 
表 1-2 


固定 资本 折旧 
和 雇员 报酬 
昔 业 侣 余 


1.1.4 两 种 核算 体系 投入 产 出 表 的 比较 


1, 理 论 菇 础 不 同 

MPS 体系 以 马克 思 主 义 的 经 济 学 ,特别 是 劳动 忻 和 值 论 和 社会 再 生产 理论 为 基 
础 ;SNA 体 系 以 西方 近代 的 经 济 理论 为 基础 ,运用 了 瓦尔 拉 的 一 般 均衡 论 .,MPS 栖 
系 将 投 人 产 出 表 看 做 是 一 张 产 品 平衡 表 , 表 中 横行 为 实物 分 配 使 用 情况 , 纵 列 为 物 
质 消 耗 构 成 ,社会 总 产 出 仅 限 于 物质 产品 和 物质 性 劳务 价值 ;SNA 体系 将 所 有 账户 
均 列 人 一 个 矩阵 中 ,将 投入 产 出 部 门 看 做 是 生产 隔 户 的 一 个 类 目 ,借方 为 投入 , 贷 
方 为 产 出 ,借贷 平衡 表现 为 总 投 人 等 于 总 产 出 ,总 产 出 包括 市 场 出 入 的 全 部 产品 和 
劳务 价值 . MPS 体系 将 价值 构成 分 为 物化 劳动 的 转 称 价值 .社会 必要 劳动 (为 劳动 
者 自己 ) 创 造 的 价值 和 剩余 劳动 (为 社会 ) 创 造 的 价值 ;SNA 体系 将 总 投入 分 为 中 间 
投入 和 原始 投入 (最 初 投 入 ) ,原始 投入 包含 的 工资 .租金 ,利息 .利润 被 认为 是 劳 
动土 地 ,资本 和 企业 家 各 生产 要 素 所 得 的 收入 . 

2. 核 算 内 容 不 同 

因 理 论 基 础 不 同 , MPS 核算 体系 与 SNA 核算 体 凶 在 核算 对 和 儿 、 方 法 ,指标 体系 
等 方面 都 有 差别 .增加 了 劳务 方面 核算 的 新 MPS 体系 ,在 核算 内 容 上 与 SNA 较 接 
近 . 就 产品 流量 核算 而 言 ,两 种 体 篆 的 主要 差别 在 于 对 非 物 质 上 服务 流量 的 处 理 上 . 
新 MPS 体系 需 另 外 设计 一 套 非 物质 服务 平衡 表 , 详 细 地 反映 各 非 物 质 服 务 部 门 与 
因 民 经 济 其 他 部 门 的 投入 产 出 关系 ;SNA 体系 直接 把 非 物 质 服 务 流量 放 在 产品 流 
量 核算 中 处 理 . 就 消费 流量 而 言 ,MPS 体系 把 该 项 作为 新 创造 价值 , 且 仅 限于 物质 
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生产 领域 ;SNA 体系 把 消费 收入 作为 原始 投 和 人 ,内容 除 全 部 生产 要 素 的 报酬 外 ,还 
包括 固定 资产 折旧 .在 消费 支出 核算 中 ,MPS 投入 产 出 表 的 消费 项 目的 内 容 仅 限 于 
个 人 和 社会 所 消费 的 产品 和 物质 性 劳务 ;SNA 投入 产 出 表 把 它 作为 最 终 产 品 的 组 
成 部 分 ,内 容 包 括 全 部 用 于 最 终 消 费 的 产品 和 劳务 ,等 等 . 

3. 编 于 方法 不 司 

MPS 体系 主要 采用 单 式 平衡 表 法 ,就 其 中 其 一 表 来 看 比较 单一 ,只 有 综合 使 用 
这 些 平衡 表 才 能 较 好 地 反映 某 些 社会 经 济 现象 .SNA 体系 条 用 复式 记 上 屿 法 和 秆 阵 
法 .采用 复式 记 账 法 , 收 支 对 应 ,易于 编 表 和 检验 ,可 保证 较 高 的 编 表 质 量 ; 采 用 矩 
阵 法 ,可 根据 需要 将 国民 经 济 划分 为 若干 个 部 门 , 使 各 部 门 收 支 关系 系统 化 、 条 理 
化 ,由 此 可 以 清楚 地 掌握 国民 收 人 生产 、 分 配 ,再 分 配 和 最 终 使 用 的 全 貌 ,有 利于 搞 
好 国民 经 济 综合 平衡 .矩阵 式 平衡 表 可 以 把 几 十 、 几 百 个 账户 归 放 在 一 起 , 表 中 模 
行 代表 收入 , 纵 列 代表 支出 ,其 系统 完整 地 反映 了 各 部 门 问 的 复杂 联系 , 且 只 需 从 
诛 矩 阵 中 取出 子 矩 阵 即 可 ,对 账户 所 代表 的 经 济 部 门 进行 里 细致 的 划分 和 分 析 ,并 
不 需要 改变 原 矩 阵 形式 ， 


1.2 ”我国 国民 经 济 核算 体系 与 投 和 人 产 出 甫 


我 国 先是 学 习 并 沿用 前 苏联 50 年 代 的 统计 模式 ,通过 编制 居民 货币 收 支 平衡 
表 物 资 平 衡 表 ,财政 平衡 表 、 试 编 的 固定 资产 平衡 表 和 部 分 人 口 平衡 表 等 ,建立 国 
民 经 济 核算 体系 .为 适应 新 时 期 深化 改革、 加强 宏观 经 济 调控 及 与 国际 贸易 接轨 等 
的 需要 ,在 总 结 以 往 经 验 、 吸 收 东 西方 核算 体系 优点 的 基础 上 ,逐步 建立 起 具有 中 
国 特 色 的 国民 经 济 核算 体系 及 投入 产 出 表 . 


1.2.1 中 国 特色 的 国民 经 济 核算 体系 


1 .我国 国 民 经 济 核算 体系 的 基本 内 容 

(1 社会 再 生产 条 件 的 核算 , 包 揪 人 力 . 物 力 和 财力 的 惊 算 ; 

(2 社会 再 生产 成 果 及 其 使 用 的 核算 , 既 进 行 物 质 产 曲 生产 及 其 使 用 的 核算 ， 
又 进行 劳务 活动 及 其 使 用 的 核算 ; 

(3) 社 会 再 生产 主要 比例 关系 的 核算 ; 

(4) 社 会 再 生产 效益 的 核算 ,等 等 . 

2. 方 案 胡 式 的 特征 

方案 基本 表 式 分 为 六 大 部 分 , 共 16 张 表 .为 编制 基本 志 式 ,还 设计 了 第 二 层 账 
户 , 账 户 按照 再 生产 的 投入 、 产 出 ,流通 ,分 配 , 消 费 与 积累 过 程 设置 .方案 既 圾 收 了 
新 MPS 劳动 平衡 表 的 长 处 ,又 采纳 了 新 SNA 的 优点 ,采取 了 与 SNA 相 类 似 的 结构 ， 
采用 集合 性 和 可 分 性 原则 ,使 之 既 可 满 刀 国内 需要 ,又 可 和 角 于 国际 对 比 ,是 一 个 体 
系 较 完 善 . 迎 辑 较 严 密 的 系统 ， 


1.2.2 中 国 特 多 的 投入 产 出 表 
1987 年 ,在 具有 中 国 特色 的 国民 经 济 核算 体系 下 形成 了 具有 中 国 特色 的 投 人 
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产 出 表 , 它 既 没 有 照搬 MES 投入 产 出 表 , 也 没有 照抄 SNA 投入 产 出 表 , 而 是 从 我 国 
对 内 搞活 .对 外 开放 ,大力 推进 社会 经济 快速 健康 发 展 的 需要 出 发 ,在 吸收 两 大 核 
算 体 系 投入 产 出 表 长 处 的 同时 设计 出 来 的 ,其 表 式 如 表 1-3 所 东 . 

1 中 国 式 投入 产 出 甫 结构 

中 国 式 投 人 产 出 表 由 三 个 部 分 构成 ,分 别 以 三 个 象限 表示 .第 工 象 限 , 宾 栏 是 
中 得 使 用 , 主 栏 是 中 间 投 入 , 主 、 宾 栏 的 各 部 门 采 用 了 双重 分 组 , 既 有 物质 和 非 物质 
部 门 的 分 组 ,又 有 三 个 产业 的 分 组 ,第 工 象限 主要 反映 国民 经 济 各 部 门 或 三 个 产业 
之 间 的 技术 经 济 联 系 .第 [象限 , 宾 栏 是 最 笋 使 用 , 主 栏 是 中 间 投 入 ,该 象限 主要 反 
映 社 会 产品 和 劳务 用 于 消费 .积累 和 出 口 等 情况 .第 四 象限 , 宾 栏 是 中 间 使 用 , 主 栏 
是 最 机 投入 ,该 象限 主要 反映 的 是 国 基 经 济 各 部 门 或 三 个 产业 在 经 济 活动 中 需要 
消耗 的 固定 资产 .必要 劳动 和 弄 余 劳动 ,表现 为 固定 资产 折旧 、 劳 动 者 收入 .福利 基 
金 .利润 和 税金 等 .第 I 了 ,上 [象限 合 在 一 起 反映 的 是 全 社会 的 物质 产品 和 劳务 的 分 
配合 用 情况 ,第 TL 象 限 合 在 一 起 反映 的 是 国民 经 济 各 部 门 或 三 个 产业 的 产品 和 
劳务 的 价值 构成 . 

2, 中 国 式 投入 产 出 表 的 特点 

(1) 以 马克 思 主 义 经 济 学 原理 为 指导 . 它 坚 持 了 马克 思 主 义 关 于 物质 生产 部 门 
与 非特 质 生 产 部 门 的 严格 划分 原则 ,分 部 门 . 分 系统 .分 层次 地 核算 国民 经 济 这 一 
有 机 整体 及 其 内 部 相 辣 制约 的 数量 关系 ,从 不 同 角 度 研究 和 揭示 了 社会 经 济 的 发 
展 规模 .结构 和 水 平 ， 

(2) 适 应 于 两 种 核算 体系 进行 对 比 的 需要 .经过 调整 ,转换 , 表 1-3 可 分 别 与 
MPS 或 SNA 核算 体系 的 投 人 产 出 表 进 行 对 比 . 

(3) 采 用 积木 式 板块 结构 的 表 式 .板块 结构 具有 易于 拆 印 .拼装 .归并 和 转换 等 
特点 ,可 适应 不 同 经 济 分 析 的 需要 . 


1.3 全 国 静态 产品 投入 产 出 模型 


投入 产 出 模型 是 投入 产 出 理论 的 具体 应 用 和 表现 形式 ,不 含 时 间 因 素 的 投 人 
产 出 模型 称 为 静态 模型 .静态 产品 投 人 产 出 模型 是 静态 模 错 的 核心 .其 他 各 类 秀 态 
模型 ,如 地 区 投入 产 出 模型 .劳动 力 投入 产 出 模型 .固定 资产 投入 产 出 模型 等 ,可 以 
看 成 是 产品 静态 模型 的 扩充 . 


1.3.1 全 国 实物 型 静态 产品 投入 产 出 模型 


实物 型 投入 产 出 模型 是 反映 某 一 时 期 内 (通常 为 1 年 ) 困 民 经 许 中 用 实物 计量 
单位 表示 区 各 生产 要 率 的 投入 使 用 状况 或 各 部 门 产品 流动 分 配 状况 的 数学 模型 . 
投入 产 出 模型 是 通过 编制 投入 产 出 表 而 建立 起 来 的 ,因此 ,首先 讨论 实物 型 投入 产 
出 表 的 表 式 结构 ,进而 给 出 其 模型 ， 

I 实物 型 投入 产 出 表 

假设 实物 型 投 人 人 产 出 表 如 表 1-4 所 示 . 
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表 1-3 
{ 按 当年 生产 
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妙 1-4 
产 


中 间 产 品 


表 中 gy 表示 j 部 门 消耗 部 门 产 品 (zx 扫 或 劳动 投入 {(i= 切 的 数量 ,i = 0,1， 
,2,14 让) 表示 ;部 门 (10) 或 劳动 投入 (i =0) 的 中 间 产 品 总 量 ， 


,0; 分 别 表 示 i 部 门 (i 关 们 或 劳动 投 人 (i = 人 0) 的 最 终 产 品 黄 和 总 产 出 量 . 从 表 的 
横行 看 ,gq; ,j= 1,2,…,n,Y 合 在 一 起 表示 i 部 门 产 品 的 分 配 使 用 状况 ,其 中 4,j 
= 1,2,…,n 表示 部 门 产品 作为 中 间 产 品 供 各 部 门生 产 经 营 使 用 状况 ,YY 表示 ! 
部 门 产品 作为 最 终 产 品 供 消费 .积累 .出 口 使 再 的 状况 ,这 两 部 分 之 和 为 在 一 定时 
期 内 i 部门 产品 的 生产 总 量 , 即 产 出 总 量 导 . 从 表 的 纵 列 看 ,和 =0,1 :aa 表 赴 
部 门 为 获得 其 产 出 总 量 需 消耗 所 有 部 门 产品 的 数量 及 劳动 消耗 量 ,其 中 劳动 消耗 
匡 go 可 用 日 ,时 、 货 币 等 表示 .实物 型 投入 产 出 表 的 向 一 横行 各 元 豪 计 量 单位 相 
同 , 同 一 纵 列 各 元 素 的 计量 单位 可 能 不 同 , 因 此 ,由 表 的 横行 串 得 到 实物 型 投 人 人 产 


出 表 的 基本 方程 . 
2. 实 物 型 投入 产 出 未 的 基本 方程 
之 /时 + 下 = 全， 工 = 1,2,.,n. 《1.1) 
mw = 下 {1-2) 
3. 直接 消耗 系数 


为 进一步 分 析 和 预测, 扬 示 部 门 间 的 生产 技术 经 济 联系 和 相互 作用 的 内 在 规 
律 ,下 面 给 出 直接 消耗 系数 的 概念 . 
真 接 消耗 系数 表示 某 一 产品 的 生产 对 其 他 产品 的 直接 消耗 程度 ,其 表达 式 为 


el 
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a = 9 QO, 12 (1-3) 
确切 地 说 ,a 表示 j 部 门生 产 一 个 单位 的 实物 量 沉 直 接 消耗 i 部门 实 物 量 的 大 小 . 
劳动 的 直接 消耗 系数 为 
Qo = 0 Qi j=1,2,°,n, (1-4) 
表示 j 部 门生 产 一 个 单位 的 实物 量 需 直接 消耗 劳动 力 数 其 的 大 小 . 
4. 实物 型 投入 产 出 的 基本 煞 学 模型 
在 一 定时 期 内 , 若 生 产 技术 和 中 间 产 品 的 作用 没有 变化 , 则 可 以 认为 ayti= 
0,1, ,R=1,2,……,n) 是 相对 稳定 的 ,因此 ,由 {1-3) 式 和 ( 届 -4} 式 可 将 人 1-1) 式 和 
(1-2) 武 分 别 改 写 为 


DayQ + Y= Qi i = 1,2, ,nt, (1-5) 
i™l 


> oo = 下 ， (1-6) 


记 和 4 声 《aaa an， 了 = ‘ ， Fr, FT.0Q = (0,0, 00.07, 则 (1-5) 式 可 进 
一 步 写成 


AQ + 了 = 0, (1-7) 

或 
‘(I-A)0Q=Y, {1-8) 

或 
QO={f- A)-!Y. I-9) 


称 4 为 直接 消 磋 系数 答 阵 ,如 为 各 类 产品 的 总 产量 列 向 量 , 了 为 各 类 产品 的 
用 于 最 终 使 用 的 列 向 量 , 了 为 上 阶 单位 阵 . 

(1-3) 式 和 (1-9) 式 反映 了 最 终 产 品 和 总 产品 之 人 间 的 联系 ,已 知 总 产品 求 最 终 
产品 可 运用 (1-8) 式 ;反之 ,已 知 入 终 产品 求 总 产品 可 运用 (1- 细 式 ， 


1.3.2 全国 价值 型 静态 投入 产 出 模型 


价值 型 投入 产 出 模 俐 是 反映 某 一 时 期 内 {通常 为 1 年) 周 民 经 济 中 用 统一 货币 
计量 单位 表示 的 各 生产 要 寨 投 人 使 用 状况 或 各 部 门 产品 流动 分 配 状 狗 的 数学 模 
型 ,价值 型 投入 产 出 模型 也 是 在 价值 型 投入 产 出 表 的 基础 上 建立 起 来 的 ,假设 价值 
型 投入 产 出 表 如 表 1-5 所 示 . 

有 ,价值 型 投入 产 出 表 

价值 型 投入 产 出 表 中 的 部 门 为 部 部 门 , 即 每 个 部 门 都 是 局 类 产品 { 或 劳务 ) 的 
组 侣 ,如 可 将 电 冰 箱 .电视 机 . 电 风 扇 归 人 电气 部 门 ,并 用 统一 货币 单位 表示 其 价值 
大 小 . 表 1-5 的 主 栏 由 三 部 分 组 成 , 即 物质 消耗 、 活 劳动 消耗 和 总 投 人 (总 产值 ). 物 
质 消耗 包括 对 劳动 对 象 的 消耗 { 即 对 各 部 门 的 消耗 ) 和 对 固定 资产 的 消耗 (以 折旧 
形式 计 人 1 两 部 分 , 话 劳 动 消耗 包括 劳动 报酬 和 社会 纯 收 大 两 项 , 即 新 创造 价值 . 编 
表 时 可 将 这 两 项 展开 ,如 可 设计 成 工资 ,福利 基金 .劳动 者 收入 .利润 .税金 .利息 及 
其 他 等 项 . 表 1-3$ 的 富 栏 包括 中 间 产 品 . 最 终 产 品 与 总 产品 (总 产 出 ) 三 部 分 ,与 实 
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物 型 表 类 般 ， 
吉 1-5 


总 


二 一 各 
Dy WwW | K, | 鸭 


届 茶 池 渤 斌 


考 宕 示 j 部 门生 产 价值 量 为 :时 相应 需要 ;i 部 门 投入 的 价值 量 ,或 需要 消耗 ; 
部 门 的 价值 量 , 或 表示 ; 部 门 总 产 出 半 中 投入 j 部 门 的 价值 量 , 故 y(i=1,2,…， 
nj = 12,…,n) 称 为 部 门 间 的 流出 入 量 . 开 为 ;部门 最 终 产 品 的 产值 , 百 , 员 ,mi 分 
别 为 了 部 门 的 折旧 额 / 部 门 劳动 者 所 得 到 的 劳动 报酬 和 /部门 劳 动 者 为 社会 创造 
的 价值 (社会 纯 收 入 ) ,无 为 i 部 门 的 总 产值 . 

表 1-5 被 分 成 四 部 分 , 习 异 上 按 左 上 ,右上 .左下 , 右 下 的 顺序 分 别称 这 由 部 分 
为 TI . 芭 .W 象 限 .第 工 象 很 是 由 ”个 部 门 纵横 交叉 组 成 的 一 张 棋盘 式 表 格 , 反 
映 的 是 部 门 间 的 生产 与 分 配 的 关系 ,为 分 析 部 门 间 的 各 种 比例 关系 和 运用 数学 广 
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法 进行 平衡 计算 担 供 了 数据 依据 .折旧 作为 物质 消耗 , 若 放 于 第 工 象 限 , 则 第 ] 象 
限 就 不 是 方 阵 , 丝 数 学 处 到 ,尤其 络 矩 阵 求 道 带 来 一 定 不 便 , 因 此 ,通常 将 折旧 单列 
出 来 成 为 了 性 象限 的 中 间 项 或 放 于 第 廿 象限 中 .第 工 象 限 表示 各 部 门 提供 最 线 产 
品 的 数量 ,可 体现 为 消费 .积累 和 进出 口 等 的 比例 及 其 构成 , 表 1-5 中 未 考虑 进出 
口 等 因素 .第 下 象限 主要 反映 各 部 门 的 准 产 出 价值 ,体现 了 国民 收入 的 初 殿 分 配股 
必要 劳动 和 剩余 劳动 的 比例 有 其 构成 , 若 折旧 放 在 第 焉 象限 , 则 第 正和 象 归 为 各 部 门 
的 增加 值 及 其 构成 .第 于 象限 反映 了 某 些 国民 收入 的 再 分 卫 情 沈 , 内 容 比 较 复 杂 ， 
通常 在 编 表 时 将 该 象限 省 略 . 

2. 剧情 型 投入 产 出 表 的 基本 方程 

由 表 1.5 的 横行 可 得 


>) + = ,i= 12, (1-10) 
由 纵 列 可 得 
Dy + Bt +m hf= 12,,n. (1-11) 
3. 价值 型 投入 产 出 的 基本 数学 模型 
(1) 直 接 消 耗 系数 
记 
ov = /j= 1,2 (1-12》 
称 4= (er)nxns 为 直接 消耗 系数 矩阵 . 
(2) 基本 数学 模型 
{1-10) 式 可 改写 为 
Zod + Y= Rh 2 (1-13) 
或 
下 十 了 = 下， YF=(1-A)X, (1-14) 
X=(1- A}-'Y, (1-15) 


其 中 二 二 《 世 1 ) 得 3 3 下 F= { 六 和 1 yyT, 
(1-11) 式 可 改写 为 


Dt tt f= 2 (1-16) 
j=] 


证 de 三 > 三 V+ my;; 则 (1-16) 式 可 写成 
cc 惫 二 羽 + 届 = 马 ，j= 2 (1-17) 
或 
(FAT= E+N, Ec(T- A-)-I(E+N), (1-18} 
其 中 {为 n 阶 单位 阵 ,4c= diag(ac , ac，…, ac), 妈 和 的 主 对 角 元 素 为 ae, ac， 
… ,qc ;其 他 元 紊 为 0,E= (El, Es, ET N= CN, N,N ). 
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定 必 ag = BE/k ar = VAN, om = Mm/ Yan = N/E 分 别 为 固定 资产 折旧 系 
数 、 劳动 报酬 系数 、 社会 纯 收 入 系数 和 新 创造 价值 系数 ， 则 有 


ac t+ ar t+ aw=1l, j=1,2,° ， (1-19) 
在 不 性 谍 进 出 口 情况 下 ,: 部门 的 生产 量 等 于 该 部 门 的 分 配 使用 生 , 即 
Dw + = Ds + E+N, i= 1,2,...,n, {1-20) 
乒 后 
Da + 工 = Dax + Et N, = 1,2,.,n, {1-21) 
因此 ， 各 ~ 
Dp + > = > > > + > + Dm, (1-22) 
或 iT jl 1 ren 1 1 
> oy + 2 = Dan + Ds + Pn, (1-23) 
从 而 


Dr = PX + MN.), {1-24) 
即 最 综 使 用 的 合 计 值 等 于 增加 值 的 合计 值 ， 


1.4 完全 消耗 系数 及 其 计算 方法 


产品 在 生产 过 程 中 除了 与 其 他 产品 有 直接 联系 外 ,还 有 间接 联系 ,这 种 联系 在 
各 种 产品 的 相互 消耗 中 表现 为 , 除 有 直接 消耗 外 ,还 有 间接 消耗 . 直接 消耗 和 所 有 
交接 消耗 之 和 有 即 为 完全 消耗 .比如 ,建造 一 座 大 楼 ,需要 直接 消耗 电力 ,同时 文 要 直 
接 消 耗 钢材 水泥, 建筑 设备 等 等 ,这 些 钢 材 . 水 泥 、 建 筑 设备 等 的 生产 丸 需 要 消耗 
电力 ,这 样 通过 钢材 等 的 生产 形 三 了 建造 大 楼 对 电力 的 ~ 次 间接 消耗 ;而 俩 材 等 的 
生产 同时 需要 消耗 其 他 产品 ,这 些 其 他 产品 的 生产 又 需要 消耗 电力 ,形成 了 建造 大 
楼 对 电力 的 二 次 间接 消耗 ,依次 还 有 三 次 、 四 次 等 间接 消耗 ,因此 建造 大 楼 对 电力 
的 完全 消耗 即 为 其 对 电力 的 直接 消耗 和 所 有 间接 消耗 之 和 . 


完全 消耗 系数 的 计算 公式 为 
B= bns = 六 十 用 于 十 本" 二， 《1-25) 
或 
B=(T— A)-'A=A(T- A '=(I-A)-!'!-1, C1-26) 


其 中 4 为 直接 消耗 系数 矩阵 , 吾 为 完全 消耗 系数 矩阵 , 6 为} 部门 提供 一 个 的 单位 
最 终 产品 对 i 部门 的 完全 消耗 系数 . 

下 面 以 实例 具体 说 明 . 

例 1 有 3 个 部 门 , 已 知 部 门 间 的 直接 消耗 系数 矩阵 为 4 ,假定 要 求 第 工 部 门 
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最 终 提 供 I 个 单位 的 产品 , 试 计算 相应 的 直接 消耗 和 间接 应 耗 . 其 中 
0.2 0.3 0.1 
a=|o 02 04| 
0.3 0.1 0.2 
第 1 部 门 最 终 提 殿 1 个 单位 的 产品 , 则 对 第 1 至 第 3 部 门 的 直接 消耗 为 0.2,0. 1， 
0.3, 即 为 A(1,0,0)T, 记 为 A4 中 ,而 要 使 第 1 至 第 3 部 门 直接 提供 产品 刀 中 ,又 要 消 
耗 第 1 至 第 3 部 门 的 产品 ,其 值 为 400 = 4 六 = (0.1,0.16,0.13)T, 即 A 为 第 1 
部 门 最 终 提 供 1 个 单位 产品 的 一 次 间接 消耗 . 同 理 可 得 二 次 间接 消耗 即 4 忆 = 
4402 = 0.081,0.094,0.072)7,…, 则 第 1 部 门 最 终 提供 1 个 单位 的 产品 需要 的 完 
全 消耗 为 4 中 + 0+…+4e+… 一 般 而 言 , 间 接 消耗 将 随 首次 数 的 增 大 而 亚 
次 减 小 ,以 至 微不足道 ,因此 完全 消耗 量 可 以 求 得 . 
要 求 第 2 部门 或 第 3 部 门 量 终 提 供 一 个 单位 产品 时 , 模 应 的 完全 消耗 量 也 可 
类 仆 求 得 ., 综 上 分 析 便 可 给 出 (1-25) 式 或 (1-26) 式 . 


1.5 全 国 静态 产品 投入 产 出 模型 的 应 用 


投 和 人 产 出 表 包 含 十 分 丰富 的 数据 资料 ,具有 特殊 的 结构 形式 和 运算 方式 ,有 着 
多 种 多 样 的 应 用 .这 里 仅 介绍 它 在 经 济 分 析 、 计 划 工 作 和 优 格 分 析 中 的 应 用 . 


1.5.1 在 经 济 分 析 中 的 应 用 


经 济 分 析 的 目的 在 于 总 结 经 济 工作 的 成 败 经 验 与 教训 ,分 析 国 家 、 地 区 ,部门 
或 企业 的 优势 或 劣势 ,揭示 国民 经 济 各 部 门 与 社会 再 生产 各 环节 间 的 内 在 联系 ,有 
的 放 矢 地 提高 经 济 工作 水 平 ,使 国民 经 济 协 调 稳 步 向 前 发 展 . 

1 分 析 国 民 径 济 中 的 一 些 基本 比例 关系 

要 使 国民 经 济 协调 稳步 发 展 ,必须 协调 国民 经 济 中 各 种 主要 比例 关系 , 如 两 大 
部 类 的 比例 , 农 , 轻 、 重 的 比例 ,积累 与 消费 的 比重 等 .投入 产 出 模型 能 从 再 生产 的 
角度 提供 深入 研究 与 分 析 这 些 比 例 关 系 的 数据 资料 ,从 具体 的 数量 关系 上 揭示 这 
些 比例 关系 的 实质 ,下 面 以 表 1-6( 价 值 型 投入 产 出 表 ) 为 例 说 明 ， 

由 表 1-6 可 得 到 祖 应 的 直接 消耗 系数 和 完全 消耗 系数 ,并 分 别 列 于 表 1-7 和 
表 1-8. 

(DD 分 析 丙 大 部 类 比例 关系 .两 大 部 类 产品 在 生产 与 分 配 使 用 之 间 悍 持 一 定 的 
比例 关系 ,是 使 社会 再 生产 得 以 顺利 进行 的 重要 条 忻 之 一 . 即 两 大 部 类 产品 不 仅 在 
实物 形态 上 要 顺利 地 实现 交换 ,而 且 在 价值 形态 上 也 要 能 得 到 补偿 .利用 价值 型 产 
品 投入 产 出 表 政 以 较 精 确 地 讨 算出 在 社会 产品 中 两 大 部 类 产品 的 具体 数量 和 价值 
构成 ,其 计算 过 程 分 别 为 

1 计算 生产 资料 与 消费 资料 总 量 .根据 按 产 品 实际 用 途 则 分 两 大 部 类 的 原则 ， 
生产 资料 包括 生产 中 消耗 的 劳动 对 象 ( 即 中 间 产 品 ) 和 用 于 扩大 再 生产 的 组 成 生产 
性 固定 资产 积累 与 流动 资产 积累 的 产品 ;消费 资料 包括 用 于 本 期 及 今后 时 期 个 人 
与 社会 消费 的 产品 , 含 新 增 的 非 生 产 性 固定 资产 (如 住宅 .文化 福利 设施 等 } 和 消费 
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中 疝 产 品 


农业 轻工业 重工 业 其 他 小 计 报 必 玫 者 
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品 的 库存 逢 储备 增加 额 等 .在 表 1-6 中 第 一 部 类 产品 为 (4560+ 761) 亿 元 = 9321 亿 
元 ,第 二 部 类 产品 为 (2680 + 399) 亿 元 = 3079 亿 元 . 
2) 计 算 各 种 消耗 系数 .各 部 门 的 物质 消耗 系数 ec , 劳动 报酬 系数 ar 和 社会 纯 


收入 系数 oo, 分 别 为 


时 
ac = ass a = VA = mi 有 = 了 
i=l 


其 中 4 = 《ay)4w4 为 直接 消耗 系数 第 阵 . 
计算 结果 如 表 1-9 所 示 . 


表 1-9 

农 亚 轻工业 重工 业 其 他 

we 0. 00 .700 .500 0 300 

ar 0. 594 0. 104 0. 188 0.235 

4 站 ,TD 三. 196 必 , 之 人 0.265 

合计 1.000 1.000 1.000 1.000 

3) 计 算 第 二 部 类 的 价值 构成 .物质 消耗, 即 第 二 部 类 的 转移 价值 

C1 = Dao(W+ 月 )， (1-27) 
劳动 报 醒 Vi = Saw 4) (1-28) 
社会 纯 收入 mg = Do + 6), (1-29) 


其 中 多 和 所 (j=1,2,…,4) 的 意义 见 表 1-6. 

由 表 1-6 和 玫 1.9 可 得 

CU =0.3x(820+100) 亿 元 +0.7x(1100+84) 亿 元 +0.6x(170+ 站 ) 忆 元 + 
0.5x(590+ 120) 亿 元 = 1618. 如 忆 元 ， 

FT =0.594x (20+ 100) 亿 元 +0.104x (100+ 94) 亿 元 +0 名 x+55) 亿 元 + 
0.235 x (590+ 120) 亿 元 = 886. 加 人 忆 元 ， 

兴 = 人 .106x (800+ 100) 亿 元 +0.19%6x (1100+84) 所 元 +0.22x (ID+99) 亿 元 + 
0.265 x {590+ 120) 亿 元 = 573.91 亿 元. 

4) 计 算 第 一 部 类 的 价值 构成 . 


物质 消耗 CI = 之 1 之 网 - CI; 1-30) 


了 


劳动 报酬 VI = PF- Va, (1-31) 
jml 
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社会 纯 收 入 mI = um, — mg; 《1 -32) 
由 表 1-6 和 3) 中 计算 结果 可 得 
Ci = (4560- 1618.80) 亿 元 =2941.20 亿 元 ， 
FT = (2200 -386.29) 亿 元 = 1313.71 亿 元 ， 
mi = (1640 -373.91) 亿 元 = 1066.09 所 元 ， 
将 上 述 结果 及 某 些 比例 值 列 于 表 1-10 中， 


36.7| 35.4 . 一- 
总 产值 风 (的 i 


由 表 1-10 可见, 第 一 部 类 产品 为 5321 忆 元 , 占 全 部 社会 产品 的 68.3% ,第 二 
部 类 产品 为 3079 所 元 , 占 全 部 社会 产品 的 四.7%. 由 (C+ V+m)1 - {Cr+ cn) 
= Vi+mi -Cy = (2379.8- 1618.8) 亿 元 = 761 所 元 ,此 值 妈 为 该 时 期 可 用 来 扩大 
再 生产 的 生产 资料 数量 ,为 最 终 产 品 中 用 于 生产 性 积 积 的 数额 ,表明 了 有 占 全 部 社 
会 产品 的 9.06% 的 生产 资料 可 用 于 扩大 再 生产 ， 

欲 使 扩大 再 生产 顺利 进行 ,需要 有 消费 资料 的 积累 , 即 须 满 吓 


CC+ Vtmr> Vit (ee) + ve+(e),, 


其 中 m/zx 在 资本 主义 社会 指 资 本 家 的 消费 部 分 ,在 社会 主义 社会 可 理解 为 非 生 产 
部 门人 员 的 消费 .公式 表明 ,第 二 部 类 的 产品 应 大 于 两 大 部 类 工人 和 资本 家 ( 非 生 
产 部 门人 人员) 的 消费 .由 表 1-10 知 ,(C+ V+ mg =3 和 079 所 元 ,由 表 1-6 知 , Vr + 


FI + mAN)T 《ERAr)U = 人 > mW = 2656 各 亿 元 ,所 以 ,C++ 了)6 -VI+ Vi 
i=| 


+ (m/zx)1 + (m/z)g) = 399 亿 元 = 之 , 太 , 表 明 第 二 部 类 产品 除 满足 本 期 社会 消 
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费 外 ,还 剩余 399 亿 元 作为 消费 积累 ,这 为 进一步 扩大 再 生产 创造 了 条件 . 
(2) 分 析 农 、 轻 、 重 比例 关系 ,农业 、 轻 工业 和 重工 业 的 比例 关系 协调 与 否 ,从 根 
本 上 决定 着 整个 国民 经 济 能 否 健 康 稳定 地 向 前 发 展 ,是 国民 经 济 的 一 项 重要 的 比 
例 关系 .利用 投 人 产 出 模型 可 以 分 析 农 . 轻 , 重 的 内 部 结构 ,了 解 它们 各 自 的 具体 部 
门 构 成 和 价值 构成 ,从 社会 再 生产 的 角度 研究 分 析 它 们 之 间 的 内 在 联系 等 . 
1) 分 配 系数 、 最 线 产品 结构 系数 .在 抽象 了 进出 口 因素 的 条 件 下 ,分 配 系数 可 
定义 为 
Xi i j=l,2, ,nn: 
= x = (1-33) 
其 中 x 为 i 部门 的 中 间 产品 ,PF 为 :部门 产 品 用 于 第 p 项 最 终 产 品 的 数量 ,假设 最 
和 给 产品 有 上 项. 
分 配 系 数 反 映 的 是 各 部 门 产品 的 分 配 使 用 构成 及 其 比例 . 
最终 产品 结构 系数 定 关 为 
dy= Yo/U,, i=1,2, ,np=1,2,..,1, (1-34) 
其 中 局 为 第 p 项 最 终 产 品 的 总 量 . 
最 鳃 产品 结构 系数 反映 的 是 最 终 产 品 各 项 的 构成 及 其 比例 . 
仍 以 表 1.6 为 例 ,相应 的 分 配 系数 和 最 终 产 品 结构 系数 分 别 如 表 1-11 和 和 家 1- 
12 所 示 ， 


表 1-11 单位 :名 


中 间 产 品 
农业 轻工业 重工 业 ”其 他 
6.0 12.8 10.0 9.4 
0.8 300 34 了 4 
13.8 13.3 和 .0 13.1 
3.2 03 15.3 10.0 


各 部 门 产品 
占 总 产品 比例 


消费 ”积累 小 计 
45.6 16.1 
.8 10.6 
6.5 13.3 


4,7 16.5 


小 计 
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表 1-11 给 出 了 农 . 轻 . 重 各 部 门 产 品 的 分 配 使 用 情况 , 即 各 部 门 产品 用 于 生产 
消耗 .消费 和 积累 的 比重 及 各 部 门 产 品 占 总 产品 的 比重 ,这 些 数据 为 计划 工作 提供 
了 重要 的 参考 资料 .配合 表 1-7 和 表 1-8 所 提供 的 直接 消耗 系数 和 完全 消耗 系数 ， 
可 以 了 解 农 . 轻 、 重 各 部 门 的 内 在 联系 . 表 1- 卫 给 出 了 最 终 产品 各 项 中 由 各 部 门 提 
供 的 比例 ,由 此 可 了 解 最 终 产 品 各 项 的 来 源 及 其 构成 . 

2) 结 合 分 析 农 、 轻 、 重 的 比重 与 两 大 部 类 的 比重 .通过 计算 农业 ,轻工业 和 重工 
业 产 品 中 ,生产 资料 与 消费 资料 的 数量 及 比重 ,可 了 解 各 部 门 产品 满足 生产 发 展 需 
要 与 满足 人 民生 活 需 要 的 情况 . 

以 表 1-6 为 例 计 算 各 部 门 两 大 部 类 产品 数量 及 比重 ,结果 如 表 1-13 所 示 . 

天 1-13 


第 一 部 类 产品 | 第 二 部 类 产品 | i 
2 


3) 分 析 农 轻 . 重 比例 是 否 协调 .依据 再 生产 原理 ,从 生产 能 否 满足 第 要 出 发 交 
量 农 . 径 、 重 比例 是 否 协调 .办 农业 、 轻 工业 产品 大 部 分 直接 用 于 人 民 消 费 的 需要 ， 
重工 业 产品 主要 用 于 满足 发 展 生产 的 需要 ,所 以 ,可 采用 下 列 准则 判断 农 , 轻 , 重 比 
例 是 否 协调 :农业 ,轻工业 产品 在 扣除 用 于 生产 揭 消 耗 后 ,其 剩余 部 分 能 否 满足 人 
民生 活水 平 提高 的 需要 ;重工 业 产品 在 扣除 用 于 生产 的 消耗 后 ,其 剩余 部 分 能 否 满 
足 发 展 生产 的 需要 ， 

(3) 分 析 积 累 与 消费 的 比例 .积累 与 消费 的 比例 关系 是 关系 到 发 展 生产 .改善 
人 民生 活水 平 的 重要 比例 关系 ,在 一 定 程度 上 反映 了 国家 、 集 体 .个 人 三 者 利益 关 
系 是 否 协调 合理 .在 分 析 这 个 比例 时 ,不仅 要 看 积累 率 的 高 低 ,而 且 要 结合 各 时 期 
的 生产 发 展 情况 ,具体 衡量 积累 与 消费 的 安排 能 否 适 应 国民 经 济 发 展 的 需要 ,适应 
实际 生产 可 能 提供 的 条 件 . 表 1-11 和 表 1-12 分 别 给 出 了 消费 和 积累 在 各 部 门 总 
产品 中 的 比重 及 在 消费 和 积累 的 总 额 中 各 部 门 所 占 的 比重 ,这 些 分 别 说 明了 各 部 
门 每 一 个 单位 产品 中 消费 和 积累 所 占 的 份额 及 国民 经 济 中 每 一 个 单位 的 消费 或 积 
累 由 各 部 门 提 供 的 份额 

下 面 讨论 积累 与 消费 总 量 间 的 比例 关系 .该 比例 关系 以 国民 收入 使 用 略为 总 
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体 , 计 算 积 累 额 和 消费 额 所 占 的 比重 , 即 给 出 积累 率 和 消费 率 . 国 民 收 入 使 用 额 在 
实物 形态 上 指 扣 除 国 家 铺 备 .进出 口 差 额 和 固定 资产 更 新 ,大 修理 后 剩余 的 最 终 产 
品 数 量 ,在 价值 形态 上 为 净 产 值 , 即 国民 收 人 , 由 此 , 积 黑 率 可 定义 为 


i 一 DR/ oY, 或 站 所 三 DR Ar + mi), 1.35} 


其 中 > 为 各 部 门 提供 的 积累 总 额 ， Pr 为 最 终 产 品 基 ， P(r + mi) 为 国民 


收入 总 额 
消费 率 定义 为 
qr — ar. {1-36} 

另外 ,还 可 已 以 国民 收 人 为 总 体 , 分 析 积 标 与 消费 的 关系 ,或 者 单 以 消费 或 积 
累 为 总 体 分 析 其 各 种 构成 的 关系 等 . 

4) 分析 国 民 经 济 各 部 门 间 的 比例 关系 .国民 经 济 作 为 一 个 有 机 整体 ,各 部 门 
间 存 在 着 极其 复杂 的 技术 经 济 联 系 , 弄 清 这 些 联 系 可 以 为 建立 合理 的 产业 结构 提 
供 科学 的 依据 . 

让 直接 消耗 系数 和 完全 消耗 系数 的 分 析 应 用 .直接 消耗 系数 和 完全 消耗 系数 
可 以 从 数量 关系 上 揭示 各 部 门 间 内 在 的 直接 和 和 间接 的 技术 经 济 联系 . 直接 消耗 系 
数 和 矩阵 中 每 列 的 数字 反映 了 该 列 所 对 应 部 门 对 所 有 部 门 的 直接 依赖 程度 ,完全 消 
耗 系数 矩阵 中 每 列 的 数字 反映 了 该 列 所 对 应 部 门 对 所 有 部 门 的 直接 和 间接 依赖 程 
度 . 

2) 感 应 度 系 数 与 影响 力 系 数 的 分 析 应 用 . 

影响 力 系 数 = 定义 为 


pA )， 了 = 1,2，， (1-37) 
其 中 加 ee 
总 应 度 系 数 ci 定 闵 为 中 
Fj = > /os), i = ] ,2 {1-38) 
其 中 生 " = (js - 国 -4 再 2( 局 )ss ny 而 = 二 /下 ,台大 的 意义 同 前 


影响 力 系数 亦 称 为 后 向 联系 系数 ,二 表示 部 门 最 终 产品 每 增加 一 个 单位 时 ， 
需 国民 经 济 各 部 门 增加 生产 的 产品 总 量 ,与 国民 经 济 中 各 部 门 均 分 别 增加 一 个 音 
位 最 终 产品 时 平均 使 各 部 门 增加 生产 产品 总 量 的 比较 . x 值 有 三 种 可 能 : xj > 1, 7 
=1 和 xz <1, 其 中 和 >!1 表 明 / 部 门生 产 的 发 展 需 国民 经 济 各 部 门 较 快速 度 发 展 
来 相配 合 ,是 提高 国民 经 济 发 展 速度 的 关键 部 门 .感应 度 系数 亦 称 为 前 向 联系 系 
数 ,表明 i 部 门 增加 单位 增加 值 对 各 部 门 产 出 的 推动 程度 . 


人 DD 陈 饮 康 .投入 占用 产 出 的 理论 及 其 应 用 . 见 : 李 强 , 刘 起 运 主编 ,当代 中 国 授 人 产 出 实 
上 路 与 研究 .北京 :中 国 统计 出 版 社 ,1999. 
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3) 计 算 各 部 门 物质 消耗 比重 . 


$= Ds i = 1,2.° (1-39) 


4 表示 / 部 门 消耗 : 部 门 的 产品 在 整个 中 间 消 耗 中 所 占 的 比重 ， (a$) ,x 在 一 定 程 
度 上 反映 了 各 部 门 在 生产 过 程 中 的 相互 依赖 程度 . 

4) 计 算 各 部 门 新 创造 价值 在 国民 收入 中 所 占 的 比重 

ij 部 门 新 创造 价值 占 国民 收入 比重 的 计算 公式 为 

> 凡 + mi) 和 m /Dr 十 m;) 或 (VW 十 mm) A 于 十 mi). 

(1-40) 

2. 分 析 国 民 经 济 的 宏观 经 济 效 果 

可 从 宏观 和 微观 两 个 角度 考察 经 济 效果 .宏观 经 济 效 果 指 整个 国民 经 许 范围 
内 全 社会 的 经 济 运作 效果 ,微观 经 济 效果 指 相对 较 小 范围 内 的 经 济 运作 效 果 . 考 察 
经 济 效果 一 般 可 用 下 列 指标 . 

(1) 物 化 劳动 消耗 效果 ,. 指 物化 劳动 消耗 与 有 用 成 果 间 的 比较 . 物化 劳动 消耗 
指 各 部 门 或 整个 国民 经 济 的 物质 消耗 总 量 , 有 用 成 果 指 各 部 门 的 总 产 出 或 社会 总 
产 出 ,或 者 指 各 部 门 的 净 产 品 或 社会 净 产 品 ,或 者 指 各 部 门 的 纯 收入 或 社会 纯 收 
人 .等 等 .与 之 相应 ,可 计算 出 各 部 门 (或 社会 ) 物 耗 总 产 出 率 .各 部 门 (或 社会 ) 净 产 
值 率 .各 部 门 (或 社会 ) 物 耗 纯 收 人 率 等 .例如 ,社会 物耗 净 产 值 率 为 


(+ m/c Dr m) /T+ 2), (1-41) 
了 部门 物耗 净 产 值 率 为 
(V+ yy) (2 和 + 局) (1-42) 


其 中 EE 为 j 部 门 固定 资产 折旧 ,其 他 符号 意义 同 前 . 

(2) 活 劳动 消耗 效果 . 指 活 劳动 消耗 量 与 有 用 成 果 间 的 比较 . 活 劳动 消耗 量 指 
各 部 门 或 整个 国民 经 济 的 劳动 报酬 总 量 . 相应 地 可 分 别 得 到 劳动 报酬 总 产 出 率 、 劳 
动 报酬 净 产 值 率 和 劳动 报酬 利税 谤 等 . 即 


劳动 报酬 总 产 出 率 AV( 或 jy 人 W)， (1-43) 
劳动 报酬 净 产 值 率 (Y+ MAV( 或 (V+ 村) 入)， {1-44) 
劳动 报酬 利税 率 计 AV( 或 mV)， (1-45) 


其 中 访 = > V = > = > 
(3) 物 化 劳动 和 活 劳动 的 综合 效果 . 是 指 生 产 成 本 与 有 用 成 果 间 的 比较 . 相应 
地 可 分 别 得 到 成 本 益 产 出 率 .成 本 净 产 值 率 .成 本 纯 收 人 素 等 . 即 
成 本 总 产 出 率 XAC+ (或 x/(G + W)), (1-46) 
成 本 净 产 值 率 (V+ MAC+ PR + mi) AG + 用 力 ， (1-47) 
成 本 纯 收 入 率 NAC+ (或 MAG + WH)), (1-48) 


1 全国 静 坊 产品 投入 产 出 模型 ，d4 雪 ， 
(4 劳动 消耗 获得 的 消费 资料 的 效果 , 指 劳动 消耗 与 斐 得 的 消费 资料 的 比较 . 
相应 地 有 物耗 消费 资料 宰 .劳动 报酬 消费 资料 率 . 生 产 成 不 消费 资料 率 等 . 即 


物耗 消费 资料 率 WAC( 或 出 人 0)， (1-49) 

劳动 报酬 消费 资料 率 WAV 或 负 A)， (1-50) 

成 本 消费 资料 率 PAC+T (或 WAG + WD)), (1-51) 
其 中 ,多 = > 


上 述 各 项 指标 ， 其 值 越 大 表明 其 对 应 的 部 门 或 社会 经 济 效果 越 好 ;反之 ,其 值 
越 小 ,其 对 应 的 部 门 或 社会 经 济 效果 越 差 . 一 般 而 言 ,经 济 效 果 好 的 部 门 可 以 考虑 
加 快 其 发 展 速度 ,但 由 于 各 部 门 间 存 在 着 复杂 的 技术 经 济 联系 ,因而 一 部 门 可 理 加 
快 发 展 速 度 , 还 取决 于 与 它 相 联 系 的 其 他 部 门 的 发 展 状况 . 


1.5.2 在 价格 分 析 中 的 应 用 


一 个 台 理 的 价格 体系 既 能 对 生产 ,分配 .交换 .消费 各 环节 起 调节 作用 ,又 有 利 
于 国民 经 济 的 协调 稳步 发 展 .合理 的 价格 体系 的 制定 是 个 复杂 的 问题 ,不 仅 需 要 
作 理 论 上 的 探讨 ,还 需要 有 一 套 科学 的 计算 方法 . 投 人 产 出 表 提 供 的 资料 有 助 于 对 
价格 的 形成 与 各 种 产品 价格 间 的 相互 影响 进行 分 析 . 

1 .价格 模 型 

南 品 价格 是 由 生产 该 商品 的 社会 必要 劳动 量 决定 的 .是 商品 价值 的 货币 表现 . 
价值 型 投入 产 出 表 反 映 了 各 部 门 产 品 的 价值 构成 , 即 转移 价值 1C)、 劳 动 者 为 自己 
创造 的 价值 (下 和 劳动 者 为 社会 创造 的 价值 (mm). 若 各 部 门 劳 动 者 的 劳动 报酬 能 够 
依据 “* 按 劳 分 配 " 的 原则 正确 确定 ,各 部 门 { 各 种 产品 ) 的 至 利率 也 可 按照 统一 的 标 
准确 定 , 则 可 利用 投入 产 出 模型 计算 各 部 门 产品 的 价格 . 

记 人 Ti, 必 ， tj: 二 天 让 二] 了 分 别 为 以 实物 计量 单位 表示 的 部 
门 间 的 流出 入 量 .部 门 最 终 产 品 . 总 产品 和 直接 消耗 系数 ,mm , 忆 和 分别 为 以 
货币 单位 计量 的 j 部 门 的 劳动 报酬 、 社 会 纯 收 入 、 固 定 冤 产 折旧 和 产品 单价 , 则 由 
价值 型 投入 产 出 模型 , 即 (1-11) 式 ,有 


Dp.+ B+ V+ mi = dP, f= 1,2,"*,n, 


或 
人 Pi + 08 + 0 + om, = P, j= 1.2,.",n, (1-52) 
其 中 ap = E/Qov = VQ on = m/s= P/Q 
i 记 E=(ag, ?| “ap )', 有 = (anyat ra M={ an an Am) ,下 
= CPi,P2o ,A=《ay)sxn; 则 (1- 和 2) 式 可 写 为 
或 


ATP+E+VF+MH=P 或 P= (AD (E+ V+ M), 
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P=[fFr-4)-I] TE+ V+ NM), (1-53) 
(1-53) 式 即 为 价格 模型 .由 此 可 得 价格 变动 模型 
AP = [C7 - A)-TIMAEB + BV + AM), {1-54) 
它 揭示 了 EE,V 或 村 的 变化 对 价格 变化 的 影响 . 


2. 价 格 影响 模型 
价格 影响 模型 是 分 析 某 部 门 (或 某 些 部 门 ) 产 品 价 格 变 动 对 其 他 部 门 产品 价格 
影响 的 数学 模型 . 某 一 部 门 { 或 某 些 部 门 ) 的 价格 变动 ,会 使 与 其 有 联系 的 部 门 产 品 
成 本 发 生变 化 ,从 而 引起 产品 价格 的 变化 .假设 第 ”部 门 的 价格 变动 为 A 户 , 则 由 
此 引起 的 其 他 部 门 的 价格 变动 满足 
(APIs AP2y°%* BP, 1)T = AT_ (APL ,AP AP,_ 1) + 


(Can dns ns 1) LP,, 
或 CAP Ps, AP I) = CT- A om, dn.n 1) AP, 
= [CT A Ta on n,n-1) BP,, (1-55) 


其 中 


19 机 i,n-1 
1 二 : : * 
mn- nln-l 


1.5.3 在 计划 工作 中 的 应 用 


编 悄 国民 经 济 计划 的 目的 ,是 在 遵循 经 济 规律 的 条 件 下 ,正确 确定 国民 经 济 中 
各 种 比例 关系 ,使 整个 国民 经 济 高 效 、 协 调 \ 稳 步 地 向 前 发 展 , 同 时 使 社会 生产 不 断 
满足 人 民生 活水 平 提高 的 需要 .投入 产 出 表 能 提供 许多 重要 参数 ,使 计划 工作 既 能 
从 局 部 与 全 局 相 结合 的 角度 建立 社会 生产 分配、 交换 、 消 费 各 环节 的 平衡 ,又 能 做 
到 社会 产品 在 实物 形态 与 价值 形态 方面 的 平衡 ,还 可 以 从 再 生产 的 角度 考察 积累 
与 消费 的 影响 等 ,因此 投入 产 出 模型 在 编制 国民 经 济 计划 工作 中 起 着 重要 的 作用 . 

1. 为 编制 国民 经 济 计划 提供 了 一 种 科学 方法 

社会 生产 的 协调 、 高 效 , 稳 步 发 展 ,需要 保持 国民 经 济 中 各 种 比例 关系 适宜 , 需 
要 社会 产品 在 各 个 环节 中 达到 平衡 ,因此 盲目 追求 社会 生产 高 速 发 展 和 高 消费 ,都 
是 有 悖 于 经 济 发 展 规律 的 .投入 产 出 表 提 供 了 一 个 从 最 终 产 品 出 发 确定 国民 经 济 
各 部 门 总 产量 的 数学 模型 ,在 一 定 程度 上 解决 了 从 满足 社会 需要 出 发 制定 国民 经 
济 计划 的 具体 方法 问题 ,配合 采用 在 计划 时 期 要 达到 的 目标 与 瑰 实 经 济 所 能 提供 
的 条 件 之 间 进 行 综合 平衡 等 手段, 可 以 编制 出 较 理 想 的 经 济 计 划 . 

(1) 从 量 终 产品 出 发 编制 国民 经 济 计划 .投入 产 出 表 中 的 最 终 产 品 , 其 主要 项 
目 是 消费 和 积累 ,所 以 利用 模型 从 最 终 产品 出 发 来 编制 经 济 计划 ,基本 上 可 体现 扩 
大 再 生产 和 满足 人 民生 活 消 费 需 要 的 目的 .具体 过 程 可 概括 为 

由 确定 计划 期 应 达到 的 消费 总 额 及 其 构成 . 主要 根据 人 日 的 变化 状况 、 人 民生 
活 需要 提高 的 程度 及 计划 期 人 民 消 费 的 总 需求 量 等 因素 确定 .参照 报告 期 的 最 终 
产品 结构 系数 表 , 考 虑 人 口 的 变化 .新 增 的 劳动 力 及 其 他 因素 对 消费 需求 的 影 啊 ， 


1 全 国 静态 产品 投 人 产 出 模型 。421 ， 


可 科学 好 预测 居民 .社会 消费 构成 的 变化 情况 ,确定 出 计划 期 应 达到 的 销 费 总 额 及 
各 部 门 可 预期 提供 的 消费 额 . 

2) 确 定 计 划 期 应 达到 的 积累 总 额 及 其 构成 .可 在 先 确 定 计 划 期 国民 收入 的 基 
础 上 ,由 计划 期 的 积累 率 确定 积 黑 总 究 , 也 可 用 报告 期 固定 资产 投入 产 出 表 中 的 固 
定 资金 直接 十 用 系数 和 完全 占用 系数 ,并 考虑 计划 期 最 终 产品 的 增长 情况 来 确定 
固定 资产 的 积累 额 ,计划 期 内 流动 资金 的 积累 额 也 可 类 似 确 定 . 和 参照 报告 期 的 最 终 
产品 结构 系数 表 , 经 预测 调整 可 给 出 计划 期 积累 的 部 门 构成 . 

3) 确 定 计划 期 的 直接 消耗 系数 ,在 短期 计划 中 ,一 般 可 在 报告 期 直接 消耗 系数 
的 基础 上 ,对 个 别 采 用 了 新 技术 或 变化 较 大 的 部 门 所 对 应 的 系数 进行 修正 . 对 于 长 
期 计划 , 需 进行 局 部 或 全 面 的 修正 ,基体 可 参照 的 方法 ,如 RAS 法 等 将 在 本 篇 第 2 
章 介绍 . 

4 确定 计划 期 各 部 门 的 总 产 出 .由 下 =1T-4)-17 计算 出 计划 期 各 部 门 的 总 
产 出 , 即 由 社会 最 终 产 品 量 确定 的 各 部 门 必 须 达 到 的 产 重 ,因此 最 终 产 品 中 消费 上 额 
和 积累 额 确定 得 是 否 合 适 , 还 需 将 由 此 计算 得 到 的 各 部 门 必须 达到 的 产量 同 各 部 
门 的 实际 能 力 进行 比较 平衡 , 须 经 反复 调整 ,最 终 才 能 确定 出 适宜 的 计划 期 内 各 
部 门 的 最 终 产 品 量 和 产量 . 

{2) 从 最 线 产品 与 总 产品 相 结 合 出 发 ,编制 国民 经 济 计 划 . 单 从 最 终 产 品 出 发 
编制 国民 经 济 计 划 ,最 然 模型 简单 ,但 也 存在 不 足 : 一 是 某 些 部 门 中 最 终 产 品 的 数 
据 难 以 预测 和 确定 ,二 是 在 反复 调整 的 过 程 中 需 参 照 各 部 门 的 产量 .因此 ,可 以 说 
从 最 终 产品 出 发 编制 国民 经 济 计划 的 方法 实质 上 亦 为 一 种 从 最 终 产 品 和 总 产品 相 
结合 出 发 编制 国民 经 济 计 划 的 方法 .为 了 区 别 ,此 处 从 最 终 产 品 与 总 产品 相 结 合 出 
发 编制 国民 经 济 计划 , 指 的 是 某 些 部 门 最 终 产 品 中 的 数据 无 法 预测 和 确定 的 情况 ， 
具体 做 法 如 下 . 

1) 斑 定 最 终 产 品 和 总 产品 的 已 知 量 和 未 知 量 . 

已 知 量 指 经 预 调 可 以 确定 的 量 ,不 易 确定 的 量 作 为 未 知 量 . 

2) 建 立 数学 模型 . 

OO= 1 (1-56) 


Cum Cin 
c=(1-4)-!=| J cc 
7 = (CT (了 Ti 均 为 列 向 量 ; 3 ， 
人 分 别 为 由 计划 期 社会 总 产品 中 站 种 产品 的 已 知 量 组 成 的 列 向 量 和 rz - 下 种 
最 终 产 品 的 已 知 量 组 成 的 烈 向 量 ; 本 -于 分 别 为 由 计划 期 社会 总 产品 中 -= 普 


种 产品 的 未 知 量 组 成 的 列 向量 和 m 种 最 终 产品 的 未 知 旦 组 成 的 列 向 量 . 
(1-56) 式 可 展开 成 


其 中 ， 


芋 = Co, nh + 人 {1-57) 
nnnFht CC nn nn. (1-58) 


由 (1-529) ,1-58) 式 可 得 
Yh = Cn (1-59) 
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E_nCiln -Cnn ne n+ na nn (1-00) 
2. 投入 产 出 模型 在 计划 调 整 方面 的 应 用 
计划 在 实施 过 程 中 不 是 一 成 不 变 的 ,需要 根据 实际 情况 进行 调整 ,调整 时 可 采 
用 公式 A={ 下 YAY ,或 AY= (IT- 4A)AK 计算 最 终 产 品 的 变化 对 各 部 门 产 
量 需 求 变化 的 影响 及 各 部 门 产 量变 化 对 最 终 产 品 变化 的 影 啊 ， 
3. 对 计划 中 重大 项 目 建 设 的 平衡 计算 
{1) 项 目 建设 时 的 平衡 计算 .将 计划 建设 项 目 { 包 括 附 属 工程 ) 所 需 消 耗 的 产品 
福 为 对 最 终 产 品 需 求 的 增加 ,采用 公式 夺 = (5 4) 47" 计算 项 目 建设 时 所 需 各 
部 门 的 产量 ,其 中 = (CF, A A 为 
计划 建设 项 目 对 天,…, 工 部 门 产品 的 需求 量 . 
{2) 项 目 建成 投产 后 的 平衡 计算 假设 某 一 项 目 投产 后 公使 第 n 部 门 产 量 增 
加 入 巨 ,这 样 会 对 其 他 rn - 1 个 部 门 产生 直接 消耗 和 间接 消耗 的 需求 ,使 这 nn 一 1 个 
部 门 的 产量 需求 发 生变 化 ,其 公式 为 
(AXI, AE, AFL A A, (1-61) 


dl1t 1,n -| 
其 中 4，- -| : | 了 为 -1 工 阶 单位 阵 . 
lel 
4. 与 数学 规划 结合 ， 制订 出 国民 经 济 发 展 的 最 优 方 案 
可 与 线性 规划 、 非 绥 性 规划 .动态 规划 等 最 优化 方法 结 人 台 起 来 ,在 一 定 资源 . 技 
术 的 条 件 下 制订 合理 的 计划 ,以 取得 最 往 的 经 济 效果 ,或 在 -- 定 的 经 济 效果 前 提 下 
寻求 消耗 最 少 的 计划 方案 等 .具体 方法 在 本 篇 第 各 章 介绍 ， 
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投入 产 出 模型 是 建立 在 投入 产 出 表 的 基础 上 的 ,投入 产 出 表 的 编制 需要 解决 
一 系列 的 分 类 组合. 修订 和 平衡 等 问题 . 


2.1 静态 产品 投入 产 出 表 编 制 的 基本 问题 


1. 部 门 划 分 问题 

该 问题 是 编制 投 人 产 出 表 首 先导 到 的 一 个 问题 .从 国民 经 济 平 奖 和 经 济 分 析 、 
预测 .计划 与 政策 研究 等 不 同 需要 看 ,不 可 能 也 不 必要 把 成 于 上 万 种 社会 产品 都 进 
行 具体 的 分 析 , 只 需 将 它们 组 合成 若干 个 大 类 和 部 门 进行 分 析 和 研究 .部 门 划分 合 
适 与 否 直 接 影响 着 投入 产 出 法 的 应 用 效果 ,划分 时 须 以 社会 劳动 分 工 的 发 展 水 平 
为 依据 ,同时 须 遵循 一 定 的 分 类 原则 , 且 要 根据 编 表 目的 ,结合 国家 、 地 区 等 经 济 特 
点 来 进行 ， 

(1) 部 门 划分 原则 ,部 门 ,是 根据 产品 同类 性 原则 组 成 的 同类 性 产品 的 综合 体 . 
所 谓 同 类 性 产品 是 指 消耗 结构 相同 .工艺 技术 相同 和 经济 用 途 相同 的 产品 .上 上 述 原 
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则 是 为 了 使 消耗 系数 能 驶 较 准确 地 反映 部 门 间 的 技术 经 济 联系 ,保证 投入 和 产 出 
闻 的 线性 关系 .实际 上 ,部 门 划分 的 同类 性 原则 中 三 个 条 件 并 不 协调 一 致 ,部 门 划 
分 越 详细 ,三 个 条 忻 越 趋 于 协调 ;反之 ,三 个 条 件 则 相差 越 大 .部 门 个 数 的 儿 少 须 同 
时 依据 编 表 的 目的 .收集 数据 的 可 能 来 确定 .一 般 而 言 , 若 侧重 于 理论 分 析 和 政策 
研究 ,可 以 粗 一 些 : 若 主要 用 于 短期 计划 和 生产 组 织 , 则 可 以 细 一 些 , 如 实物 型 表 中 
部 门 可 在 100 ~ 200 个 左右 ,价值 型 表 中 部 门 可 在 和 ~ 150 个 左右 ,等 等 . 

(2) 物 质 生 产 部 门 和 非 物 质 生产 部 门 的 划分 , 马克思 主 义 经 济 学 将 国民 经 济 划 
分 为 物质 生产 部 门 和 非 物质 生产 部 门 . 凡 直接 创造 物质 产品 或 增加 产品 价值 的 部 
门 为 物质 生产 部 门 ,如 农业 工业、 建筑 业 .商业 .饮食 业 及 服务 于 生产 的 交通 运输 
业 ,而 教育 .客运 业 .卫生 和 服务 于 居民 的 文艺 .邮政 业 等 属于 非 物 盾 生 产 部 门 . 

Il) 物 质 生产 部 门 的 产品 部 门 划分 . 衫 据 产 品 同类 性 原则 将 物质 生产 部 门 进行 
划分 所 得 的 部 门 称 为 产品 部 门 . 它 不 同 于 企业 部 门 (经 济 部 门 ) 和 行政 部 门 . 恢 据 企 
业主 要 产品 ,以 企业 为 单位 按照 企业 的 同类 性 划分 的 部 门 为 企业 部 门 或 经 济 部 门 . 
企业 除 主要 产品 外 ,可 能 还 生产 许 儿 次 要 产品 ,这 些 次 要 产 上 世 分 属 不 同 的 产品 部 
门 .产品 部 门 与 按 行政 管理 系统 划分 的 行政 主管 部 门 (如 部 、 厅 .局 等 差别 更 大 . 

2) 非 物质 生产 部 门 的 劳务 部 门 划 分 

非 物 质 生 产 部 门 给 社会 提供 的 劳务 产品 同样 具有 价值 和 使 用 价值 . 劳务 部 门 
可 分 为 两 大 类 :一 类 是 商品 性 劳务 部 门 ,是 盘 利 的 非 物质 生产 部 门 , 如 电影 院 、 客 
运 .旅店 等 ; 另 一 类 是 非 商品 性 劳务 部 门 ,是 非 胡 利和 的 非 物 质 生产 部 门 ,如 科研 \ 卫 
生 部 门 、 机 关 团 体 等 . 

2. 产 值 计算 问题 

产值 有 不 同 的 计算 方法 ,各 方法 的 计算 结果 会 有 较 大 差 翌 . 

(也 产值 计算 方法 

1) 部 门 法 .部 门 法 以 部 门 为 单位 ,部 门 的 总 产值 不 包含 部 门 内 部 各 种 生产 间 的 
相互 消耗 , 即 部 门 总 产值 不 受 部 门 内 部 组 织 结构 或 部 门 内 各 企业 间 分 人 台 变 动 的 影 
响 . 因 此 ,采用 部 门 法 计算 总 产值 时 , 投 人 人 产 出 表 第 I 象限 的 主 对 角 线 全 为 0. 

2) 工 厂 法 .工厂 法 以 工厂 企业 为 单位 ,企业 总 产值 不 包 合 企业 内 部 各 种 生产 间 
的 相互 消耗 ,只 计算 企业 对 外 悄 告 的 产值 ,用 工厂 法 计算 的 部 门 总 产值 一 般 比 部 门 
法 计算 的 部 门 总 产值 大 . 

3) 产 品 法 ,产品 法 以 产品 为 单位 ,在 生产 过 程 中 所 有 局 转 额 都 计 信 产值 , 即 后 
一 部 门 或 企业 内 部 生产 间 的 相互 消耗 都 计 人 产值 ,因此 , 按 产品 法 计算 的 部 门 总 产 
值 一 般 要 比 工 厂 法 计算 的 部 门 总 产值 大 . 

上 述 三 种 产值 计算 方法 各 有 利 闵 , 从 减少 产值 重复 计算 看 ,部 门 法 最 好 ,工厂 
法 次 之 ,产品 法 最 差 ; 从 全 面 反 上 映 所 有 产品 周转 活动 及 其 相互 联系 看 ,产品 法 最 好 ， 
部 门 法 最 差 . 

在 现行 统计 中 ,鉴于 农业 生产 过 程 相对 简单 ,内 部 联系 也 较 少 , 故 农 业 产 值 和 
产量 按 产 品 法 计算 . 因 工 业 生 产 过 程 较 复 杂 , 相 互联 系 紧密 ,车 工业 产值 按 工厂 法 
计算 ,产量 按 产品 法 计算 , 别 两 种 计算 方法 会 造成 工 烛 产值 和 产量 上 的 差 尝 ,因此 
我 国 一 般 采 用 现行 统计 制度 的 计算 方法 , 即 农业 用 产品 法 ,工业 用 工厂 法 . 当然 , 若 
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条 件 允 许 ,可 以 同时 给 出 产品 法 和 工厂 法 两 套数 据 , 以 利于 比较 和 分 析 . 

(2) 非 物质 生产 部 门 劳务 曾 值 的 计算 . 非 物质 生产 部 门 劳务 总 值 , 按 劳 务 性 质 ， 
分 两 种 情 部 进行 计算 :一 是 商品 性 劳务 , 按 其 价 植 总 额 ( 即 劳务 的 销 六 怕人 ) 计 算 总 
产值 ,如 保险 业 按 保险 费 、 手 续费 与 赔偿 金 之 差 计 算 产 值 ,银行 业 按 利息 收 人 净 额 、 
业务 收入 和 手续 费 计 算 产 值 等 ;二 是 非 商品 手 劳 务 , 按 其 劳务 成 本 ( 即 费 用 总 额 ] 计 
算 总 产值 ,这 类 劳务 是 非 僵 利 的 ,总 产值 中 不 包含 利润 ,大 部 分 情况 下 也 不 包含 间 
接 税 . 

劳务 总 值 计算 公 式 为 

劳务 总 值 = 产品 和 劳务 的 中 间 投 人 + 固定 资产 折旧 + 工资 + 
福利 基金 + (利润 ) + 间接 税 ) + 利息 + 其 他 . 

3. 价 格 问题 

编制 价值 型 投入 产 出 表 必 须 采 用 统一 的 价格 体系 .在 现实 经 济 活 动 中 存在 着 
多 种 不 同 的 价格 体系 . 

《D 计 划 价 梅 与 协 说 价格 . 计划 价格 为 由 国家 各 级 政府 有 计划 规定 的 价格 ,又 
称 平价 ,可 分 为 中 央 管 理 价 格 .地 方 管理 价格 及 有 限制 的 浮动 价格 . 协 谱 价格 为 上 由 
买卖 双方 经 协商 议定 的 价格 , 常 称 议 价 , 包 括 企 业 自 销 价格 、 集 市 贸易 价格 及 外 贸 
扮 格 等 . 

{2) 生 产 者 价格 与 消费 者 价格 .生产 者 价格 是 在 直接 生产 过 程 中 形成 的 价 榜 ， 
包括 工业 品 的 出 广 价 和 农产品 的 采购 价 . 消 费 者 价格 是 消费 者 在 市 场 上 采购 时 的 
价格 , 即 批发 零售 价格 , 它 包含 直接 生产 览 用 及 作为 生产 过 程 在 流通 领域 内 的 继续 
而 引起 的 运输 费用 和 商业 费用 .有 求 用 两 种 价格 编 表 ,各 有 利 凤 ,采用 生产 者 价格 能 
较 准 确 地 反映 部 门 冯 的 生产 技术 联系 ,但 资料 不 易 取 得 ,不 能 全 面 反映 现实 的 国民 
经 济 周转 ;采用 消费 者 价格 能 较 全 面 地 反映 国民 经 济 的 周转 ,资料 容易 取得 ,但 不 
能 确切 反映 部 门 间 的 生产 技术 联系 . 

(3) 不 变价 格 与 现行 价格 .不 变价 格 指 考 虚 利息 、 物 从 上涨 等 因素 将 现行 价格 
转化 为 某 一 参照 时 间 的 价格 ,使 不 局 时 期 的 价格 具有 可 比 性 ,但 不 蛮 价 格 不 利于 如 
实 反映 以 货币 表示 的 生产 水 乎 .现行 价格 能 够 如 实 反映 以 货币 表示 的 生产 水 平 ,但 
它 不 能 反映 实际 产量 等 变化 情况 ,不 同时 期 的 现行 价格 不 具有 可 比 性 . 

(4) 国 内 价格 与 国际 价格 . 国际 价格 ,就 进 呈 而 言 ,为 到 上岸 价格 ,或 再 加 上 进口 
税 ,不 包括 国内 运输 费用 和 流通 费用 ;就 出 口 而 言 ,为 离 岸 价格 . 

从 国内 编 表 看 ,多 数 采 用 国内 现行 的 生产 者 综合 价格 , 即 国内 价格 现行 价格 、 
生产 者 价格 各 计划 答 格 ,但 在 资料 难以 取得 的 情况 下 , 亦 可 考虑 采用 其 他 价格 . 

4. 固 定 资产 折旧 与 更 新 .进出 口 等 问题 

{1) 面 定 资 产 折旧 与 项 新 .固定 资产 在 生产 中 消耗 的 价值 是 以 要 本 折旧 和 大 人 收 
理 折 有 旧 的 形式 经 亚 步 提取 的 方式 而 补偿 的 ,固定 资产 的 实物 更 新 是 以 大 峰 理 和 更 
新 的 形式 实现 的 ,这 就 使 当年 提取 的 折旧 额 与 更 新 所 需 数 额 往往 不 一 致 .此 外 ,更 
新 常常 伴随 着 改造 ,不 会 仅 在 原 有 技术 水 平 上 重重 .因此 , 正 依 处 理 固定 资产 折 避 
与 更 新 ,是 编制 投 人 产 出 表 时 必须 认真 对 待 的 一 个 问题 . 

在 实物 型 航 人 产 出 表 中 , 隶 列 因 计 重 单位 不 同 而 不 能 相 加 ,所 碎 固定 资产 的 消 
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耗 不 能 以 折旧 的 形式 在 纵 列 栏 中 体现 ,而 只 能 在 横行 的 最 终 产品 栏 内 单列 一 项 “ 固 
定 资产 更 新 .改造 和 大 条 理 ” ,以 便 与 部 门 产品 (主要 是 机 械 产品 ,建筑 安装 工程 产 
品 ) 用 于 积 暴 的 部 分 相 区 弄 , 通 常 ,这 方面 数据 较 难 取得 ,同时 更 新 (简单 再 生产 ) 与 
积累 也 不 易 区 别 . 

在 价值 型 投入 产 出 表 中 ,一 般 的 处 理 方 式 是 ,将 固定 资产 折旧 列 人 第 下 象限 ， 
将 更 新 .改造 和 大 修理 列 人 第 工 象限 ,但 对 固定 实 产 更 新 .改造 和 大 修理 的 处 理 有 
以 下 用 种 方式 . 

由 从 实际 补偿 考虑 .物质 生产 部 门 提取 的 基本 折旧 和 大 修理 折旧 ,形成 固定 资 
产 简 单 再 生产 专用 基金 ,其 中 一 部 分 真正 用 于 固定 资产 的 更 新 .改造 和 大 修理 ,一 
部 分 用 于 基本 建设 ,还 有 一 部 分 用 于 增加 流动 资产 .内 将 实际 用 于 固定 资产 补 淮 的 
部 分 列 人 “固定 资产 更 新 .改造 和 大 修理 "中 ,而 将 其 余部 分 列 人 当年 积累 中 . 

2) 从 应 有 有 用途 考 虑 .不 论 固 定 资产 简单 再 生产 专用 基金 用 于 何 处 ,一 律 处 理 为 
固定 喜 产 的 更 新 .改造 和 大 修理 ,并 与 折旧 提取 额 相 等 . 这 种 方法 固然 简单 ,但 不 能 
反映 实际 补偿 情况 . 

3) 与 力 定 资产 积累 合并 .将 固定 资产 更 新 .改造 和 大 赂 理 与 当年 积累 台 并 在 一 
起 计算 ,形成 固定 资产 的 总 投资 . 拷 样 ,这 种 方法 也 无 法 反映 实际 补偿 情况 ,从 而 无 
法 区 分 固定 资产 补偿 和 新 增 固定 资产 情况 ， 

(2) 进 口 与 出 口 ( 调 人 与 调 出 ). 进出 口 情况 可 采用 以 下 方法 处 理 . 

1) 差 额 法 .对 进出 口 商品 按 主 栏 部 门 分 类 ,将 其 差额 {出口 - 进口 ) 作 为 一 列 置 
于 第 I 了 [和 象限 .该 方法 无 法 反映 进口 产品 的 分 配 和 使 用 情况 ,该 方法 只 简单 地 认为 各 
部 门 进 口 产 品 的 分 配 系数 与 国内 的 一 致 .显然 ,上 述 假 定 与 实际 不 符 , 当 进 口 产 品 
与 国内 产品 的 价格 不 一 致 时 ,差距 就 更 大 .此 外 ,进口 产品 的 间接 消耗 发 生 在 国外 ， 
上 述 处 理 方式 计算 所 得 的 完全 消耗 系数 也 元 法 准确 反映 国内 产品 的 完全 消耗 , 因 
此 ,差额 法 只 适用 于 进出 口 比 重 很 小 的 情况 . 

2 向 量 法 .将 进口 商品 按 宾 栏 部 门 分 类 ,单独 列 出 进口 商品 的 分 配 使 用 情况 ， 
作为 一 个 行 向 量 置 于 工 . 工 象限 与 于、 疏 象 限 之 间 ,而 出 口 仍 作 为 一 个 列 阿 量 置 于 
第 [象限 .这 种 处 理 是 假定 各 部 门 进 石 产 品 的 直接 消耗 系数 与 国内 的 一 致 , 即 假定 
同一 部 门 消耗 的 各 种 产品 中 ,进口 产品 所 点 的 比重 与 国内 的 一 致 .这 种 仅 届 也 有 不 
是 .此 外 ,从 工 . 工 象限 中 排除 进口 产品 的 同时 ,也 排除 了 进口 替代 (以 国内 商品 伐 
蔡 进 口 商 品 ) 的 可 能 性 . 

3) 矩 阵 法 . 对 所 有 进口 商品 护 主 、 富 栏 分 类 ,形成 一 个 流量 华 阵 .采用 矩阵 法 能 
够 对 进口 商品 进行 清楚 而 准确 的 分 析 ,但 需 掌 握 进 口 商 品 的 详细 资料 ,增加 了 搜集 
数据 与 计算 的 工作 量 和 难度 . 

地 区 投入 产 出 表 中 产品 的 调 人 、 调 出 与 全 国 投入 产 出 家 的 进出 口 有 类 似 的 性 
质 , 详 细 情 况 将 在 本 篇 第 3 章 介绍 . 


2.2 直接 消耗 系数 的 收 订 和 预测 
直接 消耗 系数 反映 的 是 部 门 间 的 技术 经 济 联 系 , 一 般 假 定 在 较 短 的 时 期 内 大 
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多 数 系 数 相 对 稳定 ,实际 上 ,这 些 系 数 不 是 固定 不 变 的 , 龙 其 池 计 划 期 较 长 时 .为 使 
其 适应 于 计划 期 生产 技术 变化 的 情况 ,可 采取 于 述 一 些 峰 订 方 法 对 其 进行 椒 订 - 

1. 调查 研究 法 

此 法 北 请 各 有 关 方 面 的 专家 ,针对 生产 技术 变化 的 实际 情况 和 和 预测 结果 ,共同 
研究 与 确定 计划 期 的 直接 消耗 系数 .此 方法 简单 ,耗费 资金 和 时 间 均 较 少 ,其 结果 
有 一 定 可 信和 度 . 

2. 定 期 编制 修订 法 

根据 基层 和 统计 的 实际 资料 ,通过 定期 编制 投入 产 出 表 进 行 修订 .这 种 方法 一 
役 需 栅 信 一定 的 资金 和 时 间 去 搜集 ,整理 分析 数据 资料 , 芷 结果 具有 较 商 的 可 信 
度 . 

3, 适 时 修正 法 

此 方法 亦 称 RAS 法 , 适 于 对 价值 型 投入 产 出 表 直 接 消 标 系 数 进行 烽 订 . 主要 
根据 计划 翘 的 总 产量 .最终 产品 量 县 新 创造 价值 的 数额 等 得 到 计划 期 各 部 门 中 间 
产品 的 合计 值 和 物质 消耗 的 合计 值 ,以 此 来 调整 报告 期 的 直接 消耗 系数 ,得 到 计划 
期 的 直接 消耗 系数 .具体 方法 如 下 . 

假设 报告 期 各 部 门 中 间 产 品 合计 和 值 组 成 的 列 向 量 和 物质 消耗 合计 值 组 成 的 行 
向 量 分 别 为 go = 《uo woes, on) 和 po = {vo te;t0n) ;计划 期 各 部 门 中 间 产 
疡 的 合计 值 组 成 的 列 向 量 和 物质 消耗 合计 值 组 成 的 行 语 而 分 别 为 四 = (al ,uoz 
和 01), 报告 期 直接 消耗 系数 为 4, 第 工 象限 流量 托 阵 


为 下 = ()。xs, 记 调整 后 第 工人 象限 的 流量 矩阵 为 六" = (zy ),x。, 则 > = 


yx, 三 to tf 三 | ,之 
r=l 
调整 过 程 为 ， 
第 1 步 令 和 0 = C30) own s 有史 = 本 村 = 之 ze 
=1 


其 中 R= dag(lriy ra ym) ,n= 0 /uo t= 1,2," 

第 2 步 令 = 人 5, v0 = vo ,nd = Sp ,j= 1 2,， 
其 中 5 = diag(s1,521 30) ,5 = vo /0 ,j= 1,2, 

第 3 步 ” 计 算 信 = > + SN (9 - 1 )2, 


若 W<ele 为 事先 给 定 的 相当 小 的 正 数 )， 则 令 夏 ” = 天 人 ,由 天 "和 计划 期 各 
部 门 的 总 产值 计算 出 计划 期 的 直接 消耗 系数 ,计算 结束 ;否则 , 令 wo = z 本 ,= 1， 
2,… ,ny 是 = ,返回 第 1 步 . 

4. 收 正 的 RAS 法 

在 RAS 法 的 运算 过 程 中 .只 机 流量 虐 阵 X 的 某 一 元 素 为 0, 无 论 怎么 调整 ,该 
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元 素 始 终 为 0. 利 用 上 述 特 点 ,可 把 RAS 法 与 其 他 方法 结 介 起 来 修订 直接 消耗 系 
数 .例如 ,可 经 调查 核实 ,确定 三 中 的 一 批 数 据 , 在 运用 RAY 法 时 , 先 令 这 些 已 确定 
的 数据 为 效 ,重新 计算 得 到 相应 的 ,war 和 po ,利用 HaSs 法 对 经 上 述 处 理 这 
的 数据 进行 调整 ,调整 结束 后 ,再 将 原 已 核实 确定 的 数据 壕 原 ,进一步 可 得 到 计划 
期 的 直接 消耗 系数 ， 


2.3 编制 投入 产 出 表 的 推导 法 


编制 投入 产 出 表 的 推导 法 亦 称 UV 表 法 ,该 方法 直接 将 基层 企业 的 原始 数据 
编 成 “产品 "和 "部门 ”混合 型 投 人 产 出 表 . 概 据 一 定 的 假定 ,采用 数学 方法 推导 出 
“ 绩 " 部 门 的 投入 产 出 系数 ,再 编制 投 人 人 产 出 表 . 这 里 所 说 的 "产品 "是 指 产品 部 门 或 
纯 部 门 , “部 门 " 蚌 指 企 业 部 门 . 

1 产品 "与 “部 门 " 投 入 产 出 泰 及 其 模型 

(六 产品 "与 部门 "投入 产 出 表 的 结构 . 表 2-1 给 出 六 产品 "与 “部 门 " 投 人 产 
出 表 的 结构 .为 保证 数学 建 模 运算 的 可 行 性 和 正确 性 ,可 未 在 表 2-1 中 ,产品 和 部 
门 的 分 类 接 一 定 方式 进行 , 亦 即 就 企业 主 妆 产品 {特征 产品 ) 而 言 , 两 者 的 分 类 安排 
辣 基 本 对 应 一 致 ,也 就 是 说 要 求 第 产品 部 门 的 产品 与 第 企业 部 门 的 主要 产品 
是 一 致 的 . 表 2-1 中 ,XX 阵 (消耗 阵 、 投 人 人 阵 或 UD 表 ), 其 元 素 表示 j 部门 中 i 产品 
的 投入 量 ,或 j 部门 消耗 上 产品 的 数量 ,$ 阵 ( 制 造 阵 . 产 出 咱 或 了 Y 表 ) ,其 元 束 由 表 
示 # 部 门生 产 j 太 产品 的 数量 ,或 了 产品 由 部门 生产 的 数 地 . 

表 2-1 


Dry+ = 2B, = 1,2,.,n. (2-1) 
1 
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p38 = tis f = 1,2,"*,n, (2-2) 
[| 
之 中 = 12 (2.3) 
Fe 
Ds +h= ,j= 1,2,. ,mm. (2.4) 
因此 ， 
> 2 + > = Dz, {2-5) 
Te | j= ‘=] i=1 
5 = 6, (2-6) 
ial j=1 i=1 
pp > = > 6， (2-7) 
ja =t j=ml ja 
之 下 = 5. {2-8} 


(3) 由 产品 与 部 门 损人 产 出 表 导 出 的 结构 系数 . 产品 与 部 门 投入 产 出 表 可 以 提 
供 如 下 三 种 结构 系数 , 即 部 门 对 产品 的 消耗 系数 .部 门生 产 各 种 产品 的 比例 系数 及 
产品 的 部 门 份额 ， 


消耗 系数 阵 B= (0) n= XO-!, (2-9) 

比例 系数 阵 C=(0)nrm= SO-!, (2- 10) 

部 门 份额 矩阵 D={d)nxs = SZ-!, (2-11) 
其 中 


G = diag( G1, G0. 0%), FE = diag( 2 Zr, Z,): 

5 为 j 部 门生 产 单位 产品 消耗 i 种 产品 的 数量 ; oy 为 j 部门 生产 的 产品 i 在 该 部 门 
产品 总 量 中 的 比重 ; dj 为 产品 j 的 总 量 中 由 :部 门生 产 的 部 分 所 占 的 比重 ， 

2. 产品 与 产品 投入 产 出 宫 及 其 模型 

(1) 基 本 假定 .一 基 产 品 工 艺 假 定 , 即 同一 种 产品 ,无 论 由 韦 个 部 门生 产 , 都 有 
相同 的 消耗 构成 ;二 是 部 门 工 艺 根 定 , 即 同一 企业 部 门 , 无 论 生 产 哪 种 产品 ,其 消耗 
构成 褐 同 .这 两 种 工艺 假定 一 般 不 能 同时 成 立 . 

(2) 产 品 与 产品 投入 产 出 表 前 编制 ， 

人 在 产品 工艺 假定 下 产品 间 的 消耗 构成 .在 产品 工艺 假定 下 ,同一 种 产品 无 论 
由 哪 仿 部 门生 产 都 有 相同 的 消耗 构成 ,因此 ,/ 部 门 单位 产值 对 i 产品 的 直接 消耗 
系数 避 , 是 了 部 门生 产 各 种 产品 的 单位 产值 对 ;产品 直接 消耗 系数 oil ,ages 的 
加 权 平 均值 ,其 权 数 是 j 部 门生 产 的 各 种 产品 在 j 部 门 总 产值 中 所 占 的 比重 co， 
cy, en 即 


或 
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by = Pakey (i= 12 玫 = 1， (2-12) 
是 = 


B = AC, (2-13) 
其 中 4. = 《a,x 。 为 在 产品 工艺 假定 下 的 产品 与 产品 的 直接 消耗 系数 和 阵 ， 
2) 在 部 门 工艺 奶 定 下 产品 间 的 消耗 构成 .在 部 门 工艺 假定 下 ,同一 部 门生 产 的 
各 种 产品 都 有 相同 的 消耗 构成 ,因此 ,j 部 门 单位 产值 对 i 产品 的 消耗 三 即 为 该 部 
门生 产 单位 产品 对 产 品 的 消耗 .由 于 各 部 门 对 产品 的 消耗 系数 不 同 ,因此 , 单 
位 了 产品 对 # 产品 的 消耗 量 叶 应 是 各 部 门生 产 单位 产品 对 ;i 产品 消耗 量 岂 ,二 = 1， 
2,…,n 的 加 权 平 均 数 ,其 权 数 是 ) 产品 总 量 中 各 部 门 所 占 的 比重 , 即 
a? = Dbady, sj 2 (2-14) 
或 
An= BD, (2-15) 
其 中 4p = (a8),x ,为 在 部 门 工 艺 假定 下 产品 与 产品 的 直接 消耗 系数 阵 . 


3) 产 品 与 产品 投 人 产 出 表 的 编制 . 
第 1 步 计算 按 部 门 划 分 的 原始 投 人 


Fp= FG-'DZ 或 F.= FG-'C-!2, (2-16) 
当 nm 时 ,CJ' 不 存在 ,下 .不 可 用 . 
第 2 步 由 4. 或 4p 建 立 工 ,下 象限 平 衡 方程 式 
AZ+F=Z2 或 4pZ+TFD= 工 ， (2-17) 


其 中 A* = diag( De, Pods, Dk) .48 = ding( > 7h, > 08. > ad). 
[Eh 三 i= 三 | E 一 


第 3 步 建立 I,[ 和 象限 平衡 方程 式 
4Z+ 了 =Z 或 ApZ+Y=Z. {2-18》 

3. 部 门 间 的 消耗 构成 

(1) 基 本 假定 .一 是 部 门 份额 假定 , 即 每 一 产品 由 者 部 门生 产 的 比例 份额 保持 
不 变 ; 二 是 产品 比 侧 假定 , 即 同 一 部 门生 产 的 各 种 产品 间 的 比例 燥 持 不 变 . 

(2) 在 部 门 份 额 假 定 下 部 门 间 的 消耗 构成 , 在 部 门 份 额 假定 下 ,每 一 产品 的 产 
出 在 各 部 门 的 份额 保持 不 变 ,j 部 门生 产 单位 产品 对 # 部 门 的 消耗 史 , 是， 部 门生 
产 单 位 产品 对 各 种 产品 消耗 系数 号 (上 = 1,2,…,n) 的 加 权 平 均 数 , 其 权重 为 i 部 
门 各 种 产品 的 份额 D; ,k= 1,2,…,n; 即 


ef = Daby, i = 11,2, m, (2-19) 


或 
E, = DB, (2-20) 


其 中 
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Ep = (ey).n. 

{3) 在 产品 比例 假定 下 部 门 间 的 消耗 构成 . 在 产品 比例 假定 下 ,同一 部 门生 产 
的 各 种 产品 ,其 比例 保持 不 变 ./ 部 门 单位 产品 消耗 i 产品 的 系数 二 是 j 部门 单位 产 
品 消 耗 和 名 部 门 产品 的 系数 a 于 = 1,2,…, mm} 的 加 权 平 均值 ,其 权重 为 i 产品 在 各 
部 门 产品 中 的 比例 , 即 


by = enh = 12 f= 1,2,,m, (2-21) 
上 ml 


或 记 为 
p= CE,, (2-2) 
其 中 E. 三 (es) nn- 


3 地区、 地 区 间 投 入 产 出 模型 


3.1 地 区 投入 产 出 模型 


地 区 投入 产 出 模型 ,一般 是 指 根据 全 国 在 地 域 上 的 一 个 组 成 部 分 编制 的 投入 
产 出 模型 ,主要 指 根 据 行 政 区 域 编制 的 模型 .地 区 投入 产 出 模型 的 研制 ,有 助 于 了 
解 地 区 经 济 全 魏 和 产业 特点 ,有 助 于 了 解 本 地 区 各 部 门 间 和 本 地 区 与 其 他 地 区 间 
的 技术 经 济 联 系 , 有 助 于 提高 地 区 计划 工作 水 平 ,加 强 地 区 综合 平衡 ,同时 还 起 到 
丰富 全 国 机 入 产 出 表 的 内 容 、 了 解 某 项 经 济 政 策 对 地 区 经 济 带 来 的 影响 等 作用 . 

1. 地 区 投入 产 出 模型 的 特点 

(1) 调 入 、 调 出 量 占 地 区 总 产量 的 比重 较 大 . 由 于 地 区 经 济 远 非 一 个 完整 的 体 
系 ,地 区 之 间 存 在 着 较 多 的 互补 性 联系 ,因此 , 同 全 居 性 投产 出 表 相 比 , 调 入 .、 调 
出 量 在 地 区 经 济 中 占 较 大 比重 . 

{2) 部 门 划 分 有 粗细 之 分 .一 般 而 言 , 不 同 地 区 经 济 各 有 侧重 、 各 具 特 点 ,为 较 
好 地 反映 地 区 经 济 这 一 特征 ,需要 将 地 区 经 济 中 某 些 重点 和 特色 部 门 划 分 得 细 些 ， 
将 次 要 的 部 门 划 分 得 粗 些 ， 

2. 地 区 投入 产 出 模型 

(1 地 区 授信 产 出 表 的 模式 . 相 据 对 调 人 、 调 出 的 不 同 处理 , 在 抽象 化 处 理 国 定 
资产 折旧 的 条 件 下 ,可 将 地 区 静态 产品 投 人 产 出 表 分 为 三 种 模式 . 

二) 简单 模式 .如 表 3-1 和 表 3-2 所 示 . 表 3-1 表示 地 区 实物 型 投入 产 出 表 , 表 
3-2 表示 地 区 价值 型 投入 产 出 表 . 

在 表 3-1\ 表 3-2 中 ,只 把 调调 出 作为 列 向 量 列 入 最 终 产品 栏 中 ,类 似 于 全 
国 投 人 人 产 出 表 对 进出 局 处 理 的 差额 法 . 

?2) 一 般 模 式 .此 模式 如 表 3-3 和 表 3-4 所 示 . 表 3-3 为 地 区 实物 型 投 人 产 出 表 
的 一 般 模 式 , 表 3-4 为 地 区 价值 型 投入 产 出 表 的 一 般 模 式 . 


3 地 区 、 地 区 间 投 人 产 出 模型 ，: 和 1 ， 


表 3-1 


单位 :货币 单位 


中 间 产 品 最 艇 产品 ( 了) 


避 嵌 这 哺 等 


之 谓 守 嵌 斌 强 
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表 3-3 


最 终 产 品 
中 mr 人 | 进 | 出 | 合 
喇 | 只 
Ce, — 


六 社会 | 中 新 增 固 | 增加 | 小 
修 | 背 费 | 消费 | 读 定 资产 | 库存 (一 中 + 


单位 ;货币 单位 


最 终 产 品 


菠 灵 | 弄 果 | 两 J 
se 人 
鱼 消 理 浓 旨 计 Oe 


3 ” 地区、 地 区 间 扫 A 人 产 出 模型 "433 ， 


产 出 
| 品 


8F 信 | zt 
由 表 3.3 和 表 3-4 可见, 地 区 投 人 产 出 表 的 一 般 模式 相当 于 全 国 投入 产 出 表 
对 进出 口 处 理 的 矩阵 法 . 
3) 综 合 模 式 .此 模式 如 表 3-5 和 表 3-6 所 示 . 表 3-5 为 地 区 实物 型 投 人 产 出 表 
的 综合 模式 , 表 3-6 为 地 区 价值 型 投入 产 出 表 的 综合 模式 . 
表 3-5 
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表 3-6 单位 ;货币 单位 


由 表 3-5 和 表 3-6 可 抑 , 综 合 模式 将 输入 .输出 地 区 详细 分 列 , 可 全 面 反 映 地 
区 调 入 、 调 出 情况 ， 

(2) 地 区 投入 产 出 模型 

以 表 3-2 为 例 , 其 模型 为 


AR+Y,+F-G+0- P=4, 3-1) 
或 EE=T A T+ F-G+0-P), 人 3- 儿 ) 
对 Wt+ 由 = 计 ， (3-3) 


其 中 4 = (a),, 为 直接 消耗 系数 矩阵 , A。= diag( > ai- Po > ). 


现 考察 调 人 产品 .进口 产品 对 区 内 各 部 门 产品 产量 的 影响 ,并 以 此 了 解 调 人 产 
品 .进口 产品 与 本 地 区 生产 之 间 的 联系 ,为 此 ,定义 调和 人 系数 # 和 进口 系数 s; 分 别 
为 


上 三 G 2 + Jp) ， 三 1 ,了 ,nn, (3-4) 


3 地 区 .好 区 间 投 人 产 出 模型 ， 435 * 


S$ 二 PAY oa 和 i= .2 (3-5) 
六 和 
G=T(AR+ Yn), P=s(AT+ Yo), (3-6) 
其 中 全 = diag(f1, 42 入 ) ,3 = diag( s1, ss 
将 {3-6) 式 代入 (3-1) 式 或 (3-2) 式 ,得 
X= (AU -YD +F+0), (3-7) 


在 直接 消耗 系数 , 调 入 系数 进口 系数 已 知 的 条 件 下 ,由 (3-7) 式 可 以 计算 出 地 
区 内 最 煞 产 品 需 求 量 , 调 出 和 出 口 量 的 变化 对 地 区 总 产量 的 影响 ， 

另外 ,由 { - 4 并 不 能 得 出 地 区 完全 消耗 系数 , 因 其 中 包含 了 调和 人 人、 进口 产 
品 的 间接 消耗 ， 

类 似 地 ,由 表 3-1. 表 3-3,. 表 3-4,. 表 3-5 和 和 表 3-6, 均 可 得 出 相应 的 数学 模型 ， 
此 处 不 再 详 玉 ， 


3.2 地 区 间 投 入 产 出 模型 


地 区 笨 埠 入 产 出 模型 是 在 地 区 投入 产 出 摸 型 的 基础 上 ,为 反 肌 地 区 间 广 泛 的 
技术 经 济 联 系 ,在 综合 各 地 区 投入 产 出 表 的 基础 上 建立 起 来 的 .地 区 间 投 入 产 出 模 
型 种 类 繁 密 ,如 有 简单 的 地 区 间 投 人 产 出 模型 .基本 的 地 区 间 投 人 人 产 出 模型 和 列 昂 
惕 失地 区 间 投 人 产 出 模型 等 .地 区 榈 投入 产 出 表 将 各 地 区 .各 部 门 产品 生产 分 配 使 
用 情况 及 价值 构成 在 一 张 表 上 反映 出 来 , 兼 有 全 国 投 大 产 出 表 和 地 区 投 人 产 册 囊 
的 双重 特点 和 作用 .假设 全 国 由 m 个 地 区 构成 ,其 地 区 间 投 入 产 出 模型 分 述 如 下 . 

1. 简单 的 地 区 间 投 入 产 出 模型 

(1) 单纯 反映 地 区 间 调 人 、 调 出 量 的 模型 ,将 m 个 地 区 投入 产 出 表 中 调 人 和 调 
出 两 项 细 化 ,分 别 列 出 各 表 中 部 门 产品 分 地 区 的 调 人 、 调 出 量 , 然 后 将 所 有 地 区 投 
人 产 出 表 并 列 在 一 起 即 可 ， 

例如 ,第 i 地 区 投入 产 出 表 中 的 调 入 \ 调 出 项 可 细 化 为 表 3-7 所 示 . 

表 3-7 


(2) 地 区 闻 列 系数 模型 .在 建立 单纯 反映 地 区 间 调 人 , 调 出 模型 的 基础 上 ,通过 
计算 地 区 冶 的 供应 系数 和 各 好 区 的 直接 消耗 系数 等 ,建立 地 区 间 投 入 产 出 列 系 数 
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模型 ,并 记 
R=/ 了 = 2 9 {3-8) 
表示 9 地 区 所 需 i 部 门 产品 的 总 量 中 由 p 地 区 提供 的 比重 , 称 六 为 供应 系数 ,其 
中 只 为 p 地 区 提供 g 地 区 i 部门 产品 的 数量 ,r 为 9 地 区 需 i 部 门 产 品 的 总 量 . 
rr = Doix Ho, b= 120 nn; 9= 1,2,",m, (3-9) 


其 中 吧 为 9 地 区 内 部 门 产品 的 直接 消耗 系数 ,中 为 4 地 区 j 部 门 的 总 产量 , 到 为 
4 地 区 (部 门 最 终 产 品 的 合计 值 减 去 调 出 量 加 上 调 人 量 . 
由 (3-3).(3-9) 式 可 得 


m= Wr = OO a + WE = 1 np = 11,2, ,nm (3-10) 
i=1 
及 = i = 11,2 ,RIp = 1,2, ,mm, 则 


好 = 2 apy + YW) ] ,i= 2 np = 12.,m. (3-11) 


(3) 地 区 间 行 系 数 模型 
记 
i = 出 /如 ， prq=1i,200 .mit=1,2,." ,nn {3-12) 
表示 p 地 区 第 ;i 部 门生 产 的 产品 分 配给 4 地 区 的 比例 , 称 中 为 地 区 分 配 系数 . 
由 此 9 地 区 从 各 地 区 得 到 的 ; 部 门 产品 的 供应 总 量 为 


> - > hr, q = 1,2,m; = 1,2,: (3-13) 


9 地 区 对 ;i 部 门 产品 的 实际 需求 量 了 法 是 (3-9) 式 .9 地 区 对 部 门 产品 的 实际 需 
求 量 应 等 于 殿 应 总 量 , 即 


Sp = Dopy 3 ™， 站 三 1 mi = 2 (3-14) 
或 p= /5 
Rr = A + 了 ,9 = 1,2, ,Mm, (3-15) 
其 中 
Bm = diag( hh, BR ,= )T, 
A = (Cag) nxns Y= (1 , ,WY 
{3-15) 式 可 进一步 写成 
HX=AX+Y 或 下 ={HH- 人 -17 或 Y=(H- 人 XKX， {3-16) 
其 中 H= (Hr) ,下 = 人 ( 和) CK), CT)T, A = diag( A', A2,-*, A™T),Y 
= {YO CF), PRT. 


3 地 区 、 地 区 间 投 入 产 出 模型 ，437 


2, 基本 的 地 区 间 投 入 产 出 模型 
(1) 基本 的 地 区 间 报 人 产 出 表 如 表 3-& 所 示 ， 
表 3-8 


n+? 


{2) 基本 的 地 区 闻 投 大 产 出 模型 各 符号 的 意义 参见 投 人 人 产 出 表 . 由 彭 的 横行 ， 


p33 塌 + 更 三 如 p= 下 ,了 {3-17) 
一 jay 
由 表 的 纵 列 ,有 


D+ D+ V+ MY = Wg = 112 mj 318) 


p=1 i=1 
记 哪 = 壕 / 如 ,表示 9g 地 区 生产 单位 种 产品 要 消耗 p 地 区 提供 的 ;种 产品 的 
数量 ,p,o 去 | mt, 全 1,2,…,n. 和 将 am 代 人 (3-17) 式 得 
> > apy + i 三 如， p= 1,2,. ,mi ti = ly2 ,nt, (3-19) 


q=l j=1 


或 
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SANE + Je -= BR, p= 1,2,,m, (3-20) 


记 
Fh 总 1 
‘| : : [TE 
二 + 
生 二 (ODT T,X T, 则 (3-20) 式 可 改写 为 
过 站 十 了 = 下 ， (3-21) 
或 
Y=(1- A)!Y. (3-22) 
将 哪 代 人 (3-18) 式 得 
2 + D+ H+M= ,= 12 ,mj = 1,2,.", 1, (3-23) 
或 


Smit ,= 1,2,. Mm， (3-24) 
其 中 闵 , 央 ,和 分 别 表示 4 地 区 各 部 门 固定 资产 折旧 的 列 向 重 \、 劳 动 报酬 列 问 量 
和 社会 纯 收 入 列 向 量 . = diog( 之 人/ 喇 , 之 / 志 噶 ， 之 之 全 )， 


记 C= dag( 0, Em D = (CDI)T(D2JT (OI, V = (VD)", 
(DT = MT MT (Mm)T)T, 则 (3-24) 式 可 进一步 改写 
为 

(7 了 - 人) 天 = 及 +W+ 时 或 下 = 0- OD+r V+ MM). (3-25) 

3. 列 晶 眉 夫 地 区 间 引 力 模型 

(1) 基 本 假设 .由 万 有 引力 定律 的 基本 思想 给 出 地 区 p 供给 地 区 4 的 第 :部门 
产品 数量 硬 的 根 设 如 下 : 

1 与 p 地 区 第 i 部 门 产品 的 数量 0 成 正比 ; 

2) X08 与 9 地 区 对 :i 部门 产品 的 需求 量 好? 成 正比 ; 

3) 加 与 全 国 第 i 部门 产品 的 总 量 和 成 有 反比. 


{2} 建 立 模 型 . 
由 盘 设 可 得 
I = OF AN, p,q=1,2,, mii= 1,2.,n. (3-26) 
其 中 O08 六 常数 ,由 4 个 辅助 参数 决定 , 即 
On = (C04 KD PR, pg =1,2,, mii=1,2, ,nN. (3-27) 


其 中 op 家 示 i 部门 产品 从 p 地 区 运 至 4 地 区 所 花 运 费 的 倒数 ; 8? 表示 p 地 区 向 g 


. DS 


4 劳动 投入 产 出 模型 + 439 ， 


地 区 运送 i 部 门 产品 的 可 能 性 ,83m = 0 表示 不 可 能 ,68 = [表示 可 能 :中 ,大 分 别 表 
示 p 地 区 供应 和 4g 地 区 需求 i 部门 产品 的 条 件 . 


4 ”劳动 投入 产 出 模型 


劳动 投入 产 出 模型 是 以 劳动 量 或 劳动 时 间 宕 示 的 投 人 人 产 出 机 型 , 它 可 以 反映 
劳动 量 在 各 个 部 门 的 分 配 和 使 用 情况 ， 


4.1 活 劳动 消耗 的 投入 产 出 模型 


活 劳 动 消耗 投 和 人 产 出 表 一 般 是 通过 将 价值 型 投入 产 出 表 ( 按 不 变价 格 ) 换 算 为 
以 劳动 湛 耗 量 (以 人 年 为 单位 1) 表示 的 投 人 产 出 表 而 得 到 前 .虽然 各 部 门 产品 的 芥 
格 与 价值 在 在 着 程度 不 同 的 差异 ,导致 据 此 计算 的 劳动 消耗 系数 不 能 准确 符合 实 
际 , 但 在 现 有 杀人 忻 下 ,上 述 做 法 不 失 为 一 种 可 行 方法 . 活 劳 动 消 耗 投 入 产 出 表 的 表 
式 及 部 门 分 类 等 基本 上 同 价值 型 投入 产 出 表 , 只 是 采用 沙 动 量 ( 人 年 .人 月 、 人 日 
等 ) 计 量 单位 . 

1. 消 劳动 投入 产 出 吉 

其 表 式 如 表 4-1 所 示 ， 


二 

品 

物 

化 : : 

劳 ,,, 

动 

固定 资产 折旧 和 
用 于 必要 r 

产品 的 消耗 2 

用 于 剩余 
em 


表 中 物化 劳动 部 分 只 包含 物化 于 各 部 门 产品 生产 中 的 以 人 年 表示 的 当年 直接 
劳动 消耗 量 ,而 未 包含 全 部 物化 劳动 量 . 


当 
年 
物 
化 
劳 
动 


:440 ， 第 11 简 投入 产 出 分 析 


2. 活页 动 投入 产 出 表 的 编制 方法 

{1) 根据 有 关 的 统计 和 调查 资料 ,确定 各 部 门 的 年 平均 工作 大 员 数 (以 人 年 
计 ), 设 5 表示 i 部 门 的 年 平均 工作 人 人 员 数 . 

(2) 计算 劳动 消耗 系数 , 设 & 表示 各 部 门 单位 产品 的 活 劳 动 消 耗 系数 , 则 


t= i=1,2,. ,nn. 《4-11) 
(3) 设 起 表示 二 人 年 为 单位 的 :部 门 产品 流向 7 部门 的 数量 , 则 
b= tx = 2 (4-2) 
由 大 ;二 Dw + Y , 得 
> + 天 六 三 站 i 二 1 ,2 上 / (44-3) 
j=l 
即 
SI = bh, 12 (4-4) 


其 中 [LY 表示 以 人 年 为 单位 的 i 部门 产 品 用 于 最 终 产品 的 数量 , 即 LY = 5， 

(4) 固定 资产 折 虽 的 劳动 量 换算 . 实际 计算 中 ,采用 确定 当年 固定 资产 更 新 各 
大 修理 的 劳动 消耗 量 的 方法 ,以 所 需 的 人 人 年数 来 表示 折旧 . 记 页 表示 部门 辕 定 资 
产 更 新 ,大 修理 的 劳动 消耗 系数 , 则 j 部 门 折 旧 的 劳动 计量 公式 为 


G= Pulaky), (4-5) 
其 中 KE 为 部 门 使 用 ; 类 固定 资产 的 价值 ,di 为 : 类 固定 资产 的 折旧 率 . 


4.2 完全 劳动 消耗 的 投入 产 出 模型 


活 劳 动 投入 产 出 表 上 反映 的 只 是 当年 投入 的 活 劳动 在 各 个 部 门 间 的 消 间 与 联 
系 ,而 不 是 全 部 劳动 消耗 .所 谓 完 全 劳动 消耗 ,是 指 产 品 生 产 中 所 包含 的 全 部 物化 
劳动 和 活 劳 动 的 总 量 , 反 映 的 是 产品 经 过 各 个 不 同 阶段 或 部 门生 产 和 逐步 积累 起 来 
的 劳动 消耗 的 全 部 , 即 包 含 产品 的 直接 劳动 消耗 和 一 切 问 接 劳 动 消耗 .单位 产品 的 
完全 劳动 消耗 计算 公式 为 

T= 41(1-4)-! 或 T= 1(B+T)，, (4-6) 

其 中 了 =《 了 天， 了 为 各 部 门 单 位 产品 的 完全 劳动 消耗 行 向 量 ,f= (1,2.…， 
6) 为 各 部 门 单位 产品 活 劳动 消耗 行 向 量 ,4, 分 别 为 产品 直接 消耗 系数 和 完全 
消耗 系数 ,了 为 = 扮 单位 阵 . 

1. 完 全 劳动 消耗 的 投入 产 出 表 

其 表 式 如 表 4-2 所 示 . 

2. 完 全 劳动 消耗 的 投入 产 出 模型 


了 2 (4-7) 
j=1 


5 动态 投入 产 出 模型 。 441 : 


2 2 单位 :万 人 年 


zu xiafda 


x Tl wnT2 


wT x 


网 XT A 


> + Xt = TXT, f= 12 (4-8) 
> + 4 = > 7 D+ bh, je 12, (4-9) 
Dr + X#) = > + Yn), ‘4-10) 
> = > (4-11) 


5 动态 投入 产 出 模型 


特定 时 间 段 (如 年 度 } 上 国民 经 济 的 投入 产 出 模型 为 静态 投入 产 出 模型 . 若 要 
全 面 连续 考察 社会 再 生产 过 程 ,必须 引 人 时 间 变 化 的 概念 , 即 须 研究 动态 投入 产 出 
模型 ,这 样 才能 从 发 展 变化 中 研究 社会 产品 ,劳动 力 ,劳动 资料 与 劳动 对 象 间 的 有 
机 联系 及 其 运动 过 程 .动态 投入 产 出 模型 主要 用 于 分 析 、 研 究 生 产 性 积累 与 社会 产 
品 再 生产 间 的 内 在 联系 ,其 理论 研究 和 实际 应 用 受到 了 各 国学 者 的 重视 .在 静态 模 
型 中 ,投资 必 为 外 生变 量 , 与 本 期 生产 不 发 生 关 系 ,也 无 法 反映 生产 性 投资 与 下 期 
生产 活动 的 内 在 联系 .在 动态 模型 中 ,引进 了 资本 系数 或 投资 系数 矩阵 ,使 外 生变 
量 内 生化 ,能 够 以 此 连续 考察 一 定时 期 内 投资 与 再 生产 的 关系 . 


5.1 建立 动态 模型 要 考虑 的 因素 


1i. 正确 分 析 生 产 性 积累 与 非 生产 性 积累 
生产 性 积累 是 影响 生产 增长 的 主要 因素 , 它 包含 生产 性 国定 资产 积累 .流动 次 
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产 积累 及 用 于 更 新 改造 的 固定 资产 祝 昧 等 ,其 中 生产 性 固定 资产 积累 是 直接 用 于 
扩大 再 生产 的 ,在 中 国 主要 采取 基本 建设 的 方式 进行 , 受 建 设 项 目的 投资 规模 、 投 
资 在 各 年 的 分 配 比例 .施工 技术 条 件 .技术 复杂 程度 等 因素 的 影响 ,致使 基本 建设 
的 周期 一 般 较 长 ,大 中 项 目 往 往 不 能 当年 建设 ,当年 竣工 投产 ,常常 在 若干 年 后 才 
能 形成 生产 能 为 ,使 基本 建设 的 投资 和 使 用 之 各 存在 着 时 间 问 了 昭 , 即 “时 滞 ”. 因此 ， 
模型 要 反映 售 时 间 因 素 在 内 的 生产 性 固定 资产 再 生产 与 社会 产品 再 生产 间 的 关 
系 . 生 产 性 流动 资产 的 积 消 为 扩大 再 生产 所 需 的 原材料 .半成品 .成 品 等 各 种 储备 ， 
即 为 劳动 对 象 的 积累 .生产 性 固定 资产 更 新 改造 一 般 认 为 是 固定 资产 的 简单 再 生 
产 ,但 固定 资产 折 划 与 更 新 不 是 同时 进行 的 ,往往 需 经 过 一 段 时 间 折 旧 之 后 才 更 
新 ,更 新 澡 伴 随 着 科技 的 进步 , 且 固 定 资产 折旧 基金 稼 与 积累 基金 少 合 使 用 ,都 作 
为 固定 资产 的 投资 ,因此 ,固定 资产 的 更 新 改造 就 同时 发 挥 着 简单 再 生产 和 扩 大 再 
生产 两 方面 的 作用 . 非 生产 性 积累 主要 用 于 下 期 消费 ,不 能 直接 用 于 生产 . 

2. 适 当 确 定 动态 模型 的 考 赛 期 

动态 模型 研究 生产 性 固定 资产 请 生产 与 社会 产品 再 生产 间 的 关系 ,如 果 考 察 
时 期 过 短 则 难以 清楚 全 面 地 揭示 和 认识 这 种 关系 ,考察 时 期 过 长 又 存在 着 资料 搜 
集 困难 .结果 失真 等 缺点 ,因此 其 考察 时 间 必 须 通 中 . 


5.2 儿 种 动态 投 人 产 出 模型 


5.2.1 列 帅 恼 夫 动 态 投入 产 出 模型 


1%3 年 列 昂 惕 去 在 4 美国 经 济 结构 研究 ?中 提出 了 用 微分 方程 表示 的 动态 投 
入 产 出 模型 .模型 分 为 封闭 式 与 开启 式 两 种 .其 中 封闭 式 模型 将 居民 也 作为 一 个 部 
门 ,其 产 出 是 向 国民 经 济 各 部 门 提 供 的 劳务 ,投入 就 是 居民 的 各 种 消费 ;而 开启 式 
模型 是 把 包括 居民 清 费 在 内 的 一 些 因 素 放 在 最 线 产 品 中 ,作为 模型 的 外 生变 量 . 

1 封闭 式 动态 模型 


XD - > - Dh = 0, = 1,.2," (5- 日 
其 中 品 = FF/AN 表示 j 部 门 增加 单位 产品 所 需 占用 i 部门 的 产品 作为 生产 资本 的 
数量 ， 包括 所 需 的 机 器 设备 、 原材料 .备件 等 , 称 三 (i,j = 1,2,…, nn) 为 资本 系数 ， 
XD 是 :年 i 部 门 的 总 产量 . 
2. 开启 式 动 态 模型 
列 昂 葛 夫 考 虑 到 客观 经 济 中 有 政府 活动 和 进出 口 等 因素 存在 ,不 可 能 旺 封闭 
状态 ,所 以 又 提出 了 开启 式 模型 , 即 


XD > 人 -Da dA = YD, i = 1 2, 站， {5-2) 
其 中 Yi? 是 :年 i 所 的 最 终 光 品 量 (不 信 报 资 》 


3. 差分 形式 的 动态 模型 
考虑 到 实际 统计 资料 的 离散 性 ,1965 年 列 昂 惕 去 又 提出 了 以 差分 形式 表示 的 
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动态 模型 . 
(1) 基本 假设 . 
也 各 部 门 新 增 的 生产 能 力 都 能 得 到 充分 利用 ; 
2) 模 型 考察 期 内 a ,6(i,j=1,2,…,n) 不 变 ; 
3) 第 1 年 生产 性 资本 的 增加 会 引起 第 :+ 1 年 生产 能 方 的 增加 ,即时 滞 为 1 年. 
(2) 差分 模型 .可 将 微分 方程 形式 的 模型 改造 得 到 差分 方程 形式 的 模 刹 ,例如 
可 将 开启 式 模 型 改写 为 


XO Pog BND HD) = FO, = 2, {5-3) 
j=1 j=1 


或 
a - B[*Y - 下 (9] = = FO, (5-4) 
{一 辣 填 B}N'N- BEY!+!) 一 FD, (5-5) 
X= A+B)-IYD + BE':+1], (5-6) 
其 中 i 一 (CX, XID ,ee 7T, 千 二 (ay)nxn:B = i Yn =【 Yin, 7 ， 
YT 


4. 考虑 时 变 的 动态 模型 
1970 年 , 列 昂 惕 夫 在 差分 方程 动态 寞 型 的 基础 上 提出 了 考虑 时 变 的 动态 模 
型 ,好 辕 和 六 随 年 份 变化 而 变化 .异型 为 


人 Bi wt. EN]= 5 ， {5-7) 
由 此 得 
[1- A HDI -有 人 + 于 = Fn, (5-8} 
或 
GN H+tD YU+tD ~ yn, {5-0) 


其 中 Gi = -A+ BV+0 ,FY 中 表示 第 1 年 的 最 终 净 产 品 量 (不 合 投 资 ). 

用 (5-9) 式 论证 经 济 的 实际 发 展 过 程 时 , 若 往 前 考察 m 年 的 情况 ,可 采用 下 面 
的 递 推 方法 . 

记 基 年 为 0 年 , - | 年 表示 往 前 :年 ,假设 YO 为 基 千 包括 投资 的 最 繁 产品 量 ， 
别 道 推 过 程 为 

EO 一 [I- A ]- 1 0 {5-10) 

位 《= 和 = 了 人 9] - 上 [f 扩 - 全 + B+ K+), {f=1,2,., 1. {5-117Y 

类 似 地 ,用 上 述 方 法 可 以 考察 基 年 至 计划 期 (第 m 年) 的 经 济 变化 过 程 ,但 尚 
需 事 先 对 4 和 ,BB('*0, Fi? 等 进行 预测 和 估计 . 


5.2.2 其 他 动态 模型 
1. 考 看 生 产 性 的 固定 资产 占用 模型 
fo - Da - Dr - Fi] = VO, b= 1,2,,n, {5-12) 
其 中 FP 为 第 年 j 部 门生 产 时 所 需 占 用 ; 种 生产 性 固定 资产 的 数量 , 内” 为 第 
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年 的 最 终 净 产 品 ( 即 最 终 产品 中 扣除 生产 性 固定 资产 积累 的 余额 ). 
(1 车 引信 生 产 性 固定 资产 的 占用 系数 ,fy = FAXS? , 则 (5-12) 式 可 改 为 


XD - > - > - X00] = HO = 1,2,,n, (5-13) 


(2) 阁 Pt 为 第 :年 年 初 7 部 门 占用 ;种 固定 资产 的 数量 , 令 大 = 本 D7 0， 
则 (5- 12) 式 可 改写 为 


XD Dy ay? - > - FO] = FO, j= 1,2.,4, (5.14) 
或 + 
[I~-A- 门下 (9 = YD ($-15) 


X= A- AY FY], (5-16) 
其 中 


F'n 一 [FD , FD, roy, Fn = p39 ， 
FO={7, YD, CO)T， f= (fy) nxn. 
2 .考虑 科技 进步 和 增 量 的 国定 资产 占用 模型 
记 
oy= Axg/AY = Cx 一) 和- XI) (5-17) 
表示 每 增加 一 个 单位 ;部门 产品 需 直 接 增 加 消耗 i 部门 产品 的 数量 , 称 o 为 增 量 
直接 消耗 系数 ,在 科技 进步 条 人 忻 下 ,其 值 一 般 低 于 第 上- 1 年 的 直接 消耗 系数 . 记 


户 = AFy/AN 表示 每 增加 一 个 单位 7 部 门 产品 需 增加 占用 i 种 固定 资产 的 数量 , 称 


六 为 增 量 固定 资产 占用 系数 . 
将 (5- 12) 式 改写 为 


有 一 ayy fa 一 X00) 兰 全， i = 之 (5-18) 
ral ral 


到 ( 蝇 _ 遇 时 人 -FX = FD Fx 1 ， (5-19) 
X= A FR D) ， (5-20) 


其 中 4 = (a8) ann, = (fF) ns. 

3. 半 动态 投入 产 出 模型 

该 模型 主要 用 来 确定 计划 期 最 终年 的 各 种 指标 , 它 是 通过 利用 产品 与 固定 资 
产 静态 投入 产 出 模型 的 资料 而 建立 起 来 的 , 除 通常 考虑 的 因素 外 ,还 考虑 诸如 生产 
储备 的 增加 、 非 生产 性 固定 资产 积累 的 增加 ,固定 资产 的 磨损 等 因素 , 且 通 过 相应 
参数 来 反映 固定 资产 积累 的 变化 与 产品 产量 的 变化 以 及 变化 同 的 联系 ,从 而 简化 
了 模型 的 求解 和 运算 . 
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假设 国民 经 济 的 部 门 分 成 两 大 类 ,一 类 是 生产 劳动 半 象 与 消费 品 的 部 门 , 记 为 
1,2,… ,上 部门; 另 一 类 是 生产 建筑 产品 与 灿 器 设备 等 固定 资产 部 门 , 记 为 上 + 1， 
+2, 部 门 . 

将 产品 静态 投 人 产 出 表 稍微 改造 ,以 主要 反映 第 一 类 各 部 门 与 所 有 部 门 间 的 
投产 出 关系 ,其 表 式 如 表 5-1 所 示 ; 构 造 固定 资产 静 坊 授信 产 出 表 , 以 主要 反映 
第 二 类 各 部 门 与 所 有 部 门 间 的 投入 产 出 关系 ,其 表 式 如 表 5$-2 所 示 . 

由 表 4-4! 可 得 . 


XI - > -下 = +， (5-21) 
其 中 ,pi ,WW9 和 ef9 分 别 为 :年 i 部 门 储备 的 增加 年 i 部 门 产品 用 于 个 人 及 社 


会 消费 的 数量 以 及 :年 i 部门 产 品 流 人 人 兆 额 . 
(5-21) 式 可 改写 为 含 直接 消耗 系数 my 的 方程 


KO Tato No -Wi 
由 表 5-2 可 得 
FD - > rp RND KOOD = CD KODG YF old, 1 + ln. 
和 (5-23) 


其 中 中 为 ! 年末 i 部 门 固定 资产 占有 量 . 
(5-23) 式 可 改写 为 会 固定 资产 占用 系数 大 的 方程 


Fn) _ > fx _ hn) _ KAW ~ Gn) + KD 二 et ， i= 了 二 1. ,nm 
i=1 


(5-24} 
假设 规划 期 内 每 年 生产 性 固定 资产 积 辕 的 平均 增长 率 为 8, 则 有 
KY = KO + 他) (5-25) 
其 中 Ki09 为 基 年 第 i 种 固定 资产 生产 性 积累 的 数量 . 又 假设 已 知 固定 资产 的 磨 
损 系 数 ,各 种 产品 与 固定 资产 储备 的 增长 率 、 社 会 消费 与 个 人 消费 的 增长 率 、 单 位 
基建 投资 能 使 生产 性 固定 资产 增加 的 系数 等 , 则 由 (5-21) 式 (或 (5-22) 式 ).(5-23) 
式 {或 (5-24) 式 ) 和 (5-2353) 式 可 求 出 规划 期 最 终年 各 部 门 产品 的 生产 总 量 、 和 省 部 门 
固定 资产 的 总 量 及 各 种 固定 资产 的 积累 量 .因此 , 半 动 态 投 人 产 出 模型 主要 用 于 确 
定 规划 期 最 终年 的 各 种 指标 . 
4. 综 合 动态 模型 
半 动 态 模 型 中 有 许多 平均 变化 率 的 假设 ,有 夺 与 实际 有 一 定 仿 差 , 为 了 能 够 切 
实 反映 生产 人 性 固定 资产 积累 与 社会 产品 生产 的 逐年 变化 ,这 里 给 出 了 综合 动态 横 
型 .综合 动态 模型 要 考虑 的 因素 很 多 ,形成 一 个 由 产品 动态 平衡 方程 .基建 投资 方 
程 ,劳动力 平 衡 方程 和 最 终 净 产品 方程 等 四 个 方程 组 构成 的 方程 体系 .求解 该 方程 
体系 便 可 得 到 规划 期 各 年 度 的 生产 性 投资 与 各 部 门 产 量 . 各 方程 的 有 具体 内 容 如 
了 于， 


446 - 第 11 往 投入 产 出 分 析 
中 闻 产 品 
投 人 人 
1 2 ! i+l ee 
部 门 1 中 I 和 EE KILI 7 
衬 Tl EF | TY,1+] 
物 . 
并 1 | 将 癌 RU I+l Tk 
消 {1+1 
梯 . 
由 
小 计 
固定 资产 折旧 已 站 应 Dr D, 
[A | C Ci CC 
FW I A LA bb, 
[ui Fa ms | Hn 
Nl mo MN Mr,l 上 
下 1 2 i 二 p41 人 
章 定 资产 的 
基期 固 
固定 资产 定 资产 车 期 生产 中 占用 的 固定 资产 
的 生产 部 门 总 部 门 | 部 门 部 门 | 部 门 
| 了 t+1 
部 人 门 i FO Fr, Pi Peni | 
t+ 2) FI J ly, Pi, Fz, et 
再 FD Fl Fz Fn | 


| 


5 动态 投入 产 出 模型 


总 
进出 上 1 | 
= | 站 
计 
| 计 
平 衡 
er ye EE 
一 LE 上 3 一 一 en yz 2 
一 时 A 一 一 el Yr tl 
{i 一 hr Ki Ki r+1 Trl A 
个 一 hh, Kn Ki e, yn 于 ， 
[由 [1 RD Ki2) EE Y 工 
2 
使 用 部 门 
下 积累 及 其 他 怠 


增加 | 生产 性 | 非 生产 | 进出 品 
情 备 | 积累 | 性 积累 | 平 和 交 


hy + K 2 
二 天 和 KY? 
[ 下 1 KO) 


天 到 山 KO2} 


errl 


如 + 人 


+ 444 . 第 11 篇 投入 产 出 分 杆 


中 间 产 品 与 生产 性 
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国定 资产 积 景 
生产 性 固定 资产 积累 DK(1) 
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(1) 产品 动态 平衡 方程 

产品 动态 平衡 表 如 表 5-3 所 示 ,在 表 5-3 中 ,将 生产 性 固定 资产 积累 从 最 终 产 
品 栏 称 至 中 间 产 品 栏 ,使 它 变 为 内 生变 量 ; 将 不 包括 生产 性 固定 资产 积累 的 最 终 产 
品 { 即 最 终 净 产品 ) 作 为 外 生变 量 . 与 半 动 态 模型 类 似 , 在 表 5-3 中 ,国民 经 济 也 相 
应 分 成 两 大 类 部 门 ,其 平衡 方程 为 


X60 = 福光 + p37 9 + ao - 六 To)， (5-26) 


用 直接 消耗 系 数 oy= 四 /XO 及 生产 性 投资 构成 系数 请 = KiDCO7KfDC，i 1 
1 A$f= 1 1 + 上 性， 代入 方程 (5- 26)，, 得 


XD Dah + No + TO + ACT - 27), (45-27) 
其 中 角 表 示 j 部 门 一 个 单位 生产 性 国定 资产 积累 (投资 ) 所 需 第 :种 固定 资产 的 数 
量 ，>)Fi? - >)Fo 为 最 终 净 产品 的 增 基 ,及 为 i 部门 最 终 净 产品 增 重 占 总 增 量 


的 比重 ,Ki0(j= 1,2,…,n) 训 通过 基建 投资 方程 计算 . 

(2) 基建 投资 方程 .建立 基建 投资 方程 , 需 考 虑 下列 几 个 因素 ;一 是 产品 生产 
中 对 固定 资产 的 需要 ,这 可 通过 利用 辕 定 资产 静态 模型 中 的 固定 资产 占用 系数 万 
来 建立 这 一 关系 ;二 是 固定 资产 更 新 的 需要 ,这 可 通过 计算 固定 资产 的 报废 率 来 得 
到 有 关 数 据 ; 三 是 固定 资产 时 潜 的 变化 ,这 可 通过 计算 未 完工 程 增长 额 占 新 增 固定 
资产 的 比重 来 近似 反映 ;四 是 其 他 基建 投资 的 数量 ,这 可 通过 计算 其 他 投资 占 总 投 
资 的 比重 得 到 ， 

投资 方程 为 


ri- {ry 
KD = (2 , WG- 0 (5-28) 


如 | 


其 中 为; 部门 的 固定 资产 占用 系数 ,f= 了 ,Fi 为 第 :~ 1 年 年 末 j 部门 


生产 性 固定 资产 总 重 , g; 为 第 t 年 末 固 定 资产 转换 成 年 平均 量 的 系数 , 即 为 固定 资 
产 全 年 增 量 与 年 平均 增 量 的 比率 , 史 ? 为 第 上 年 了 部门 固定 资产 的 报废 率 , yi? 为 
第 + 年 / 部门 未 完工 程 增长 客 与 新 增 辕 定 资产 的 比率 ,al? 为 第 :年 其 他 基建 投资 
占 总 投资 的 比重 ， 

(3) 劳动 力 平 衡 方程 .该 方程 是 通过 劳动 消耗 系数 建 Y 的 ,5 表示 生产 单位 
j 部门 产品 舌 直 接 消 耗 劳动 力 的 数量 (以 价值 表现 ) ,平生 方程 为 

LO=EX, j=1,2,.",n. (5-29) 

{4) 最 终 兆 产品 方程 .通过 基建 投资 占 最 终 产品 的 比重 ' 来 建立 最 终 净 产品 

与 基建 投资 额 之 间 的 联系 ,方程 为 


me > 1 | 
pt ) _ > x” | pr 


-1)， (5- 320) 
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其 中 ， > 为 第 上 年 国民 经 济 各 部 门 最 终 净 产品 总 额 ， 
= PE /PK + FN]. 


综 上 分 析 ， 综合 动态 模型 将 上 述 四 组 方程 联 立 起 来 配合 使 用 规划 和 统计 工作 
中 的 其 他 资料 ,从 动态 变化 中 考察 国民 经 济 , 通 过 它 能 分 析 .研究 与 制订 规划 期 内 
国民 经 济 各 部 门 的 产量 . 阁 定 资产 积累 量 、 劳 动力 需要 屿 及 最 终 兆 产品 数量 等 指 
标 . 


6 投入 产 出 优化 模型 


编制 投 人 人 产 出 表 的 目的 ,在 于 对 国民 经 济 各 部 门 的 经 济 运作 状况 及 部 门 间 的 
经 济 技术 联系 等 情况 进行 考察 ,为 研究 制定 计划 .进行 经 济 预测 等 提供 基础 资料 ， 
为 优化 产业 结构 ,提高 经 济 效益 和 社会 效益 .最 优 配置 人 力 资源 以 及 自然 资源 和 财 
力 资 源 .保护 环境 资源 等 提供 决策 依据 .最 后 一 条 正 是 投入 产 出 优化 模型 所 要 完成 
的 任务 ,也 是 投入 产 出 方法 的 研究 和 应 用 相当 活 茎 的 一 个 太 面 ， 

投 和 人 产 出 优化 模型 是 在 投 人 产 出 静态 模型 .动态 模型 与 线性 规划 , 非 线性 规划 
或 多 目标 规划 等 相 结 合 的 基础 上 形成 的 .其 中 投入 产 出 静态 异型 与 钱 性 规划 相 结 
合 所 形成 的 线性 规划 模型 ,是 研究 较 时 的 投 人 产 出 旋 化 并 型 ， 


6.1 投入 产 出 线性 规划 模型 


6.1.1 最 简单 的 两 种 模型 


1. 模 型 [ 

设 了 了 =) 为 社会 在 一 定时 期 内 对 最 终 产 品 的 需要 ,性 = (x .+ 
… ,tn)! 为 各 部 门 在 该 时 期 的 产量 ,4 = { ay)vxs* 为 直接 消 村 系数 ,F = (CV, 和，…， 
F,)T 为 直接 劳动 消耗 系数 , 则 各 部 门 的 产量 在 扣除 生产 中 消耗 的 中 间 产 品 后 ,应 
大 于 或 等 于 社会 对 最 终 产 品 的 需要 量 , 即 


(I—- A}XS=Y, (6-1) 
车 要 求生 产 各 部 门 产品 的 劳动 消耗 量 最 小 , 划 目 标 函 数 为 
min¥TX, (6-2) 


考虑 产量 的 实际 情况 ,有 

Tm0, f=1,2,.,n, (6-3) 
综合 (6-1) 式 ~ (5-3) 式 ,确定 各 部 门 产量 的 使 劳动 消耗 走 最 小 的 线性 规划 模型 可 
表述 为 
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min VTE; 
| CT- A)ES>Y, {6-4) 
星 节 心 ， 


相应 的 最 做 解 瑟 * , 即 各 部 门 最 优 的 产量 为 下 ”= 0- 4) 一 了 ,最 小 的 劳动 消耗 为 
VI- A)-'?]. 

2, 模型 了 

设 呈 = {Pi, 户 ,…, 让) ,其 中 六 i 部 门生 产 过 程 中 单位 产品 的 完全 劳动 消 
耗 量 ,已 >0,5 = 1,2,…,a: 由 投入 产 出 表 的 纵 列 知 ,提供 给 国民 经 许 中 各 部 门 单位 
产品 的 中 间 消 耗 所 对 应 的 劳动 力 消耗 与 劳动 力 直 接 消 耗 之 和 应 不 小 于 单位 产品 的 
完全 劳动 消耗 , 即 


ATP+rVaP, {6-.5) 
或 
{I- ADVPeV. (6-6) 
车 恒 价 值 形态 的 国民 收入 {最 绪 产 品 } 最 大 , 则 目标 肾 数 应 为 
max FTP, (6-7} 
因此 ,相应 的 线性 规划 模型 可 表述 为 
下 Y (6-8) 
st. I- A)P< VY, Pe0, 


相应 的 最 优 解 P* , 即 各 部 门 的 完全 劳动 消耗 量 为 P" = (了 - AW-1VY ,国民 收入 的 
最 大 和 值 为 FUT(T- AT)-1W]. 


6.1.2 其 他 线性 规划 模型 


(1) 在 投入 产 出 蔚 帮 模型 中 , 除 已 知 的 表示 部 门 间 经 济 技术 联系 的 平衡 方程 
约束 外 ,一 般 还 应 考虑 劳动 力 可 能 变化 的 程度 , 浊 然 资源 尤其 是 某 些 稀 例 物资 的 供 
应 量 , 各 部 门 资 金 占用 量 等 限制 ,使 国内 生产 总 值 (或 社会 总 产值 ) 最 大 ,相应 的 模 


型 则 为 
max 2 或 2 和 6); 


st, (fi—- A}Y= Y; 

县 I 环 过世; 

CE KE; 

DXeW:; 

EYe/: 

DeeF, Fs. 
其 中 f= Ch, + ba 3 Bb), 5, 为 让 部 门 单位 产品 消耗 劳动 力 的 系数 ;CC 三 《eye 了 
ca) Tc 为 1 部门 生产 单位 产品 消耗 某 种 自然 资源 的 系数 ;DD = (di, 册 ,…,d,) ,dd 
为 i 部 门生 产 单位 产品 消耗 某 种 稀缺 资源 的 系数 ; 玉 = {el, ey,… ,en) ,为 i 训 门 
生产 单位 产品 占用 资金 的 系数 ;下 = Cf , 户 ,… J) 为 i 部门 生产 能力 的 根 制 ; 


(6-9) 


5 投入 产 出 优化 模型 。453 ， 


,到 ,外 ,二 分别 是 社会 所 能 提供 的 劳动 力 数量 、 茶 种 自然 资源 的 数量 , 某 种 稀缺 次 
源 的 数量 及 资金 的 数量 . 若 自 然 资 源 或 稀缺 资源 的 限制 种 类 不 正 一 种 ,应 分 别 列 出 
相应 的 约束 条 件 . 

{2) 考虑 不 同 地 区 的 生产 力 水 平 与 生产 状况 ,确定 生产 在 地 区 分 布 上 的 最 优 
方案 . 

1) 确定 某 部 门 ( 或 某 项 产品 ) 的 生产 地 区 .车 该 项 产品 由 个 地 区 生产 ,每 个 
地 区 有 有 p 种 生产 技术 生产 该 产品 , 且 有 六 个 地 区 需要 该 产品 , 设 x 名 表示 地 区 i 
(产地 ) 供 给 地 区 忒 需求 地 ) 的 以 第 上 种 技术 生产 的 该 项 产品 的 量 , 如 如 表示 地 区 : 
可 以 提供 的 以 第 上 种 技术 生产 的 该 产品 最 大 量 , 号 表示 地 区 j 项 要 该 产品 的 量 ， 
C 当 表示 地 区 i 供给 地 区 j 以 第 上 种 技术 生产 的 单位 产品 的 成 本 ,由 此 可 以 建立 下 
列 使 总 成 本 最 小 的 线性 规划 模型 . 


目标 函数 
ninS SD Sc), (6-10) 


iel Fel kl 
约束 条 人 则 中 除 x 诗人 ,1 = 1 .2，…， nij= 1l,2, ,mm:k= 1,2,*… ,Pp 外 ,其 他 约束 条 
忻 需 根据 殿 应 量 和 需求 量 的 关系 确定 . 


车 DP CD > 5 , 即 总 供应 量 大 于 总 需求 量 , 则 约束 为 


iml| 点 = 


Ds < XY, =1li2 rn k= 1,2, ,pp 
(6-11) 
SS = Zi j= 2, m. 
儿 E=l 
@ 若 i - 5 ,. 即 总 供应 量 等 于 总 需求 量 , 则 约束 为 
二 1 k=t 
六， 人 二 (DD = k=l,2,. ps 
‘| (6-12) 
> 2 二 Zi 了 = 过， 
= rr=1 
@ 若 六 二 rp < 六 3 , 即 总 供应 量 小 于 总 需求 量 , 则 约束 为 
i=| kz1 
St = 下 人， i=1,2, ,n= ,2p 
人 (6-13) 
Di 3 jn 


Ts k=1 


上 述 模型 实质 上 为 线性 规划 中 的 运输 问题 ， 
2) 确定 各 部 门 (或 各 类 产品 } 的 生产 地 区 .在 已 知 地 区 间 投 入 产 出 模型 (参见 
第 3 章 } 的 基础 上 ,和 欲 使 各 地 区 总 劳动 消耗 量 最 小 ,相应 模型 应 为 
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min > ,VOT 
#4=1 
i (6-14) 
3.t. > 0 = yn, P=1l,2 mt= 1 2, A: 
1 ral 
X=0, oO, p=1,2, ,mi=1,2,.",n. 


符号 具体 意义 可 参见 表 3-8 及 (3-19) 式 . 


6.2 单 目 标 动态 投入 产 出 优化 模型 


建立 单 目 标 动 态 投 人 产 出 优化 模型 的 目的 ,是 在 投入 产 出 动态 模型 的 基础 上 ， 
在 自然 资源 .人 力 资 源 和 资金 约束 等 条 件 下 ,确定 各 部 门 在 规划 期 内 各 年 度 的 产 
值 , 使 规划 期 内 国内 生产 总 值 累计 最 大 或 劳动 力 消耗 最 少 或 能 耗 最 低 等 . 比如 , 建 
立 使 规划 期 内 国内 生产 总 值 办 计 最 大 的 模型 可 表述 为 


T 和 
max 人 >， > FU) 
t= i=1 


st XO= 人 > 


j= 
{BN THEN Ln, (6-15) 
[OO TEN a KN, 

[DT Wn, 

[ED 0),; 

OK egFN, f(t) 0,i= ,2 nt = 2, ,7 


其 中 (为 第 :年 部 门 的 最 绕 产 品 , 它 可 由 {5-3) 式 (5-7) 式 或 (5- 了 2) 式 等 确定 ; 
B= (684680)T,5810 为 第 1 年 i 部门 单位 产品 消耗 劳动 力 的 系数 ;CC 中 
= (c,d)T, et0 为 第 :年 i 部门 单位 产品 消耗 某 种 自然 资源 的 系数 ; 
Dd dn, 7T, di? 为 第 ! 年 i 部门 单位 产品 消耗 某 种 稀 怠 资 源 的 系 
数 ; =e eb)T, et9 为 第 :年 i 部 门生 产 单位 产品 占用 资金 的 系数 ; 
,KD ,WD 和 A 分 别 为 第 ;年 社会 所 能 提供 的 劳动 力 数量 , 某 种 自然 资源 数 
量 .其 种 稀缺 资源 的 数量 和 资金 的 数量 . 若 自 然 资源 或 稀缺 资源 的 限制 种 类 不 止 一 
种 ,应 分 别 列 出 相应 的 约 东 条 人 忻 . 
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6.3 多 目标 动态 投入 产 出 优化 模型 中 


为 制定 地 区 中 长 期 发 展 规划 的 需要 , 那 日 萨 . 唐 业 文 建立 了 一 个 多 自 标 动态 投 
入 产 出 忧 化 模型 ,该 模型 包含 6 个 目标 .4 类 约束 .多 目标 规划 的 特点 是 目标 间 往 
往 人 存在 一 定 矛 庄 . 为 兼顾 各 目标 ,作者 利用 多 目标 规划 中 的 目标 规划 方法 来 解决 该 
问题 ;为 减少 问题 中 约 东 条 件 个 数 , 以 各 部 门 产 出 的 增 量 作 为 决策 变量 ,使 计算 的 
不 稳定 性 得 到 了 较 大 的 改善 . 

特别 地 , 当 只 考虑 其 中 一 个 目标 时 ,相应 模型 即 为 -一 种 单 目 标 动 态 投入 产 出 优 
化 模型 ， 


6.3.1 模型 的 结构 描述 


1. 目标 函数 

目标 锐 数 有 以 下 6 个 : 

(1) 规划 期 内 国内 生产 总 值 累计 最 大 ; 

(2) 规划 期 末年 第 三 产业 增加 值 比 重 尽 可 能 达到 预期 目标 ; 

(3) 尽 下 能 达到 综合 经 济 平衡 ; 

(4) 规划 期 内 某 阶 段 国内 生产 总 值 平均 增长 速度 尽 可 能 达到 预期 目标 ; 

(5) 能 耗 最 低 ; 

{5) 污染 最 小 . 

上 述 6 个 目标 中 ,第 1 个 目标 是 通常 考虑 最 多 的 目标 之 一 ;考虑 到 第 三 产业 水 
平 是 衡量 现代 社会 经 济 发 展 程 度 的 重要 标志 之 一 ,又 鉴 干 我 国 改革 开放 前 片面 推 
行 了 工业 化 政策 ,忽视 非 物 质 生 产 部 门 特别 是 服务 业 的 发 展 ,导致 第 三 产业 发 展 评 
后 .产业 结构 失 病 的 事实 ,该 模型 提出 了 规划 期 末年 第 三 产业 增加 值 比重 尽 可 能 达 
到 预期 目标 这 个 目标 函数 ;综合 经 济 平 衡 是 经 济 系统 良性 发 展 的 基础 , 即 要 求 国民 
经 济 各 部 门 协调 发 展 ,供需 平衡 ,但 经 济 系 统 实际 上 是 个 非 均 衡 系统 ,因此 该 模型 
提出 了 第 3 个 目标 函数 :为 了 使 所 做 的 决策 符合 国家 的 大 政 方针 ,尤其 是 符合 国家 
经 济 发 展 目标 ,有 必要 对 特定 时 期 规划 GDP 的 增长 速度 ,例如 ,制定 “ 九 五 "规划 期 
这 一 时 间 段 的 GDP 年 平均 发 展 速度 ,这 是 第 4 个 目标 函数 要 反 有 号 的 内 容 ; 为 了 使 
地 区 能 够 可 持续 发 展 ,必须 有 效 配 置 赛 源 .节约 能 新、 控制 污染 、 改 善 环境 ,该 模型 
提出 了 最 后 两 个 目标 函数 ， 

2,. 约束 条 件 

约 柬 条 件 有 以 下 4 个 : 

(1) 动态 投入 产 出 平衡 约束 ; 

(2) 积累 ,消费 约束 ; 


吕 那 日 萨 , 唐 换 文 ,一 个 多 目标 动态 投产 出 优化 模型 及 算法 (Tj)([) .系统 工程 理论 
与 实践 .1998(8,9) ， 
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{3) 资源 约束 ; 

{4) 变量 的 非 负 约束 ， 

其 中 (是 基本 约束 ;积累 与 消费 比例 关系 是 经 济 稳定 高 效 发 展 的 重要 关系 之 
一 , 且 总 积累 、 总 消费 与 兆 流 人 之 和 应 不 超过 规划 期 内 的 国内 生产 总 值 ;资源 约束 
包括 自然 资源 ,能 源 及 劳动 力 .资金 等 方面 的 限制 . 


6.3.2 模型 的 数学 描述 


1. 自 标 崩 数 
(1) 规则 期 内 GDP 累计 晤 大 . 


于 
tv > uf) ， (6-15)} 
trad 


其 中 AD-= DIK (1) -六 > (1) (4) 为 第 :年 的 GDP, 了 为 规划 期 
riml iml jel 
(2) 规划 期 未 年 第 三 产业 增加 值 尽 可 能 达到 预期 目标 . 
min | SICADL CT) - A T)|, (6-17) 
Da 


其 中 A 为 第 三 产业 部 门 指标 集 , C,( 了) 为 第 了 年 末 : 部门 的 增加 值 率 , 即 G(T) = 


1— 2 ast 了) ,7 为 规 划 期 末年 第 三 产业 增加 值 点 GDP 的 期 望 比重 . 
(3) 尽 可 能 达到 综合 平衡 . 
nmin DP) (yt) + 40)), (6-18) 
其 中 #9_ 站、p 4:( 旨 分 别 代 表 第 + 年 i 部门 动 态 投入 产 出 平衡 方程 的 正 . 负 贪 差 变 
量 ( 和 参见 (6-23) 式 ). 
(4) 规划 期 内 某 时 间 段 内 GDP 期 望 平 均 增长 速度 尽 可 能 达到 预期 目标 . 
设 这 时 间 段 为 [了 T ,二 ] ,其 中 太 关 1 天 过 了 ,该 时 间 般 内 GDP 期 望 平 均 增长 速 
度 为 R, 则 该 目标 函数 可 表述 为 
minlfi{ TT D+ RB- TD FD, (6-19) 
(5) 能 耗 景 低 . 


min > [EITXY, (6-20) 
其 中 下 =( ees,… ,el )7,e49 为 第 :年 i 部 门 单位 产 出 的 能 冰 , 如 水 、 电 、 煤 
等 能 耗 . 
(6) 污染 最 小 . 
min > POTXD, {6-21) 
其 中 PY = (PID ,PID ,PDT pt 为 第 1 年 i 部门 的 污染 指数 , 它 可 通过 每 万 
元 产 出 的 三 废 排放 量 来 衡量 . 
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2. 约束 条 人 忻 
(1 动态 投入 产 出 平衡 约束 .这 里 采用 的 是 列 昂 惕 支 考 形 时 变 的 动态 模型 , 即 
由 (5-7) 式 经 变化 得 到 
和 BOCXD _ EO) + 9) 十 时- {0} — 引 ， (0), (6-22) 
(= 人 BO N+!) _ DY + in + 
= 1,2,.,7, (6-23) 
其 中 习 -(0) ,日 ;0) ,站 -ft , 什 : 刁 为 相应 的 侦 差 变 向 其 . 
(2) 积累、 消费 约束 ， 


DD op X00) < 所 日 一 > rn， t= 142， (6-24) 
+=1 


r= j=l 


(3) 资源 约束 . 
[KEIO a KINO, t=1,2 ,T+l; i=1,2,,m, {6-25) 
其 中 KK 和 = (全 从,… 如 )T, 是 第 :年 j 部 门 单位 产 出 消耗 i 资源 的 系数 ， 
KK(? 是 第 :年 i 资源 的 最 大 可 提供 量 ,i=1,2,…,m. 
(4) 非 负 约束 . 设 
Xt YN 0, t=0,1,…, 7, (6-26) 
#0 1 
6.3.3 一 种 线性 变换 下 的 模型 
记 
由 不 (0 第 (1 KN, t= 1,2,. ,7, (6-27} 
则 到 (e+ 二 ED + 起 三 人 一 -12 + AY-D + AE 二 + A 十 
和 第 人 -有 ATD = .A D1 
用 天 (0 A 表示 ,因此 将 A 太 们 ,ATOD,.… ,AKDM 作 决策 变量 时 ， 
(6-26) 式 也 可 改写 成 AXD=0,1 =0,1,…,T, 表 将 上 述 模型 中 所 有 目标 请 数 和 约 
束 条 件 表述 成 A 人 ,AX ,…,AKT 的 线性 关系 式 , 则 问题 将 减少 nx (T+ 了) 个 
约束 条 件 , 从 而 减 小 问题 规模 .变换 后 的 目标 函数 和 约束 条 忻 如 下 . 
1. 目标 备 数 


和 有 
(1) max DDI OD XD TAX + + AN (6-28) 
= j=1 


(2) max ot 条 (六 十 AXO) 十 和 4 AT-D) _ 
rp 


3 


r>、 ct 和 [XD AX + + YT], (6-29) 
r=l 
于 m 
(3) min > oi) + pl)]. 
sml £=1 


(4) max PCO( TILXO + AN + … + AD] — 
jal 
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2 G(T- DX 4 AXO 二 4 MXITDI + RD- N+. 
J=1 


(6-30) 
I 
(5) min SL EDITORO + AXO + + AEC-D), (6-31) 
=] 
I 
(6) min > PY Tx 十 A 于 中 十 ANCU-DY. (6-32) 
t=1 
2. 约束 条 件 
{1)} BOAXO 4 0) - ,0 + FO = 0- AVI KD, (6-33) 
CA DOATO Fe FAVETD + EM) + BOAXD + 
= ,=1,2,.…,7. (6-34) 


(2) PDDAXD < > CDOT + AD + AXED] - >， 
t= 1.2,.…,T, (£-.35} 
(34) [KT 起 和 + AKC-D] eR, t=1,2,.*, T+1; 
i=1,2,."",m. (6-36} 
(4) AKX'N 0,1= 1,2,.… ,7T, (6-37) 
00 1=0,1,.…,T, 
上 述 包 目标 规划 模型 的 求解 ,可 以 通过 将 各 目标 加 权 形 成 单 目 标的 方法 来 进 
行 ,在 模型 中 直接 消耗 系数 4 中 和 投资 系数 B' 须 由 已 有 的 投入 产 出 表 和 规划 兢 
订 得 到 . 


本 篇 介绍 投入 人 产 出 法 的 基本 内 容 , 同 时 也 尝试 介绍 一 些 新 内 容 , 腿 于 篇 幅 和 作 
者 的 水 平 , 面 对 明 新 月 异 的 投入 产 出 技术 ,总 有 挂 一 漏 万 之 感 , 有 许多 颇具 特色 的 
新 方法 .新 应 用 没有 有 涉 芝 ,作为 补偿 ,这 里 简单 罗列 一 些 , 以 供 读者 参考 . 

比如 ,由 贾 芝 锡 同 志 研 究 的 地 质 坪 探 投入 产 出 模型 ,由 于 产 出 的 随机 性 很 大 ， 
已 有 的 投入 产 出 技术 在 这 里 应 用 有 较 大 困难 ,内 此 ,他 的 研究 有 特色 ;由 刘 起 运 同 
志 提 出 的 对 称 模 型 ,其 特点 是 按 行 计算 分 配 系 数 , 他 还 研究 了 该 模型 与 原 模 型 的 关 
系 ; 由 陈 锡 康 同志 提出 的 投 人 占用 产 出 表 , 表 中 包 合 了 更 过 的 借 息 ,扩展 了 分 析 、 预 
测 经 济 问题 的 范围 ;由 张 守 一 同志 提出 的 戏 人 式 投 人 产 出 模 境 及 其 优化 ,将 投入 产 
出 表 中 一 个 要 考察 的 部 门 划分 为 许多 行业 ,将 平衡 或 优化 解 企 人 全 局 投 人 产 出 表 
中 , 它 和 不仅 能 反映 该 部 门 各 行业 内 部 的 投入 与 产 出 关系 ,而 且 能 反映 该 部 门 各 行业 
与 其 他 部 门 问 的 经 济 联系 ,能 较 好 地 解决 部 门 { 行 业 ) 纺 制 计划 与 规划 问题 ;由 疾 肖 
下 同志 提出 的 最 终 需 求 与 收入 分 配 之 闻 的 关系 ,分 析 了 收入 结构 与 消费 结构 的 变 
化 对 经 济 增长 .产业 结构 .平等 与 效率 问题 等 的 巨大 影响 ;由 刘 树 成 同志 研究 的 投 
和 人 产 出 扩展 模 卉 , 既 反 映 了 产 唱 的 运动 , 叉 上 反映 了 资金 的 运动 ,对 研究 总 需求 与 总 
供给 以 及 价格 等 问题 有 较 大 的 实用 价值 ;由 张 守 ~- 等 提出 的 科技 投 人 产 出 模型 ,将 
国定 资产 按 技 术 水 平 . 劳 动力 按 六 化 程度 划分 为 若干 等 级 ,用 经 济 计量 方法 逢 计 广 
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义 生 产 函 数 的 参数 ,将 它们 正规 化 , 按 贡 献 率 分 解 为 劳动 报 王 .剩余 产品 或 净 产 品 ， 
从 而 测算 科技 进步 对 经 济 增长 的 贡献 ;由 贺 蛋 同志 负责 研究 的 湖南 省 岳阳 县 信息 
投 人 产 出 表 及 1987 年 全 国信 息 投 人 产 出 表 , 由 列 昂 惕 夫 研 究 的 全 球 环境 保护 模型 
等 等 ,都 是 新 的 成 果 . 另 外 , 尚 有 将 投入 产 出 技术 与 经 济 计划 学 相 结 全 .与 系统 动力 
学 相 结合 .与 马尔 可 去 链 及 与 动态 控制 模型 相 结 人 台 等 有 关 投 入 产 出 分 析 研 究 与 应 
用 的 成 果 . 

投入 产 出 技术 仍然 有 许多 问题 值得 研究 , 比如 ,一 般 均衡 论 是 投入 产 出 法 的 建 
论 基 础 之 一 ,但 国民 经 济 在 运作 过 程 中 通常 星 非 均衡 状态 .除了 部 分 优化 模型 外 ， 
大 部 分 模型 没有 考虑 非 均衡 这 一 状况 ;经 济 系 统 的 运作 本 质 是 非 线性 的 ,但 这 方面 
研究 还 较 少 .此 外 ,投入 产 出 技术 与 灰色 系统 的 结合 .与 模糊 数学 的 结合 .与 对 策 论 
的 结合 ,以 及 直接 消耗 系数 阵 .投资 系数 的 修订 等 问题 , 均 有 待 进一步 探讨 
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引 言 


线性 控制 系统 理论 主要 研究 线性 控制 系统 的 结构 和 控制 性 质 , 以 及 依据 这 些 
性 质 给 出 控制 系统 的 设计 原理 和 方法 . 它 在 理论 和 应 用 两 方面 都 很 重要 . 一 方面 
它 是 控制 理论 其 他 分 支 的 理论 基础 ; 男 一 方面 , 它 被 广泛 地 应 用 于 自动 控制 工程 的 
设计 ,并 成 为 其 他 领域 控制 问题 分 析 和 综合 的 有 用 工具 、 

在 线性 控制 系统 理论 的 发 展 史 上 .通常 称 20 世纪 60 年 代 以 前 的 为 经 典 线 性 
系统 理论 . 经 典 线性 系统 理论 以 传递 函数 作为 系统 的 数学 模型 ,以 党 微分 方程 和 频 
率 响应 法 为 工具 ,主要 研究 单 输入 单 输出 系统 的 输入 输出 特性 . 1960 年 前 后 ,卡尔 
到 {R.E.Kaiman) 提 出 了 线性 控制 系统 的 状态 空间 方法 ,以 及 能 控 和 能 观测 两 个 重 
要 概念 , 草 定 了 现代 线性 控制 系统 理论 的 基础 .现代 线性 系统 理论 以 状态 方程 和 町 
出 方程 作为 系统 的 数学 模型 ,以 线性 代数 和 常 微 分 方程 等 为 主要 研究 工具 ,研究 内 
容 不 仅 涉 及 多 输入 多 输出 系统 的 输入 输出 特性 ,还 重点 研究 多 变量 和 标 统 的 内 部 性 
质 , 使 线性 控制 系统 的 分 析 综 合 建立 在 严格 的 数学 理论 基础 之 上 . 

本 得 主要 介绍 连续 时 间 线 性 控制 系统 状态 空间 方法 . 


1 线性 控制 系统 的 数学 描述 


在 控制 系统 的 分 析 和 设计 中 ,第 一 步 是 建立 数学 模型 ,以 对 其 进行 适当 的 数学 
描述 .对 于 线性 控制 系统 ,有 才 种 数学 描述 方法 ,但 最 常见 的 是 传递 函数 法 和 状态 
空间 法 . 


1.1 传递 函数 摘 述 方法 


1.1.1 传递 函数 袜 念 


传 谨 函数 是 十 来 表示 系统 输入 输出 关系 的 一 种 数学 表达 式 . 
定 党 1 设 如 图 1- 1 所 示 ,Z 是 受 控制 系统 ,uw 是 


系统 的 输入 ,y 是 系统 的 输出 ,3 是 单 输入 单 输 出 系 Ce 本 
统 , 则 在 系统 初始 条 件 为 零 的 条 件 下 ,系统 输出 y 
的 拉 普 拉 斯 (P.S. Laplace) 变 换 Y(s) 与 其 输 和 人 zu 的 图 1-1 
拉 普 拉 斯 变换 U{s) 之 比 
Crs) -12 (1-1) 


Us) 
称 为 系统 三 的 传递 函数 ， 
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Yis}= G(s Us) {1-2) 
称 为 系统 三 的 传递 疯 数 据 述 . 
定义 2 当 系 统 马 有 mtm 宕 1) 个 输入 和 ptp 兰 个 输出 时 , 尾 一 个 输入 和 任 
一 个 输出 之 间 都 有 一 个 传递 函数 , 即 共有 mp 个 传递 函数 ,河和 将 这 mp 个 传递 函数 
按 一 定 顺 序 排列 成 一 个 px 丸和 矩 阵 G(), 刚 称 G0s) 为 系统 的 传递 函数 爷 阵 . 


1.1,2 单 输入 单 输出 定常 系统 的 传递 函 圳 


传递 函数 主要 用 于 定常 线性 系统 的 描述 . 设 一 个 单 输 人 单 输出 定常 线性 系统 
的 输 和 输出 关系 由 下 列 n 阶 常 微分 方程 表示 : 
| 上 )] 十 a yr) + vt aortt) 
= bm + Bum Dr t+ bw tt) + boul st). (1-3) 
其 中 yt4) 是 系统 的 输出 ;u(t) 是 系统 的 输入 ;t 表示 时 间 ;y 吕 C4) ,wt (分 别 是 
Y(1) ,4( 站 对 1 的 上 ,1 次 导数 ;ai,b 都 是 常数 ,i=0,1,2,… ,nn-1,j=0,1,2,.",m， 
不 失 一 般 性 , 设 初始 时 刻 如 =0, 系 统 {1-3) 式 的 初始 条 件 为 零 , 即 y(0) = y' (0) 
yo DO0=0,a0=(0=…=auam-0(0)=0. 在 零 初 始 条 人 御 下 ,对 方程 (1- 
3) 式 作 拉 普 拉 斯 变换 后 ,得 
Csr a 1s Fs) 
一 【和 二 
其 中 Y(s) 和 UCs) 分 别 是 y( 0) 和 ul#) 的 拉 普 拉 斯 变换 ( 式 ),: 为 拉 普 拉 斯 算 符 . 
于 是 系统 (1-3) 式 的 传递 函数 为 
Cs) = + bm + s+ bo (1-4) 
a 
如 果 mw 志 #, 则 G03) 是 真有 理 分 式 ,此 时 称 系 统 (1-3) 式 是 物理 能 实现 的 .在 线 
性 系统 理论 里 ,只 研究 物理 能 实现 的 系统 . 
多 输入 包 输 出 定常 线性 系统 传递 函数 矩阵 表达 式 见 下 一 节 状 态 空间 描述 法 . 


1.1.3 系统 的 特征 多 项 式 、 检 点 和 零点 
定义 3 (1-4) 式 中 分 母 争 项 式 


pls)= 5+ G1 it + os + co (1-5) 
称 为 系统 (1-3) 式 的 特征 多 项 式 ， 
定 必 4 方程 
2 二 人 0 (1-6) 


称 为 系统 (1-3) 式 的 特征 方程 . 
定义 5 特征 移 项 式 揭 零 点 ,或 者 特征 方程 的 根 , 称 为 系统 的 粳 点 . 
定义 6 方程 
由 二 {1-7) 
的 根 称 为 系统 (1-3) 式 的 零点 . 
如 果 系 统 (1.3) 式 有 相同 的 零点 和 极点 , 则 称 其 有 零 极 相 消 . 
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定义 7 零 极 相 消 后 剩 下 的 极点 和 零点 分 别称 为 传递 消 数 C{s) 的 极点 和 零 
点 ， 

定义 8 如 果 系 统 {131 式 的 所 有 等 点 和 极点 都 在 开 的 左 半 复 平面 上 , 则 称 其 
为 最 小 相位 系统 . 


1.2 状态 空间 描述 方法 


1.2.1 状态 变量 和 状态 空间 


状态 空间 拱 述 法 是 建立 在 状态 变量 概念 之 上 的 空间 描述 方法 . 系统 在 几时 刻 
的 状态 是 指 系 统 在 to 时 刻 的 信息 量 , 它 与 从 时刻 起 作用 于 系统 中 的 输入 量 一 
起 ,唯一 地 确定 系统 在 :> 时 的 动力 学 行为 . 

定义 9 称 一 组 变量 为 一 个 系统 的 状态 变量 , 若 该 组 变量 是 描述 该 系统 的 动 
力学 行为 所 需 的 一 组 最 少 的 独立 变量 .由 系统 的 状态 变量 组 成 的 向 量 称 为 系统 的 
状态 向 量 . 状态 向 量 取 值 的 有 限 维 欧 几 里 德 (Euclidean) 空 间 称 为 系统 的 状态 空间 , 


1.2.2 杀 统 的 状态 空间 描述 法 


用 状态 空间 方法 描述 的 线性 系统 为 
T=ACt)r+ Bt)n, (1-8) 
y= Cr + D{tin. (1-9) 
其 中 xER", 叫 敌 系 统 的 状态 向 量 ; ER ,叫做 系统 的 控制 (或 输入 ) 向 量 ; 7 
R? ,叫做 系统 的 重 测 (或 输出 ) 向 量 ;410ER ,时 做 状态 矩阵 : 吨 ( 生生 虹 " < 加 
懂 控 制 (或 输入 ) 什 阵 ; COCODE Re*", 叫 做 量 测 ( 或 输出 ) 和 矩阵 ;DD(f ERP*"™, 串 烧 前 
馈 和 矩阵 ;上 是 时 间 变 量 ,这 些 矩阵 中 的 元 都 是 上 的 分 段 连 续 列 数 . 
定 尖 雪 方程 民 - 耻 式 称 为 系统 的 状态 方程 ,方程 (1-9) 式 称 为 系统 的 量 测 方 
程 (或 输出 方程 ). 
定义 让 状态 向 量 x 的 维 数 , 或 者 状态 变量 的 个 数 , 称 为 系统 的 阶 .一 个 nn 航 
系统 对 应 的 状态 空间 是 * 维 的 ， 
定 沁 垃 ”如 果 在 系统 (1-8) 式 和 (1-9) 式 中 ,矩阵 4 800 , C2 和 D(i) 都 
是 常 值 矩 阵 , 则 称 该 系统 是 定常 的 或 时 不 变 的 ,否则 称 为 时 变 的 .如 果 m=1, 则 称 
其 为 单 输入 的 ;如 果 p= 1, 则 称 其 为 单 输出 的 ;如 果 m= p = 1, 则 称 其 为 单 输入 单 
输出 系统 . 
定 尖 坊 方程 | 
= C1-10) 
称 为 状态 方程 (1-8) 式 的 自由 系统 . 


1.2.3 定常 线性 系统 


1.、 系统 描述 
用 状态 空间 描述 的 定常 钱 性 系统 为 
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X= Ar+ Hu, (1-11} 
y= Cr + Du. (1-12) 
其 中 EER";uER"™;yER;AER"*"*,HER'*",CER A' 和 DER*" 篆 为 常 值 
和 佛 阵 . 
2. 传递 应 数 炬 阵 
定 14 称 p xm 有理 分 式 类 阵 
Gs)= Ctsh, - A-IB+D (1-13) 
为 系统 (1-11) 式 和 (1-12) 式 的 传递 阴 数 第 阵 , 其 中 开 为 阶 单位 矩阵 . 
3. 系统 的 特征 多 项 式 和 极点 


定义 15 多项式 
p(s) = det(sl, - A4) (1-14) 
称 为 系统 (1-11) 式 和 (1-12) 式 的 特征 多项式 . 
定义 6 ”代数 方程 
det( sh, —- A}=0 (1-15) 
称 为 系统 {1-11) 式 和 (1-12) 式 的 特征 方程 . 
特征 多项式 的 零点 称 为 系统 的 极点 . 
4. 系统 零点 
定 芝 17 设 
C= tslrank[ sh -AB|<n,sEC!, {1-16) 
涝 一 点 
Q=| :tank[ - ] -ec (1-17) 
cz= {sll 7 -mitmplsec C1-18) 


其 中 CC 表示 复 平面 , 则 复数 集合 Ci,Go 和 Cs 分 别称 为 系统 {1-11) 式 和 (1-12) 式 
的 输入 解 大 零点 .输出 解 耦 零 点 和 零点 ， 
系统 传输 零点 的 概念 见 参 考 文献 [1]. 


1.3 两 种 描述 方法 的 比较 


本 节 对 系统 的 传递 函数 描述 法 和 状态 空间 描述 法 的 优点 和 不 是 之 处 做 一 简单 
对 比 . 

首先 ,传递 函数 丘 述 法 仅仅 描述 了 系统 的 输入 输出 关系 ,反映 本 系统 的 外 部 特 
性 ,但 却 没 有 反映 系统 的 内 部 结构 .特别 是 当 系 统 出 现 零 概 相 消 时 ,传递 是 数 掺 述 
法 就 无 法 反映 系统 的 动力 学 特性 了 .然而 ,用 状态 空间 法 描述 系统 ,不 仅 能 反映 系 
统 的 输入 输出 关系 ,也 刻画 了 系统 内 部 结构 的 动力 学 行为 .因此 , 它 更 加 完善 地 描 
述 了 系统 - 

其 次 ,由 于 两 种 方法 使 用 的 数学 工具 不 同 ,因此 ,适用 的 范围 也 就 有 所 不 则 . 传 
递 消 数 描述 法 一 般 仅 适 用 于 定常 线性 又 统 ,而 状态 空间 措 述 法 既 可 以 描述 定常 线 
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性 系统 ,又 可 措 述 时 变 线 性 系统 .其实 状态 空间 描述 法 也 适用 于 描述 各 种 菲 线性 系 
统 . 

骨 次 ,对 于 和 外 复杂 的 系统 ,建立 它 的 状态 方程 和 量 测 上 方程 是 困难 和 了 麻 频 的 ,这 
时 借助 于 对 系统 的 输入 ,输出 信号 的 测量 ,采用 系统 辨识 方法 可 能 会 比较 容易 地 确 
定 系统 的 传递 函数 或 脉冲 响应 函数 ,而 要 辨识 系统 完整 的 状态 方程 和 量 测 方程 有 
时 是 难于 做 到 的 . 

最 后 ,传递 函数 摘 述 法 是 经 典 控制 理论 中 进行 分 析 利 综合 的 基础 , 它 可 异 助 于 
一 些 简 单 的 方法 完成 反馈 控制 系统 的 设计 ;状态 空间 描述 法 是 现代 控制 理论 用 于 
系统 设计 的 基础 , 它 能 解决 那些 经 典 理 论 所 不 能 处 理 的 问题 .不 过 ,用 状态 空间 描 
述 法 设计 系统 时 ,往往 要 借助 于 计算 机 才能 完成 其 设计 J. 作 ， 

总 之 ,传递 函数 法 和 状态 空间 法 各 有 所 长 ,目前 ,它们 在 线性 系统 的 分 析 和 综 
合 中 都 起 着 重要 作用 . 


1.4 线性 系统 的 等 价 性 


1.4.1 民 数 等 价 
定 尺 如 设 有 定常 线性 系统 (1-11) 式 和 (1-12) 式 ., 作 坐标 变换 
二 三 Px, detP=0, 
则 在 新 堂 标 系 下 ,系统 (1-11) 式 和 (1-12) 式 变 为 
x=AT+ Be, 
y=Cx+ Du, 


{1-19) 
(1-20) 


其 中 
点 = 严 -14 天 ,如 = P88, 
C= CP,D=D. 
称 系统 (1-19) 武 和 (1-20) 式 为 与 系统 (1-11) 式 和 (1-12) 式 的 代数 等 价 系 统 . 
显然 ,系统 (1-11) 式 和 {1-12)? 式 也 是 系统 (1-19)? 式 和 (1- 加 ) 式 的 代数 等 价 系 
统 ， 
时 恋 线 性 系统 的 代数 等 价 性 可 作 类 但 的 定 浆 ,可 参见 文献 [2]. 


1.4,2 代数 等 份 系统 的 和 性质 


代数 等 价 系统 主要 性 质 为 

1* 有 相同 的 特征 多 项 式 , 从 而 有 相同 的 极点 ; 

2 有 相同 的 系统 输入 解 灰 零点 .输出 解 耦 零点 和 系统 零点 ; 
3 有 相同 的 传递 函数 矩阵 . 

从 上 面 bp ,2 和 ?这 些 性 质 看 ,代数 等 价 系 统 本 质 上 是 相同 的 ， 
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2 线性 控制 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 


2.1 能 控 性 


2.1.1 定义 


考虑 线性 控制 系统 
{*=ACOF+ BO 
y= 人 C(x, 
其 中 各 符号 的 宵 闵 与 系统 (1-8) 式 和 (1-9) 式 的 相同 ,只 不 过 这 里 取 DD(t) =0. 
用 x(;,xo, 4) 表 示 系 统 (2-1) 式 在 to 时 这 点 wo 且 在 控制 w= 上 全 的 作用 
下 的 解 , 即 


(2-1) 


二 | ,rR(r)u(r)dr, 
in 


其 中 更 (+, 避 ) 是 自由 系统 
症 二 克 ( 于 (2-2) 
的 状态 转移 矩 竹 . 
定 欠 1 如 果 在 时 刻 丰 , 对 于 任意 的 xzoE R", 总 能 找到 时 刻 0 > to 和 和 定义 在 
[io,t1] 上 的 容许 控制 g = gt5) ,使 得 
x 
那么 称 系 统 (2-1) 式 在 % 时 完全 能 控 , 简 称 能 控 或 称 系统 具有 能 控 性 . 如 果 系 统 
(2-1) 式 在 区 间 [ 6, 7] 的 每 个 时 刻 都 完全 能 控 , 则 称 它 在 [to ,Tj 上 完全 能 控 . 
在 线性 系统 理论 中 ,容许 控制 一 般 取 分 段 连续 函数 . 
从 定义 1 可知, 时 废 二 局 给 定 的 初始 状态 如 有 关 , 但 由 于 状态 空间 是 有 限 维 
的 ,如 果 系 统 (2-1) 式 可 控 , 那 么 一 定 存 在 一 个 不 依赖 于 初始 状态 xo 的 与. 
定 兴 2 如果 在 时 记 i。, 对 于 任意 的 xi 全 RR", 总 能 找到 时 刻 二 > w 和 定义 在 
[5 ,5 上 的 容许 控制 # = #(0) ,使 得 x(4; 0,0,w) = x ,那么 称 系 统 (2-1) 式 在 时 
刻 是 完全 能 达 的 ,简称 能 达 . 
在 能 达 性 的 定 多 2 中 ,系统 在 i 时 的 状态 是 零 . 
定理 1 对 于 线性 系统 ,能 控 性 和 能 达 性 是 等 价 的 , 即 系 统 (2-1) 式 在 w 时 能 
控 的 充分 必要 条 忻 是 其 在 i 时 能 达 ， 


2.1.2 时 变 线 性 系统 能 控 性 的 判 据 
定理 2 系统 人 2-1) 式 在 tw 时 能 控 的 充分 必要 条 忻 是 存在 +, > w ,使 得 矩阵 
W( ,10) = 站 D(i ,cr) BI) BT) DT ,dr 
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非 奇 异 , 其 中 中,z) 为 系统 (2-2) 式 的 状态 转移 矩阵 . 
定理 3 假说 在 系统 (2-1) 式 中 ,矩阵 A{1t) 和 B(1) 的 每 个 元 在 [iw, + 四) 上 分 
别 是 n-2 阶 和 rn -1 阶 连 绪 可 微 , 记 
B (rt)= BC), 
BI)= —- ACDNB NOD+BR LIN) 《= 了 了 
设 Qt = [Bt), Bi), , Bi)], 
如 果 存 在 与 > tv, 使 得 mnk 吕 (0) = n, 那 么 系统 (2-1) 式 在 tw 时 能 控 . 
例 1 判别 时 变 系统 
xi(t) 0 xitt) 0 
| -|。 十; +[ | 4, (2-3) 
在 := 眉 时 的 能 控 性 . 
解 ” 方 法 1 (由 定理 2 判别 ) 经 计算 可 知 ,系统 (2-3) 式 的 自由 系统 的 状态 转 
移 和 矩阵 
1 2 
on -| 2 | 
0 1 


能 控 性 矩阵 
Win,0) = 站 eco [0,1] Br ,rdr 


1 1 0 
| 1 到 人生 一 于 0 
-ll “ 1 [enli6 -ws | 
- FACE (a -rr 
二 0 1 | 各 


det Wt "0) = 45 >0 {ti > 0)., 


因此 , 恢 定 理 2, 系统 介 -3) 式 在 二 =0 时 能 入 - 
方法 2 (由 定理 3 判别) 设 


Bs)=|"], 
Bt) = - ACB + Bt) =| 上 


于 是 
mank[ BO), BAOF = matk[ ， | =2 (>0). 
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因此 , 依 定 理 3, 系统 (2-3) 式 在 =0 时 能 控 . 
2.1.3 定常 线性 系统 的 能 控 性 


能 控 性 与 输出 方程 无 关 , 设 定常 线性 系统 为 
= Ar+ Bnu, 《2-4) 
其 中 xER",wER";AER"*",BER"*", 
容易 看 到 ,定常 线性 系统 的 能 控 性 与 初始 时 记 to 无关, 因此 ,在 讨论 能 控 性 
时 ,总 将 其 初始 时 刻 上 省 去 ， 
定理 4 ( 秩 判 据 ) 系统 人 2-4) 式 能 控 的 充分 必要 条 件 为 
ramk[ B,AB,..…,A"-!'B]=n. 
记 
0.=[B,AB,.……,A"-'B]. (2-5) 
0, 称 为 系统 {2-4) 式 的 能 控 性 矩阵 ， 
定理 4 表明 ,要 判别 系统 (2-4} 式 是 否 能 控 , 只 须 判 其 能 撑 性 第 阵 的 秩 是 否 为 
n 即 可 .这 为 能 控 性 提供 了 一 个 实际 可 行 的 判别 法 . 
推论 1 设 系统 (2-4}) 式 是 单 输入 的 , 即 六 = bER*, 则 系统 (2-4) 式 能 控 的 充 
分 必要 条 忻 为 
det[ Bb, ADb, AIB | 0, {2-6) 
例 2 惯 作 导航 系统 的 罗 经 回路 方程 为 
站 | 分 
3 0 doop 0 Xs 1 
¥ =X: 
其 中 RR,g, 人 0 和 ww 分 别 表 示 地 球 平均 半径 ,重力 加 速度 ,地球 自转 衣 速 度 和 地 理 纬 
度 . 令 gq 蚌 常数 .试问 此 系统 能 否 可 控 ? 


解 ” 经 计算 ,系统 (2-7) 式 的 能 控 性 矩阵 为 
0 0 一 | 


0 加 人 
= 上 -LR 0 -Noy 


- {cosp 0 
1 0 -人 :cos :op 
不 难 验证 ,只 要 pz 上 ,就 有 delQ. = - szcos2p:0. 根据 推论 !( 或 定理 4), 系 


统 (2-7) 式 是 能 控 的 ,这 就 是 说 ,系统 不 处 于 南 、 北 两 极 时 ,--- 业 是 能 控 的 . 
推论 2 设 有 4 的 最 小 多 项 式 的 次 数 为 上 , 则 系统 (2-4) 式 能 控 的 充分 必要 条 件 


公 . = 


是 
rmnk[ B,AB,..,.A'- i181]=n. 28) 
推论 3 设 mnk8= m, 则 系统 (2-4) 式 能 控 的 充分 必要 条 件 是 
Tank[ B, AH, A"- "B=n, (2-9) 


A 2 和 加 呈 一 - 
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定理 5 (PBH 判 据 山 ) ”系统 (2-4) 式 能 控 的 充分 必要 条 件 是 


rank[ sh -A,Bl=n (sEo(A)), (2-10) 
其 中 xs(41 是 第 阵 4 的 谱 集 . 
推论 4 系统 [2-4) 式 能 控 的 充分 必要 条 忻 为 
rank[ sh —- A,Bj=n (stEC )， {2-11) 


其 中 C 表示 复 平面 . 
由 于 对 于 任意 的 ?EC , 必 有 
rank[ sl, — A,B]<n, 
推论 4 实际 上 是 说 ,系统 {2-4) 式 能 控 的 充分 必要 条 性 是 它 没 有 输入 解 未 零点 . 
下 面 介绍 能 控 性 的 几何 判 所 .为 此 , 设 .多 = ImB, 以 及 
(和 1 轨 》= .入 + 页 园地 (2-12) 
能 够 证 明 : “41. 物 是 系统 (24) 式 的 能 控 子 空间 (参见 交 献 [1). 
定理 6 {几何 判 据 ) 系统 (2.4) 式 能 控 的 充分 必要 条 件 为 
《41 巷 = Re， (2-13) 
例 3 试问 定常 线性 系统 


(|=[ 了 [whl (2-14) 
是 否 能 控 ? 如 果 不 能 控 , 试 求 其 能 控 子 空间 . 
解 ” 本 题 中 ,n=2, 并 且 


a=[1], 9- Im) = spen{ [1]}. 
4. spent AB} = span{ [ 71] 上 


于 是 有 
| = .+ 4 加 


=spon{ [7] } + spant [1]} 
=span{ [1]} 
RR 


根据 定理 6. 系统 (2.14) 式 不能 捧 . 其 能 控 子 空间 为 
aD- } 


中 ”以 法 波 去 (Poporv) .贝尔 锥 疝 (Belevitch) 和 这 塔 斯 ({Hautus} 装 省. 
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2.2 能 观 届 人 性 


2.2.1 能 观测 性 定义 


定 3 想 设 系统 (2-1) 式 中 ,0 RB, 如 时 存在 时 刻 4 > wo, 使 得 通过 量 测 在 时 
间 间 陋 [t0,4] 上 的 系统 输出 y(t) 和 已 知 的 控制 输入 w(t) ,能 够 唯一 地 决定 出 在 
初始 时 刻 如 的 初始 状态 x(i0) = x0, 那么 称 系 统 (2-1) 式 在 to 时刻 是 完全 能 观测 
的 ,或 称 系统 具有 能 观测 性 . 

定义 4 设 己 是 系统 (2-1) 式 在 初始 时 刻 tw 时 的 状态 . 如果 当 tw 时 ,有 
x(t) 二 0, 这 时 系统 的 输出 恒 汶 零 , 即 y (41)=0, 那 闪 称 这 个 状态 xo 在 时 刻 6 是 不 
能 观测 的 . 

容易 看 到 ,时刻 不能 观测 状态 全 体形 成 R" 中 一 个 线性 子 空间 .此 子 空间 称 
为 系统 (2-1) 式 在 时 刻 如 的 不 能 观测 子 空间 . 

可 以 证 明 : 系 统 (2-1) 式 在 时 刻 6 能 观测 的 充分 必要 条 件 是 其 在 如 时 刻 没 有 
不 能 观测 的 状态 . 


2.2.2 时 变 线 性 系统 能 观测 性 判 据 


定理 7 系统 (2-1) 式 在 时 刻 % 能 观测 的 充分 必要 条 件 是 ,存在 1, > 如 ,使 得 矩 
阵 
Mb) = (BT, tO) CT CT) DE r,t0)dr (2-15) 
向 
非 奇 异 , 其 中 (Tt,:) 是 自由 系统 (2-2) 式 的 状态 转移 矩阵 . 
定理 8 假设 系统 (2-) 式 中 ,wR; 并 假定 4 和 CC) 的 元 察 在 [w, + =) 


上 分 别 是 xn-2 阶 和 nn-1 阶 连续 可 微 . 记 
C= C(t), 


CA = CD AC + C(t) (i=2,3,." ,18), 


Ct) 
co 
C(t) 


rank RC) = nn, 


设 


如 果 存 在 | > wm, 使 得 


则 系统 (2-1) 式 在 to 时 能 观测 . 
2,2,3 能 控 性 和 能 观测 性 的 对 惕 原理 
从 系统 的 能 控 性 矩阵 Wi(# ,加 ) 和 能 观 性 盾 阵 用 (41, 5) 的 结构 看 ,它们 在 形式 
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土 有 某 种 类 似 之 处 .事实 上 ,这 种 结构 的 相 朴 性 是 由 它们 的 对 偶 原 理 决 定 的 . 对偶 
原理 是 由 卡尔 曼 提 出 来 的 . 为 讨论 对 偶 原 理 , 先 引入 系统 (2-1) 式 的 对 但 系统 . 

定义 5 称 线性 系统 

w= - Aw+ OT ey, (2-16) 
z= Bi(lr)w, 

为 系统 (2- 由 式 的 对 侦 系 统 .其 中 秆 阵 A077 ,BC 和 C(t4) 分 别 为 系统 12-1) 式 的 状 
态 征 阵 .控制 矩阵 和 量 测 矩阵 ; yw 是 对 惕 系统 的 状态 向 量 , yw' 也 称 为 系统 (2-1) 式 
状态 向 量 的 协 态 向 有 量 ; ” 和 z 分 别 是 对 偶 系 统 的 输入 向 量 和 量 测 向 量 . 

定理 9 {对 直 原 理 ) 系统 (2-1) 式 在 时 刻 io 能 控 的 充分 必要 条 件 是 其 对 偶 系 
统 (2-16) 式 在 时 刻 如 能 观测 .系统 (2-1 式 在 时 这 to 能 观测 的 充分 必要 条 件 是 其 
对 侦 系 统 (2-16) 式 在 时 刻 sw 能 控 ， 

2.2.4 定常 线性 系统 能 观测 性 判 据 

线性 系统 的 能 观测 性 同系 统 的 输入 无 关 . 设 定常 线性 系统 为 

X= y= Cr. 

其 中 xER",yERr;AER"™”*",CER?. 

和 定常 线性 系统 的 能 控 性 -- 样 ,定常 线性 系统 的 能 观测 性 同 初始 时 刻 无 
关 , 因 此 在 讨论 能 观 福 时 ,也 省 去 “在 时 刻 各 "的 说 法 . 

下 面 的 能 观 性 判 据 可 以 直接 证 明 ,也 可 以 根据 对 偶 原 埋 , 由 2.2.3 小 节 中 的 能 


控 性 判 据 导 出 . 
定理 功 系统 (2-17}) 式 能 观测 的 充分 必要 条 忻 为 


Cn- 


推论 5 设 系统 (2-17) 式 为 单 输出 , 即 C= cER"", 则 系统 (2-17) 式 能 观测 


的 充分 必要 条 件 为 
Eo 
| (2-19) 
人 


例 4 研究 系统 (2.71 式 的 能 观测 性 
解 ” 在 系统 (2-) 式 中 ,n=3, 并 且 


(2-17) 


0 Ey 0 
4=| -za 0 -oewp| 
0 toosy 0 
c= [1,0,0]. 


因此 ,可 得 
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= [0, #0]， 
cA2=[- pg/R0- aficop]. 
计算 行列 式 
ce 1 0 0 
| cA -| 0 & 0 = ~ g foosp. 
cA* -aR 0 -aAicop 
如 果 8= 方 x, 则 该 行列 式 不 为 零 .由 推论 5( 或 定理 10) 可 知 ,系统 (2-7) 式 能 观测 . 
推论 6 设 4 的 最 小 多 项 式 的 次 数 为 上 , 则 系统 (2-17) 式 能 观测 的 充分 必要 条 


件 为 
在 
-| “a | = 玫 ， ‘2-20) 
ht- 


推论 7 设 mmkeC = p, 则 系统 (2-17) 式 能 观测 的 充分 必要 条 件 为 


-| ‘4 | = {2-21) 
CCA-r 


定理 11 系统 (2-17) 式 能 观测 的 充分 必 相 条件 为 
rank| 和 “] =» (see())， (2.22) 


其 中 上 为 阶 单位 矩阵 ,ol 及 ) 为 4 的 谱 集 . 
推论 8 系统 (2-17)} 式 能 观测 的 充分 必要 条 性 为 


弛 一 此 
mnk[ “| = (sec)， (2-23) 
其 中 C 表示 复 平面 . 
定理 12 系统 (2-17) 式 能 观测 的 充分 必要 条 御 为 
NN ier( 47) =e， (2-24) 
其 中 ker( Cd 表示 矩阵 C4i 的 化 零 子 空间 ;表示 空 集 . 
例 5 判别 系统 
X= Ax, 了 = Cx {2.25) 
的 能 观测 性 ,其 中 xE Ri,yE 取 , 且 4,C 分 别 为 


0 1 0 0 
3 0 0 2w 
由 三 + 
9 0 
一 2 


0 


ww 有 站 


2 线性 控制 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 


1000 
c-|。 0 1 o 
其 中 wm 为 常数 ， 
解 经 计算 
0] [0 
0J Li 
1I] ro 
< 中 
0 Lo 
因此 ,有 


1 


3 
们 kerC CA') CkerCl lkerCA 
= 让 
0 
0 


0 心 D 
= 

0 Li 0 Lo 

依 定理 人 ,对 于 所 有 wR, 系 统 (2-25) 式 能 观测 . 
2.3 定常 线性 系统 的 能 稳 性 和 能 检 油 性 


2.3.1 能 稳 性 


定 兴 6 称 线性 系统 ((2-4) 式 ) 
= Ax+ Br 
是 能 稳 的 {具有 能 稳 性 ) ,如 果 存 在 状态 反 钢 
nu = Kr, 
其 中 天 ER”"* "使 得 闭 计 系统 
r= (A+ BE)x 

新 近 稳 定 , 即 A + BK 的 特征 值 都 有 负 实 部 . 

当 系 统 (2-4) 式 能 稳 时 , 称 有 序 和 矩阵 对 (4 , 史 ) 能 稳 . 

定理 43 (4 ;上册 ) 能 稳 的 充分 必要 条 忻 为 

rk[ sh — A,B]=n (CsEgtA)f OC +), 


其 中 开 为 5 阶 单位 和 矩阵 ,ot A) 为 4 的 谱 案 ,C :为 闭 的 站 半 复 平面 . 


推论 9 (4 , 吾 ) 能 稳 的 充分 必要 条 折 为 
rmkl s -A,B)=r YE 人 


* 4713 : 


‘2-26) 


(2-27) 


(2-28) 


(2-29) 
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设 4 的 最 小 多 项 式 为 ,将 a 因 式 分 解 为 
其 中 a- (a+) 的 复 零点 属于 C- (C+*),C -为 开 的 左 半 复 平 面子 空间 
ker e+ A) 和 柳 二 的 “不 稳定 振 型 * 子 空间 ， 

定理 14 (4,B) 能 稳 的 充分 必要 条 件 为 


ker a' (A 及) CtALl 和 区， 【2-30) 
此 定理 称 为 能 稳 性 的 几何 判 据 . 
例 6 设 所 论 系 统 的 系统 矩阵 和 控制 矩阵 分 别 为 
D0 1 0 0 0 0 心 
心 站 0 0 0 1 ] 
=1i0 0 -2 0 0 B=| 0 0 |. 
0 个 0 0 1 0 0 
0 0 0 0 0 1 -1 


判别 (4 ,8) 是 理 能 稳 ， 
和 解 ” 容 易 求 得 4 的 最 小 密 项 式 为 
他 (二 #{#+2). 


由 此 ,得 
a'(s)=5, a {3)= (s+2), 
ker a* (A)= Eker A’ 

1 0 0 必 
0 1 必 必 

= span1| | O00|,| 0 
0 0 1 0 
从 必 0 ] 

另 一 方面 ， 


一 
杰 党 已 总 性 


oo 
1 

0 

点 . 轴 = spans | 0 
0 

0 


= 


42 二 = AA? = 0, 
(A 入 = . 寺 + A 省 + 访客 + A 者 
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1 0 0 0 
0 1 0| 10 
= span1 | 总 | ,| Of,| Oi,| OD 
六 | | 0 1 0 
如 0 0 1 
由 此 知 ， 
ker a 4)C 1. 德 ， 
根据 定理 14.(4 ,五 ) 能 稳 ， 


2.3.2 能 检测 性 


用 有 序 和 矩阵 对 (C,4) 来 表示 系统 (2-17) 式 . 
定 流 7 称 (C,A) 能 检测 (具有 能 检测 性 ) ,如 果 (A4"7, 0 能 稳 . 
定理 起 (C,A4) 能 检测 的 充分 必要 条 忻 为 


ek| ™] =。 GE NG, (2-31) 


其 中 工 为 严 阶 单位 矩阵 ,et4) 为 4 的 谱 集 ,和 为 闭 的 右 半 复 平 面 . 
定理 6 (C,4) 能 检测 的 充分 必要 条 件 为 


门 kerf ed) 一 ker a (A). 【2- 3 和 32) 
其 中 a- 的 含 尺 见 定理 14 之 前 的 说 明 . 


2.4 定常 线性 系统 的 标准 结构 


设 有 定常 线性 系统 
= Ar+ Hu, 
| y= Cx, (2-33) 
并 用 三 元 组 (CA , 吾 ] 表 示 (2- 委 ) 式 ， 
定 光 8 称 线性 系统 (已,#4 ,有 8) 是 完全 的 ,如 果 它 是 能 控 种 能 观测 的 . 
定理 和 好 设 系 统 4C ,各 , 且 ) 是 完全 的 , 刚 存 在 一 个 坐标 变换 
r= TY, 
其 中 了 为 mx 非 奇 异 矩 阵 ,使 得 系 久 (CC,4, 昂 ) 在 新 坐标 下 其 有 如 下 标 半 结构: 


Au 0 An 和 党 1 8B, 
7 A re A 0 Xa 8B; 
，|= 一 -| 一 | 二 下 ， (2-34) 
wl |0 0 a4» 0| | | 
上 由 必 作 好 EP EE 0 
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=[€,,0,€,0] = 
* 
4 
其 中 x， I Ky x 分 别 是 天 | Rs Ras mi 维 向 量 ， nl 十 站 Rt+ 站 二 ns 
( [全 ].[ 2]) 是 能 控 对 ( [C1.Z31,[ 仿生 ] ) 是 能 观测 对 ;三 元 组 


(4 号 是 完全 的 ， 

习惯 上 , 称 系 统 (2-34) 式 中 的 x 为 能 控 且 能 观测 状态 ,x*, 为 能 控 但 不 能 观测 
状态 ,x; 为 不 能 控 但 能 观测 状态 ,x4 为 不 能 控 不 能 观测 状态 . 

标准 结构 (2-34) 式 的 求法 见 文 献 [2]. 


3 ”定常 线性 系统 的 规范 形 与 实现 


3.1 单 输入 单 输出 系统 的 规范 形 


本 节 介 绍 定 常 系统 
全 -全 bur ， (3-1) 
y=er 
的 规范 形 , 其 中 x ER'",wER,yER;AER"*”,pER"*!,cER'*", 


3.1.1 能 控 规范 形 


定理 1 设 系统 (3-1) 式 能 控 ,4 的 特征 多 项 式 为 
人 
则 存在 坐标 变换 
t= Tx, 
其 中 了 为 n xn 非 奇 异 和 矩阵 ,使 得 系统 (3-1) 式 在 新 坐标 系 下 上 其 有 如 下 规范 形 ( 称 
为 能 控 规 范 形 ): 


{= Ar+ bn; 
p= (3-2) 
其 中 让 = TT-1AT,8= T-'8,c = eT, 江 且 

0 1 0 4 0 
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c=1e,c2,.. ,en]. 
能 控 规 范 形 (3-2) 式 在 系统 的 极点 这 置 等 方面 有 重要 应 用 . 在 实际 应 用 中 , 关 
键 是 如 和 何 玉 得 能 控 规 范 形 . 下面 给 出 一 种 求 能 控 规 范 形 的 步 又. 


(1) 计 算 4 的 特征 多 项 式 
det( sls — A }= st as I++ Gs+ i. 
(2) 移 造 举 标 变 搁 短 阵 
1 0 0 
dn 1 0 0 
T=[A" bp, A Bb, Ab Bb a a “ 
ty Qs ] 


{3) 计 算 
c=eT=Ie ,cc,]. 
《4) 写 出 规范 形 (3-2) 式 ， 


注 :在 上 面 能 控 规 范 形 的 求法 中 ,A 由 4 的 特征 名 项 式 的 系数 确定 ,8 是 唯一 
确定 的 ,由 步骤 (2) 和 (3) 即 可 求 得 “， 


例 1 求 系统 
1 


人 


7 了 =[1.1.0]x = cx 33 
的 能 控 规 范 形 


解 4 的 特征 和 项 式 为 


-1 -1 
det( 好 一 A)}= det ' | 9 -0-2 +1, 


“lo! ph HW 
-lo 1 dl: 


构造 变换 矩阵 


因此 ， 
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1 0 


-er two -1 -1] | -1-2.0.0, 
-2 1 


系统 (3-3) 式 的 能 控 规 范 形 为 
r= -| 修 0 中 十 十 | 中 
-1 0 2 
y=[ -2,0,1]x, 


3,1.2 能 观测 规范 形 


定理 2 设 系统 (3-1) 式 能 观测 . 设 4 的 特征 过 项 式 为 
detish — A )= 8+ os lt + 5+ di， 


则 存在 一 个 坐标 
r= Pr, 
其 中 了 为 sn xn 非 奇异 和 矩阵, 使 得 在 新 坐标 系 下 (3-1) 式 具有 如 下 能 观测 规范 形 : 
人 = 太 计 + Bw， 
y=6¥, (3-4) 
其 中 A2=P-iAP,b8= P-'ib,r =eP, 并 有 
0 1 0 … 0 ; 
0 0 1 :0 » 
二 芯 +: : : : 6 一 -| 
0 0 0 | 
bl 
TU TH -0 ”0 
¢=[1,0,.…,0], 


注 :能 观测 规范 形 (3-4) 式 中 的 让 与 能 控 规 范 形 (3-2) 式 中 的 4 是 相同 的 器. 
能 观测 规范 形 (3-4) 式 可 按 下 述 具 咏 求 得 
{1) 计 算 4 的 特征 多 项 式 
det(sh mA)=5+ os + + 
(2) 计 算 变 换 和 矩阵 P 的 道 窍 阵 


{3) 计 算 


由 ”在 计算 能 观测 规范 形 时 , 设 有 用 到 下, 只 用 到 户 … ,而且 中 -可 直接 计算 ， 
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* 二 81 ， 
ch 
b= Pibh= “40 5 
cA™-!h 
(4) 写 出 能 观测 规范 形 {3-4) 式 ， 
例 2 求 例 1 中 系统 (3-3) 式 的 能 观测 规范 形 ， 
解 4 与 例 1 中 的 相同 ,只 人 须 计算 了 ,注意 到 
1 0 1 
a-[ut0l 1 o -un 
100 
101 
-ti 1 o| -L211 
100 
即 可 得 到 变换 矩阵 P 的 道 和 $: 
1 1 0 
P…-|， | |. 
2 1 1 
1 1 Oro 1 
5= p= | 中 =|a|. 
2 1 1 "1 2 
系统 (3-3) 式 的 能 观测 规范 形 为 
0 10 1 
-| 0 0 国电 
-1 0 2 2 
y=[1,0,0]x. 
3.2 多 输入 多 输出 系统 的 规范 形 
考虑 多 输 人 密 输 出 定常 系统 
{* + 
y= Cr， (3-5) 
其 中 xER',nER",yERr,AER"*", HER" "CER *". 


本 节 中 假设 吾 列 满 秩 和 已 行 满 秩 , 即 ramkB= m,rankC= p. 
3.2.1 能 控 规 范 形 
定 兴 1 设 (4 , 吾 ) 能 控 ,. 铬 = ImB, 记 对 于 j=0,1,…,n-1 
PD = . 因 + 及 . 知 + 有 网 + 和 (3.6) 
令 
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n= ad) (j=1,2,…,n-1), (3-7) 


其 中 a BE 表示 商 空 间 _ 各 -的 维 数 . 若 对 于 i= 1,2,、 
后 = -集合 [i pu pn - 1 中 大 于 ; 的 台数 提 个 娄 

整数 ,上 具有 有 如 下 性 质 

1 有 交 可 光一 站 

加 此 十 中 十 十 天 一 下。 

六 有 序数 组 (总 ,让 在 坐标 变换 焉 是 不 变 的 , 则 (站 品 , 各 ) 称 为 
(和 ,号 )( 或 系统 (3-5) 式 ) 的 能 控 性 结构 指标 . 

上 述 能 控 性 结构 指标 是 在 数学 上 定义 的 ,而 对 实际 应 用 来 说 ,只 要 能 实际 求 出 
能 控 性 结构 指标 就 可 以 了 .下 面 是 其 一 种 简单 前 做 法 . 

设 号 = [5 ,52 . 列 出 向 量 组 

by bs bs AD ,Ab AB ss A BA bys, A Ib (3-8) 
然后 ,从 左 到 右 将 每 个 与 其 前 面 的 向 量 线性 相关 的 向 量 去 掉 . 经 适当 调整 留 下 向 景 
的 顺序 ,可 得 = 个 线性 无 关 向 量 的 向 量 组 
Bb Aby 39) 

(3- 多 式 中 的 向 量 组 构成 R* 中 一 组 基 . 

(3-9) 式 中 的 mn rm 依 大 到 小 排列 后 , 即 为 {4, 呈 ?的 能 控 结 构 指 标 . 天 
此 ,有 的 文献 中 ,也 将 tm rm| 称 为 (4, 吾 ) 的 能 控 性 结构 指标 .不 过 度 该 指 
出 ,mm mr 没有 顺序 关系 , 它 不 是 坐标 变换 的 不 变量 . 

下 面 , 忆 和 ,rm 为 能 控 性 结构 指标 (这 不 改变 问题 的 性 质 ), 绍 出 系统 
{3-5) 式 的 能 控 规 范 形 ， 

定理 3 设 系 统 (3-5) 式 能 控 , (4 ,8) 的 能 控 性 结构 指标 为 ,rT , rm!, 则 
存在 坐标 变 挠 

r=Tr, w= Om, 


其 中 了 为 nxm 非 奇异 矩阵 ,使 得 系统 (3-5) 式 在 新 坐标 系 下 具有 如 下 能 榨 规 范 
形 : 


=Axr+By, 
es (3-10) 
其 中 4=T-'A7,B8=T "BG,C= ff ,并且 
a A “Im 
国 Fr + _ 
是 三 > A Aam 和 B = diagl bl $7 忆 | 


nl 玫 o 
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0 1 0 0 
_ 0 0 1 … 0 
十 =| : ; |! : {i=1,2, ,mm), (3-18) 
0 0 0 i 
并 等 证 性 wf 
0 0 4 心 
和 oo (i#), (3-12) 
站 *# * Fw 
i 
0 
b= 0 (= 上 2 


1 | 
(3-11) 式 和 {3-12) 式 中 的 ”x* “表示 该 处 是 某 个 常数 .CC 没有 特殊 的 形式 . 
下 面 给 出 一 种 求 能 控 规范 形 (3- 10) 式 的 方法 ,其 步骤 如 下 : 
《1》 以 人 3- 曙 式 中 的 向 量 构造 矩阵 
必 = [志和 ] 


(2) 计算 2-1. 设 是 Q-! 中 第 15 行 的 行 向 量 ,i=1,2,…,m. 构 造 了 的 
逆 和 矩阵 了 "1; | 


T-!-| : (3-13) 


i 

(3) 计算 不 = Ti14T,C = CT, 即 可 得 能 控 规范 形 (3-10) 式 . 

下 面 考虑 系统 (3-5) 式 的 能 观 调 规 范 形 . 类 似 于 能 挖 性 结构 指标 和, rs，…， 
rman! ,可 以 找到 一 组 下 整数 1s1,s2,… ,35,1 ,使 得 

ee 是 Ke 

是 Rn" 的 一 组 基 , 其 中 c(i=1,2,…,p) 是 忆 的 第 i 行 . 

定 尽 15iys，… 5 为 系统 (3-5) 式 (C,4) 的 能 观测 性 结构 指标 . 自然 .也 可 仿 
照 能 控 性 结构 指标 | 8, 和,… ,| 用 商 空 间 维 数 定义 能 观测 性 结构 指标 .这样 定 义 
的 指标 与 坐标 选取 无 关 . 
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定理 4 设 系 统 (3-5) 式 能 观测 ,能 观测 结构 指标 为 1 s,s;,…, s,1; 则 存在 坐标 
变换 
站 二 


其 中 P 为 nx n 非 奇 异 和 矩阵 ,使 得 系统 (3-5) 趟 在 新 坐标 茉 下 具有 如 下 能 观测 规范 
形 : 


yx (3-14) 
其 中 未 = PP-i4P,B= P-'1'8, 匡 = CP, 并 且 
4 A A 
A A i A 
C= dagle, co!, 
0 1 0 0 
0 0 1 0 
六 =| ; :; : : 
0 0 0 1 
0 0 0 0 l 
0 0 0 -3 0 
0 0 0 - 0 
ci=[000. O01 (i=1,2,",p), 
豆 没有 特殊 的 形式 ,(3-16) 式 中 的 “* "表示 该 处 为 某 个 常数 . 
能 观测 规范 形 的 计算 步 缀 如 下 : 
(1) 求 出 能 观测 性 结构 指标 1s sz，… 吕 人 可 用 类 似 于 求 能 控 性 结构 指标 {r， 
re 的 方法 )， 
(2) 构造 状态 挛 撞 矩阵 严 的 道 失 阵 严 -: 
CL 
| 态 
eiAn-! 
P-l= : 
cp 
cA 
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(3) 计算 有 = P-'4P, 主 = P-'1B, 即 得 能 观测 规范 形 (3-14) 式 . 
3.3 块 二 角形 规范 形 


考虑 定常 线性 系统 (3-5) 式 , 设 ( 和 4, 虹 ) 能 控 . 记 B= [bi, By ,bn], rank 记 = 
mn, 由 能 控 性 理论 可 知 ,存在 正 整数 9,1< 9 <m, 和 正 整 数组 | ypy2,… ,pel, 并 且 
具有 下 列 性 质 : 

人 A++ 二 二 二 下， 

ml,i=1,2,",9; 

3 Mi= 1,2.…,9, 是 使 向 量 组 

站， ,rs Ab ,bys Abys rs, AbG2 ,se , bes Ab;,', ABi ~ 

线性 无 关 的 最 大 正 整 数 . 

定理 5 设 (A ,BR) 能 控 , 且 正 整数 组 fpo ,p20,… ,pl 满足 土 述 性 质 1 ;会 ,了 , 则 
存在 坐标 变换 ; 

= Tx, 


其 中 了 为 mxnm 非 奇异 矩阵 ,使 得 系统 (3-5)} 式 在 新 坐标 系 下 具有 如 下 块 三 角形 规 
范 形 : 


=AX+ Bau, 
(ez {3-17) 
其 中 = TiAT,B=T-'8,C= CT， 
A 0 0 0 
| 
A A a 
B=[b,, Ba, bs, berrs ", bn], 
心 下 办 
0 0 1 … 六 
和 =| : : : : {i= 1,2,.*,9) (3-18) 
0 0 0 :1 1 
pp 
0 0 0 2 0 
0 0 0 :+ 0 
As=|: : : : (iz)), (3-19) 
0 0 0 1 作 
3 其 泡 中 由 请 
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0 
0 
下 = | 1| 一 第 > 和 行 (i=1,2,…,9) 
0 Je 
0 
(3-18) 式 和 (3-19) 式 中 的 "* "表示 该 处 是 一 个 常数 .C= CT 和 而 ,= +1，…，m 


没有 特殊 形式 ， 
类 似 于 能 观测 范 形 , 亦 可 得 基于 能 观测 假定 的 块 三 角形 规范 形 . 


3.4 定常 线性 系统 的 实现 


3.4.1 实现 问题 的 提 法 


实现 问题 的 提 法 :已 知 有 理 分 式 矩 阵 如 (3s), 求 满足 
G(s)= Cts- A}-IB+D (3-20) 
的 拒 阵 4 ,B,C,D. 
定义 2 如果 存在 (3- 加 ) 式 的 解 4,B,C, 有 矩阵 , 则 出 矩阵 丰 , 如 ,CD 确定 
的 定常 线性 系统 
大 = 全 + (3-21) 
y= x+ Du, 
称 为 GBts) 的 一 个 状态 空间 实现 ,简称 实现 .矩阵 4 的 阶 数 称 为 Gt:) 的 实现 的 阶 
数 . 
总 用 ( 蕊 ,及 ,B,D 品 ) 或 (C4,B)( 当 DD=0 时 ) 表 示 G(s) 的 一 个 实现 . 
实现 问题 是 系统 理论 中 一 个 重要 问题 , 它 是 联系 线性 系统 的 频 域 理论 和 状态 
穹 间 理论 的 一 个 桥梁 . 
3.4.2 实现 问题 的 可 解 性 
定义 3 设 G(s)= [的 (9)]xn 为 有 理 分 式 矩阵 . 称 Cs ) 为 真有 理 分 式 怎 阵 ， 
如 果 它 的 每 个 元 gy(s) ,i=1,2,… ,psj=1,2,….m, 为 真有 理 分 式 . 称 G{s) 为 严 
格 真有 理 分 式 惩 阵 , 如 果 它 的 每 个 元 gy(s) 为 严格 真有 理 分 式 ,i=1,2,"…,p,j=1， 
了 
设 G(s) = [ef(s)]。xm 为 真有 理 分 式 算 阵 ,4(5) 为 gy( 5) ,i=1,2,…,p'j=1， 
2,……,m 的 最 小 公分 母 ,并 具有 如 下 形式 : 
ds) = s+ a ++ As + os 


其 中 ,i= 1,2,… [为 常数 .那么 ,G(s) 能 表示 成 如 下 形式 : 
G(s) = TPs t+ Ps + 二 五) 和， 


(3-22) 


(3-23) 
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其 中 P,,i=1,2,…,! 和 人 为 px m 常数 滤 阵 . 
由 (3-22)} 式 和 {13-23) 式 ,可 得 到 G(s) 的 两 个 实现 :能 控 形 实现 (C ,4,8,D) 和 
能 观测 形 实现 {(C ,4 ,8 ,D) ,其 中 


0 I 0 人 0 
心 必 I “+ 0 
站 = : : : : ， {3-24) 
0 四 0 ff 
一 的 有 一 人 本 有 
人 0 
0 
B=|: +, (3-25) 
0 
I i 
C=LP, P,,*, Pi] ,x tn; (3-26) 
D= 2, (3-27) 
其 中 而 为 挛 骸 单位 窍 阵 ; 
1 和 -al, 
i 0 -a 
和 =| 0 三 0 -ol ， {3-28) 
0 由 hb -od-pxp 
Ph 
记 1 ， (3-29) 
P. 和 中 
C=[0, 0 0， bl,xyp, (3-3 加 ) 
五 = 全， (3-31) 
其 中 卫 为 p 阶 单位 矩阵 ， 


在 实现 {3-H) 式 ~ (3-27) 趟 中 ,(4;: 吾 ) 是 能 控 对 , 故 称 为 能 控 形 实现 ,在 (3- 
28) 式 ~ (3-31) 式 中 {C,4) 是 能 观测 对 , 故 称 为 能 观测 形 实 现 ， 

因此 真有 理 分 式 总 存在 实现 .由 此 立刻 可 得 如 下 定理 . 

定理 和 【实现 问题 的 可 解 性 ) 有 理 分 式 定 和 阵 如 (s) 存 在 实现 (C,4, 旦 ,万 ) 的 
充分 必要 条 件 是 其 为 真有 理 分 式 上 矩阵 ;存在 (C ,4 , 吾 ) 实 现 的 充分 必要 条 性 是 其 为 
严格 真有 理 分 式 和 矩阵. 


3.4.3 最 小 实现 及 其 唯一 性 
在 G(s) 的 所 有 实现 中 ,状态 空间 维 数量 小 的 实现 吕 做 最 小 实现 . 
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定理 7 设 Cls) 是 严格 真有 理 分 式 和 矩阵 , 则 (CC,4, 呈 ) 是 其 最 小 实现 的 充分 
必要 条 件 是 (4 ,如 ) 能 控 和 (0C,4) 能 观测 . 

定理 8 _CGts) 的 最 小 实现 在 代数 等 价 意义 下 是 唯一 的 , 即 如 果 (C,4, 吾 ) 积 
( 写 ,4, 吾 ) 都 是 辐 (5) 的 最 小 实现 , 则 (CC,4 ,下 ) 和 (CC ,A ,号 ) 是 代数 等 价 的 . 


3,4.4 最 小 实现 的 计算 


最 小 实现 有 密 种 计算 方法 ,下 面 介绍 的 是 一 种 概念 上 较 简 单 的 方法 ,其 他 的 计 
算 方 法 见 文 献 [2]. 

设 趟 (5s) 是 严格 真有 理 分 式 算 阵 ,其 量 小 实现 的 具体 计算 步骤 如 下 : 

(1) 求 GCs) 各 元 的 最 小 公分 母 ds), 并 和 将 其 表示 成 (3-22) 式 的 形式 ， 

{2) 将 G(s} 展 开 成 (3-23) 式 的 形式 . 

(3) 构造 G(s) 的 能 控 形 实现 (C,A4,B)( 或 能 观测 形 实现 (C ,A ,8B)). 

{4) 根据 第 2 章 的 结 袍 分 解 方法 ,从 (C,A,B}( 或 (C ,A4 .8)) 中 分 出 能 观测 部 
分 (或 能 控 部 分 ) , 即 为 G(s) 的 最 小 实现 ， 


例 3 求 
1 1 
sts+1) s+2 
] 1 


本 (3 二 


十 ] 十 | 
的 最 小 实现 . 
解 如 Cs) 的 最 小 公分 母 为 
加 (十 33 二 325， 


Gy)= zs (a? 了 +: + [2 中 


作 能 控 形 实现 {C ,4 , 吾 ) ,其 中 


0 七 0 0 
-| 0 和 ; a | 
0 -2h -3,6 了 -6x2 
20110 
“= | 922 1 
再 求 (C ,4 , 8) 的 能 观测 部 分 ， 为 计算 状态 变换 逢 阵 TC 了 的 详细 计算 方法 见 


第 2 章 ) ,经 计算 得 


(ke ca = sm 


让 


于 是 , 取 变 换 和 矩阵 
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100000 
000001 
ro010000 
00100 0|: 
000100 
000010 
经 计算 有 
0 1 0 0 00 
0 0 0 1 00 
-m0 0 0 0 10 
A=T 4=|0 -2 0 -3 0 ol 
0 0 -2 0 -30 
0 0 1 0 00 
0 0 
0 0 
vi |00 
B=-7-'8=| | 0 
0 1 
0 
= 221010 
c=cr=lo > 2 1 1 ol: 
由 此 易 得 G(s) 的 最 小 实现 (Ci ,A1; 81) 为 
0 1 0 0 0 0 0 
0 0 0 1 0 0 0 
4i=|000 0 1|, B=I0 0|, 
0 -2 0 -3 0 1 0 
0 0 -2 0 -3 0 1 
22101 
c=lo ;2 1 | 


4 极点 配置 和 观测 器 设计 


本 章 介 绍 定常 线性 系统 
T= Ar+ HF, 
5: Cx {41) 
的 极点 配置 和 观测 器 设计 问题 ,其 中 xER*,nER",yER,AER"*",BER"*", 
本 稳妥 ?二 n 
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4.1 状态 反馈 极点 配置 


4.1,1 问题 提 法 
设 4 是 ! 个 复数 的 集合 ,如 果 4 具有 形式 _ 
具 = [aaa mo 3 :Bh :Pa Pi | 9 {4-2) 


其 中 oa; 是 实数 ,i = 1,2,… ,由 ,BB 是非 实 复 数 ,j = 1,2,…, 匀 ,Bi 是 B 的 共 生 复 数 , 则 
称 4 是 关于 实 轴 的 对 称 集 ,简称 对 称 集 . 

定义 1 考虑 系统 (4-1) 式 ,如 果 对 于 任意 给 定 的 n 个 复数 的 对 称 集 4 ,存在 站 
和 Rn ,使 得 矩阵 4 + BK 的 特征 值 集合 为 4 , 则 称 系统 (4-1) 式 能 任意 极点 配置 ， 
或 称 (A4, 8) 能 任意 极点 配置 . 


4.1.2 能 性 意 极 点 配置 的 条 性 
定理 1 (4,B) 能 任意 极点 配置 的 充分 必要 条 件 是 (4 , 玉 ) 能 控 ， 
4.1.3 极点 配置 的 算法 


设 {4 , 吾 ) 能 控 ,4 = 和,42,… A,1 为 绽 定 的 对 称 集 .极点 配置 问题 指 求 天 © 
R"* 7", 使 得 4A + BK 的 特征 值 集合 为 A .下面 给 出 玉 的 求法 . 
(1) 单 输 人 系统 下 的 求法 设 由 =1, 吾 = 活用 坐标 变 摘 YY= TxX, 将 (4,5) 化 


为 能 控 规 范 形 {4 ,5)， 
0 1 0 0 0 
0 0 1 0 -| 
A | 0 0 0 1 b= | (4 3 
-a -a -a a, 1 
闭环 系统 的 特征 名 项 式 为 
= 
< 如 + 记 i + 人 + (4-4) 
其 中 8B 为 实数 ,i=1,2,…,n 
记 
KT=[a- Bisas — Pasian -Bj. (4-5) 
取 kT= rT, (4-6) 


则 下 = 7 即 为 所 求 ， 
{2) 名 输 人 系统 下 的 求法 ”主要 思想 是 ,将 问题 化 为 单 边 入 问题 ,然后 用 (1) 
的 方法 求解 . 
不 失 一 般 性 , 设 rankB=m,B8=[b,b,,……,b.,]. 
求 出 FER"*" ,使 得 (A + BF， 4) 为 能 控 对 . FF 的 求法 山下 面 (3)， 
利用 第 (1) 点 , 求 出 后 ERixs, 司 得 4+ BF + 一 让 的 特征 倡 集 合 怡 好 为 A. 
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取 
KEK=F+bki, {4-7) 
其 中 玫 = 了 [1,0,… ,0 有 廊 "*1, 下 即 为 所 求 . 
(3) FF 的 求法 设 上 是 使 向 量 组 


bs 4 及 ,Atib (4-8) 
独立 的 最 太 整 数 . 如 果 上 后 = nn, 则 取 下 = 上 0. 设 上 <n, 则 
x1= 6), (4-9) 
T= r+ bl (i=2,3,., 1), 
显然 ,x ,X22,… ,x 是 独立 的 . 
设 是 使 向 量 组 


Xi 
为 独立 的 最 大 整数 ,定义 
Nei= A rit be (i=1,2,°,k). (4-10) 
同样 可 以 证 明 za ,za ,高 + 是 独立 的 , 按 此 进行 ,可 以 找到 独立 的 n 个 独 
立身 量具 有 如 下 形式 : 


r= Ar+b (i=1,2,,n-1), (4-11) 
其 中 声 是 站 的 列 ， 
设 
乒 = 在 让 (i=1,2,,n). (4-12) 
选择 FER"*" ,个 得 
Fr=R (i=1,2,.,n). 《4-13) 
下 即 沪 所 求 ， 
例 1 设 
1000 1 0 
o0010 1 0 
‘| 90 ol -| | 
1000 0 0 
求 下 ,使 得 
slA+ BE)=t -1,~1,—-1+i,~-1-i, 
1 
解 令 记 = . 先 选取 下 ,使 得 (4 + BF,b,) 能 控 .下 的 选取 可 按 上 述 第 (3) 


0 
点 进行 . 对 于 具体 问题 , 亦 可 随机 地 选取 ,这 是 因为 能 控 性 具有 通 有 性 . 这 里 取 
F-。 0 0 0 
000 1 
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上 FF= 三 有 4 BF = 


[| 
= 避 必 


不 难 验证 :(4r ,51) 能 控 , 目 4r 的 特征 儿 项 式 为 
dot AE, 一 re) 三 4 一 A , 
注意 到 本 题 中 有 al=0,a2=0,a3=0,m4= ~ 上 
计算 状态 变换 和 矩阵 了 : 


1 0 00 
7 =[438 435 45 1 | oi 下 
0 0 -1 1 
1 111 0 00 
lo0o0 1||-1 1 00 
i 1 
11l11 09 0 0 -1 1 
00 0 
|10 -11 
0 1 0 0|” 
00 10 
-1 101 
i_| 9010 
T= O00 1 
1000 


闭环 系统 所 要 求 的 特征 多 项 式 为 
FOAY=OAFDOA 和 FA D+l+ti = A +4 + 7 +6A +2. 
因此 ， 
Bi=2,8=6,B=7,B4=4. 


取 
下 = [ 记 -aap -ap ap al=[2,6,7,5]. 
由 此 ,可 得 
KE=bkT + 而 
-1 1 + 
1 O00 10 0 00 0 
-[djczsz 引 oo0 0 1l*rlo oo01 
1 00 0 


3 269 
=-[,。 oo 才 . 
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4.2 动态 反馈 极点 配置 


4.2.1 动态 输出 反馈 概念 


输出 反馈 分 为 静态 输出 反馈 和 动态 输出 反馈 .静态 输出 反馈 一 般 不 能 任意 极 
点 配置 , 关 此 ,在 任意 极点 配置 问题 上 ,常用 动态 输出 反馈 
动态 输出 反 司 的 一 般 形式 为 


fs =AS+ Ry, 
= 0 + Hy, 
其 中 &E RA., 中 ,QQ 和 砷 分 别 是 ix [1,!1x p,mx1i1 和 mxp 常 值 炬 阵 . 
动态 输出 反馈 控制 律 44-14) 式 也 叫做 系统 (4-.1) 式 的 一 个 动态 补 杰 器 ,上 志 叫 
内 动 态 补 内 的 状态 向 量 . 
由 系统 (4-1) 式 和 (4-14) 式 组 成 的 闭环 系统 为 


[3] [ee 20] [4]. (9 


4.2.2 极点 配置 


用 动态 输出 反馈 配置 极点 ,与 动态 补偿 跨 (4-14) 式 的 状态 向 量 的 维 数 } 有 关 . 
上 名 大 才能 使 闭环 系统 (4-15) 式 的 n+ 个 极点 能 任意 配置 呢 ? 这 里 需 先 引 人 能 
掠 性 指标 各 能 观测 性 指标 的 概念 

定 光 2 设 (& , 吾 ) 能 控 ,. 罗 = ImB. 定 义 (4 ,8B) 的 能 控 性 指标 为 


(4-14) 


k=minljllejen,.B+ AB+ + A = RR"|. 《4-16) 
定 久 3 定义 (C, 丰 ) (或 系统 (4-1) 式 ) 的 能 观测 性 指标 为 
i= minljllejen, {Nker( C1) =0), (4-17) 


显然 1 下 三 ,1 万 各 所 上 ， 

定理 2 设 系统 (4-1) 式 能 控 , 且 能 观测 ,(C,4) 的 能 观测 性 指标 为 癌 , 风 对 于 
任意 给 定 的 = + 各 -1 个 复数 的 对 称 和 集 4 ,都 存在 一 个 动态 输出 反馈 控制 律 (4-14) 
式 , 使 得 闭环 系统 (4-15) 式 以 4 为 极点 集 , 其 中 工 = 各- 1 

定理 3 设 系统 (4-1) 式 能 榨 , 旦 能 观 调 ,(4, 召 ) 的 能 控 性 指标 为 点, 则 对 于 任 
意 给 定 的 n+ -1 个 复数 的 对 称 集 4, 存在 一 个 动态 输出 反馈 控制 律 (4-14}) 式 ， 
使 得 闭环 系统 (4-15) 式 ,以 4 为 其 极点 集 , 其 中 1!= -1. 

注 ; 当 定 理 2 和 定理 3 中 的 1=0 时 ,反馈 控制 律 是 静 输出 反馈 控制 律 . 

动态 补 性 器 的 计算 较 复 杂 , 限 于 篇 幅 这 里 省 去 .读者 可 见 参 考 文献 [1] 和 [2]. 
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4.3 状态 观测 器 设计 


4.3,1 观测 器 概念 


在 线性 控制 系统 理论 中 ,系统 的 极点 配置 . 解 确 控制 及 线性 二 次 最 优 控 制 等 都 
涉及 到 状态 反馈 ,但 由 二 状态 不 易 直接 量 测 ,或 者 由 于 量 测 在 经 济 上 技术 上 受到 的 
限制 ,系统 状态 不 总 是 都 能 获取 的 ,于 是 所 出 了 状态 重 构 或 状态 估计 问题 . 状态 重 
构 问题 的 实质 是 重新 构造 一 系统 ,以 原 系 统 的 测量 和 输 人 作为 输入 .如 果 新 系统 的 
给 出 z 在 某 种 意义 上 等 价 于 原 系 统 的 状态 x*, 则 称 z 是 x 的 重 构 或 估计 .用 以 实现 
状态 重 构 的 新 系统 称 为 原 系 统 的 观测 器 . 

如 果 重 构 的 是 系统 的 全 部 状态 , 则 相应 的 观测 器 称 为 状态 观测 器 ;如 果 重 构 的 
是 系统 状态 的 一 个 函数 量 , 则 相应 的 观测 器 称 为 函数 观测 器 . 


4.3.2 全 阶 状 态 观 测 器 


1. 全 阶 状态 观测 器 概念 
给 定 系 统 (41) 式 ,构造 如 下 形式 的 动态 系统 : 
z= Fe+ Ny + Gy, (4-18) 
其 中 zER? 为 (4-18) 式 的 状态 向 量 ,ww 和 y 分 别 是 系统 (4-10) 式 的 输入 和 输出 ,EE 
R"**, NER"*", GER"*?. 
令 
二 工 一 上 {4-19) 
为 系统 (4-1) 式 和 (4-18) 式 的 状态 误差 . 妇 果 对 于 任意 的 初始 条 件 zf ta) = xw 和 
zt to) = x60; 以 及 任意 的 日 ,民有 
im e(t) =0, (4-20) 


则 称 系统 (4-18) 式 为 系统 (4-1) 式 的 全 阶 状态 观测 器 ,简称 为 状态 观测 器 . 

2. 状态 观测 器 的 结构 定理 和 存在 性 

定理 4 (结构 定理 ) ” 设 系 统 (4-1) 式 能 控 并 能 观测 , 则 系统 (4-18) 式 是 系统 
(4-1 式 的 状态 观测 器 的 充分 必要 条 件 为 

1 下 的 特征 值 贮 具 有 人 负 实 部 ， 

2F=A- OC; 

N= 8, 

下 面 的 定理 给 出 了 状态 观测 器 存在 的 条 件 ， 

定理 5 系统 (4-1) 式 让 在 形 如 系统 (4-18) 式 的 状态 观测 器 的 充分 必要 条 性 为 
(C,4) 能 检测 ， 

3, 构造 状态 观测 器 的 算法 

设 (C,4) 甬 观测 .根据 状态 观测 器 的 结构 定理 4, 只 须 选择 如 ,使 4 -GC 的 特 
征 慎 具有 负 实 部 .但 是 在 实际 应 用 中 ,一 般 要 求 误差 的 收 伍 比 被 现 测 系统 (4-1) 式 


4 极点 配置 和 观测 器 设计 + 495 ， 
的 响应 要 快 ,因此 ,常常 要 求 观测 器 具有 指定 的 极点 . 
设 4 是 观测 蜗 被 指定 的 极点 对 称 集 , 则 全 阶 状态 观测 天 的 设计 步骤 如 下 : 
(1) 导出 对 倡 系统 ( 87, A', C7). 
{2) 利用 极点 配置 问题 的 算法 ,对 抢 阵 对 (41,CD) 选 取 定 阵 发 和 Re“ ,使 得 
otAT— CTR)= A. 
{3) 取 G= i. 
(4) 计算 4 - GC, 则 所 要 设计 的 状态 观测 器 为 
z=(d-GC)z+ B+ Oy. (4-21) 


4.3.3 本 小 阶 状 态 观测 器 


1. 日 小 阶 状态 观测 器 概念 
状态 观测 器 (4- 18) 式 的 动态 阶 数 是 n, 与 被 观测 系统 (4-1) 式 的 动态 阶 数 相 
同 .但 观测 器 的 阶 x 有 可 能 降低 ,因为 车 输出 映像 具有 秩 p. 则 从 y(1) 就 能 直接 算 


出 x( 虽 在 维 商 空间 下 二 中 的 陪 集 .下 面 将 提出 一 个 动态 观测 器 的 构造 方法 .这 


个 观 涧 器 和 {4-18) 式 有 同样 的 形式 , 它 给 出 了 x*(4) 在 sn -~ p 维 空间 kerC 中 的 “分 
量 ”, 如 果 每 个 状态 xE R' 都 从 初始 状态 如 可 达 , 则 要 求 z(1) 异 助 于 yte) 在 1 一 + 
om 时 的 极限 情形 给 出 x(1) 的 一 种 半 近 识别 , 则 具有 一 般 形式 的 (4-18) 式 的 观测 玫 
的 阶 数 不 可 能 小 于 上- p ,在 这 个 意义 上 讲 , np 阶 观测 器 是 “最 小 阶 现 测 路”. 

2. 最 小 阶 观测 器 的 存在 性 

最 小 阶 观 测 器 有 如 下 存在 性 定理 . 

定理 6 设 (C,4) 能 观测 ,rmamnkC=p. 设 4CC 是 对 称 的 ,141=m-p, 则 存在 
一 个 子 空间 多 CR" ,dm = n-p; 以 及 映射 @:lmc 一 下 .下 :多 一 儿 和 和 :有 "一 
络 使 得 


并 县 
如 :了 ~ImC@B, tCrBr 
是 同 攀 的 .这 里 14 1 表示 集合 4 元 的 个 数 . 
假设 (C,4) 能 观测 , 则 根据 定理 6, 可 以 构造 出 如 下 的 最 小 阶 观测 家 ，: 
z= Fr + VOy + VBu， (4-22) 


ViAa- GC}= FV, o(F)=A, 


其 中 下,V ,GQ 由 定理 站 给 出 ， 

系统 (4-22) 式 是 系统 (4-1T) 式 的 观测 器 的 和 意思 是 指 , 将 中- 让 四 < 用 看 做 
该 观测 器 的 输出 , 则 当 A CC- 时 ,误差 

ee) = ODI - x(tt, (4-23) 

当 一 + 时 ,以 负 指 数 规律 趋 于 零 . 

实际 中 ,应 选择 A 司 (4-23) 式 的 误差 比 被 观 油 系统 (4-1) 式 的 响应 更 快 地 趋 
于 等 
3. 最 小 阶 观测 器 的 设计 
设 (C,4) 能 观测 ,4 为 观测 器 所 期 望 的 极点 集 , 则 最 小 阶 观测 器 的 设计 步 邓 
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如 下 . 
(1) 将 系统 (4:1) 式 化 为 如 下 形式 ，: 
于 | = 奸诈 1 十 六 12 计 2 十 加 1 理 ， 
te = 各 2 区 1 十 Anmx) + Bon, (4-24) 
y= 
容易 证 明 :(4-24) 式 中 的 (A410, 站 2) 基 能 观测 对 . 
(2) 根据 极点 配置 算法 ,对 能 控 对 {45,Ab) ,选取 G1, 使 得 
of 4 - ALOND = A. 
(3) 根据 上 述 数 据 ,构造 观测 器 如 下 : 
z={An- GAn)z+ (BB 一 全 加) 下 + 
[C42 - Ga) + (An - G42) GJ]y; (4-25) 
y 
w-[, 70] 
中] 的 重 构 .如 果 要 重 构 x(6) , 则 应 用 TWC4), 其 中 工 是 将 系统 (4- 


ott) 


1) 式 变 为 系统 (4-24) 式 所 用 的 变换 x = 了 -| | 的 变换 从 阵 ， 


w(t) 即 为 | 


4.3.4 函数 观测 铭 
以 重 构 不 ( 昌 , 下 为 gx 矩阵 ,为 目标 的 观测 器 称 为 系统 (4-1) 式 的 函数 观测 


销 数 观测 器 的 一 般 形 式 为 
{: =F+Gy+ Ny, 
W = Mz + Hy, 
其 中 zER!, WER', FER YI,GERMP,NERY", MER'*!, HER'*?. 
设计 函数 观测 器 的 目的 是 ,对 于 任意 的 初 值 z( 40) = z0,x{ ww) = x6o 和 任意 的 
w(t) ,都 有 


(4-26) 


ef = Wi} EEC {fi 二 后) (4-27) 
杀 统 (4-2) 式 虑 为 函数 观测 器 的 充分 必要 条 件 为 :存在 i x m 矩阵 TT, 使 得 
TA- FT= oC. 
-N= 1B: 
3 了 下 的 特征 值 都 有 负 实 部 ; 
MT+HC= Kk. 


设计 函数 观测 器 的 一 个 重要 问题 是 如 何 确定 观测 器 (4-26} 式 的 动态 阶 数 上 .这 
是 一 个 复杂 的 问题 .如果 外 为 1xa 矩阵 , 则 (4- 因 ) 式 称 为 话 冰 观测 器 ,其 动态 阶 数 ! 
可 取 为 馈 一 1, 刀 是 (C4) 的 能 观测 指标 ,有 关 汉 函 观测 器 的 设计 方法 见 文献 [11. 
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5 一 般 线性 调 习 理论 


5.1 调节 问题 的 描述 
一 般 线性 调节 系统 的 数学 模型 为 


多 = 奸 [ 交 | 十 六 3 和 十 加 [8 
2 = 内 2 和 1， 
FPF= Cx1t+ Coxs, 
工 兰 Dirt + Dx, 
其 中 AER™*",A2ER2*m,AE Rm BER" "OER ,CER™; 
DERY "mm, DER ;rr 表示 系统 的 状态 变量 ,xiE R"; xo 表示 外 部 输入 ,可 以 
是 于 扰 输 入 ,也 可 以 是 参考 信号 输入 , x, R"; 4 是 控制 输入 , wR";y 是 量 测 输 
出 ,yc Rziz 是 被 调节 输出 ,zER?. 
将 量 测 柱 出 与 被 调节 输出 分 离 的 意思 是 , 量 测 量 y 是 没 计 控 制 器 只 一 可 以 利 
用 的 信息 ,在 一 般 情 况 下 ,可 以 不 同 于 被 调节 输出 z. 当然 ,在 特殊 情况 下 ,它们 也 
可 以 相同 . 
如 果 在 (5-1) 式 中 ,C=0,DD=0, 则 (5-1) 式 表示 一 个 纯 调 节 系 统 ;如 果 453 = 
0, 则 (5-1) 式 表示 一 个 纯 昧 踪 系 统 ,z(1) 表 示 最 踪 误 差 .一般 地 说 (5-1) 式 表示 带 有 
干扰 输 人 和 参考 输 人 的 黑 踪 系统 ,四 为 跟踪 问题 和 调节 问题 没有 本 质 的 区 别 , 因 
此 ,系统 (5-1) 式 可 看 其 一 个 调节 系统 ， 
为 便于 研究 ,对 于 系 统 (5-1) 式 常 作 下 面 的 基本 很 设 : 
PalACC' {5-2) 
2 ramnkBI=m aeC 人 2 ] = p,rankD, = (5-3) 
候 设 的 实际 意义 是 ;外 部 输入 x.( 4) 的 稳定 部 分 ,会 很 快 趋 于 零 , 在 实际 设 
计时 可 以 忽略 不 计 , 而 只 须 考 虚 x2t1) 的 不 趋 于 零 的 部 分 .假设 之 是 一 点 技术 性 的 
限制 ,不 影响 问题 的 性 质 . 
研究 调节 系统 的 主要 目的 是 : 役 计 一 个 动态 补偿 贤 
[人 By, 
n= Fx.+ Fy. (5-4) 
其 中 x. 气 R', 是 动态 补 届 器 的 状态 变量 ;#4.,B., 下 。 和 下 分别 是 Lx I,ixp,mx! 
和 和 m xp 是 阵 , 使 得 闭环 系统 
Kl + BFC RF.Y fx 总 ,++ BI _ 
(=e [se ls, 9 


(5-1) 
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天 2 二 六 >， z= Dk + Dr, 


具有 如 下 性 质 : 
了 它 是 内 部 稳定 的 . 即 
[eT jcc- {5-6) 
2 它 是 输出 调节 的 , 即 对 于 任意 xilto) = in: Wat fo) = Rr Re to) 二 Xxe0; 都 有 
im 2(£)=0. (5-7) 


定 尽 1 设 给 定 系统 (45-1) 式 ,如 果 存 在 形 如 (5-4) 式 的 动态 补偿 器 ,使 得 闭环 
系统 (5-$) 式 是 内 部 稳定 ,并 且 输出 调节 的 , 则 称 调节 问题 {5-1) 式 可 解 ,并 称 动 态 补 
偿 器 (5-4) 式 是 系统 (5-1) 式 的 一 个 综合 或 无 静 差 补 楼 器 . 带 有 无 静 差 补偿 器 的 闭 
环 系 统 叫做 无 静 差 系统 或 叫做 稳定 的 输出 调节 系统 . 


5.2 输出 调节 系统 的 结构 引 理 


考虑 闭环 系统 (5-5) 式 , 记 
[和 了 -[ me] 
"I Bc, A4。 “LL Bc, ， 


DL=[D,0), xL= [| 


则 闭环 系统 (5-5) 式 ,可 以 写成 如 下 形式 ， 
XL=AALXL+ BLX2, 
请 : A ， (5-8) 
= DLxL+ Dx». 
引 理 萎 输 出 调节 系统 的 结构 引 理 ) 考虑 系统 (5-8) 式 . 设 otAL)cC-, 则 系 
统 45-8) 式 是 输出 调 市 的 充分 必要 条 件 为 ,存在 (+ 昌 xmm 和 矩阵 了 ,使 得 下 面 等 
式 成 立 : 
AAL¥Y 一 4 = 加 1， (5.0) 
DI = D,. 
推论 1 设 of A41)c C7 , 则 系统 (5-8) 式 是 输出 调节 的 充分 必要 条 忻 为 ,存在 
nx nm 矩阵 和 xm 征 阵 WW, 使 得 下 面 等 式 成 立 : 
AL + BIFCOV — ViAs+ BF V2 = A,+ BPC,, 
HOV+AT -VA,= BC, {5-10) 
DY = DD,. 
上 述 引 理 1 和 推论 1 对 研究 调节 系统 的 结构 很 有 用 . 


5.3” 带 有 干扰 补偿 的 动态 补偿 器 
在 反馈 控制 系统 理论 中 ,两 个 最 重要 的 问题 是 系统 的 稳定 性 和 抗 干扰 能 力 ,而 
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稳定 性 设计 也 是 为 了 提高 系统 的 抗 干扰 能 力 所 采取 的 技术 措施 ,因此 可 以 说 ,一 个 
反馈 控制 系统 的 好 坏 主 要 取决 于 它 的 抗 干 抠 能力 .本 节 介 绍 一 种 用 干扰 补 答 的 方 
法 来 消除 外 部 干扰 的 动态 补偿 器 的 设计 方法 . 


5.3.1 和 干扰 补偿 的 基本 思想 
研究 系统 


= 症 3， {5-11) 
$= Cx) 
的 调节 问题 ,其 中 以 上 各 式 符号 的 含义 与 5.1.1 小 节 中 相同 . 
系统 (5-11) 式 是 由 系统 (5-1) 式 令 yy) = 2z(1) ,C= 六 = 人 得 到 的 .因此 ,在 系 
统 (5-11) 式 中 ,y 鲍 是 量 测 输出 ,也 是 被 调节 的 输出 . 
干扰 补偿 方法 的 基本 思想 是 :将 控制 #(1) 分 成 两 部 分 ,一 部 分 用 于 控制 系统 ， 
使 其 内 部 稳定 , 另 一 部 分 用 于 补偿 外 部 干扰 , 设 
HH = H+ Ke, (5-12) 
其 中 g. 用 于 控制 奉 统 ,ea 用 于 补偿 干扰 .假设 系统 的 外 部 于 找 x 可 以 被 量 测 得 
到 ,并 且 在 在 一 个 mx nm; 矩阵 E, 使 得 
站 ,= BIE， (5-13) 


| = 内 1 训 ] 十 症 3 十 可 | 芷 ， 


那么 ,只 要 取 
Ht) = - Er 1), {5-14) 

就 能 消除 外 部 干扰 对 率 统 的 影响 , 即 认 部 干扰 得 到 了 补 供 .而 ws 可 以 接 前 几 章 所 
述 的 方法 进行 处 理 . 

条 件 (5413) 式 等 价 于 

rank[ B81 | 三 rank BF 和 

即 43 的 每 一 列 都 是 Bl 的 列 的 线性 组 人 台 , 这 是 干扰 能 补偿 的 条 件 . 

除了 要 有 和 干扰 能 补 檬 的 条 件 外 ,还 要 求 干 扰 能 量 测 . 直接 量 测 干扰 xr, 一 般 是 
不 可 能 的 ,但 如 香 将 x, 看 航 状 态 变 重 ,系统 (5-11) 式 就 成 了 一 个 复合 系统 . 若 将 y 
看 仇 整个 复合 系统 的 输出 ,那么 在 复合 系统 能 观测 的 条 什 下 ,就 能 设计 出 一 种 状态 
观测 器 ,由 它 得 到 干 拢 的 估计 ,然后 用 总 的 居 计 总 去 代替 反馈 (5-14) 式 中 的 她 . 
这 样 就 能 做 到 用 动态 补偿 器 实现 输出 调节 变节 的 目的 . 


5,3,2 调节 问题 可 解 的 条 人 忻 


定理 1 考虑 系统 (5-11) 式 . 设 ( 丰 /,B1) 能 控 ,{C 4) 能 观 调 ,如 果 
1? rank Bl = fank[ B,, A]; (5-15) 


是 | 一 4， 及 ; 
rank 0 A2 -Als | = n+ ma， (5-16) 


| 0 
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其 中 五 为 mx mi 界 单 位 矩阵 ,那么 ,存在 一 个 带 干扰 补偿 的 动态 补 楼 融 , 使 得 闭 
环 系 统 内 部 稳定 和 输出 调节 ， 

进一步 研究 表明 ,从 定理 1 的 条 件 可 知 , 实 际 上 可 以 设计 一 个 全 状态 输出 调节 
器 .所 谓 全 状态 调节 器 ,就 是 以 x 为 被 调节 输出 变量 的 调节 器 , 即 了 = x*. 关 于 全 
状态 调节 器 有 下 面 的 充分 必要 条 忻 . 

定理 2 考 虚 定常 线性 系统 (5-11) 式 . 它 存 在 全 状态 输出 调节 其 的 充分 必要 条 
件 为 

1” ‘六 | , 吾 能 稳 ,(C 4) 能 检测 ; 

2 rankBi = rank[ 下 | ,45] ; 

第 对 于 性 意 4 世 otA3) ,都 有 


A 一 A 
rank 0 A A | = n+ m2. 


C， 0 
5.3.3 动态 补偿 器 的 设计 方法 


动态 补 秋 器 的 设计 思想 已 在 5.3, 1 小节 中 给 出 ,这 里 给 出 具体 步 对 ， 
(1) 将 控制 输入 向 量 z 分 为 两 部 分 
下 二 时 十 和 (5-17) 
按 (41, B81) 能 控 性 (或 能 稳 性 ) , 取 mx nj 秆 阵 KK ,使 得 4 + B81 次 稳定 和 粘 阵 ,由 
条 件 (5- 15) 式 确定 矩阵 &;, 使 得 


网 3 = BBR 上,. 
取 控 制 规律 
站 = 划 11， 
Hi, = 一 KX, 
由 此 得 
如 三 二 |W] 一 Kx, (5- 18) 


(2) 由 CO ,4&41) 的 能 观测 性 (或 能 检测 性 ) 和 条 件 (5-16) 式 ,设计 状态 观测 做 ， 
了 nxpP 和 矩阵 好) 和 na 党 Pp 矩阵 6, 使 得 


为 稳定 矩阵 , 由 此 得 状态 观测 器 


[2]- [ee 2] [ 冤 ] +[ sr[o]， -1 


和 物理 上 易 实 班 的 反馈 控制 律 
# = KX — Ky, (5-20) 

其 中 站 和 天 由 ($-18) 式 确定 . 
(3) 设计 带 干扰 补 届 的 动态 补 典 器 .将 控制 规律 (5-20) 式 代入 系统 (5-19) 式 ， 
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然后 和 这 个 控制 规律 一 起 就 可 得 到 所 要 设计 的 动态 补偿 器 : 


je 二 -人 Cle+ 册 2e+ (Copy， 
天 三 二 Xl 一 三 3 于 ze， 


例 1 已 知 二 入 系 统 


人 (41 ~ GC + BK YI GIy, 


xX] = 一 Xs 

x = | + + 山寺 | 
三 YL 

f=0. 


* S01 : 


(3-21) 


(5-22) 


其 中 x1, zx; 是 系统 状态 变量 ;uw,y 分 别 为 系统 输入 和 输出 ;f 是 外 部 于 拢 输入 . 试 对 


系统 (5-22) 式 设计 一 个 带 干扰 补习 的 动态 补偿 锋 . 
解 ” 系 统 {5-22) 式 能 写成 如 下 疝 量 形式 : 


其 中 三 [x rx] ,= [0,1],e = [1,0] ， 
分 一 1 0Q 
4=| 0 4,=[]. 
取 中 ER 使 4+ BK 是 稳定 的 , 余 如 可 取 
Ki=[0 -1]. 


取 KK 使 得 43 = 嫣 : ,得 
不 =1. 


. 0 
de 
y=[1,0,0] 
的 状态 观测 器 ,为 此 , 取 Gl 和 G, 使 矩阵 
各 一 司 I 全 ] 
-ae 0 


作 系 统 


ur 
稳定 ,例如 可 取 
G =| |， G,- -1. 
根据 (5-21) 式 可 得 所 求 的 动态 补偿 器 为 


《5- 妇 | 
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[3 ey. 
x = E10 xi y, 
w= [0,— 1]xi— Xe. 


5.4 内 模 原 理 


(5-24) 


5.4.1 内 模 原 理 的 初步 引 论 


所 谓 内 模 原 理 , 是 为 设计 具有 某 种 抗 干扰 能 力 的 调节 器 所 确定 的 一 般 原 理 . 一 
个 性 能 良好 的 调节 器 , 它 不 仅 在 系统 的 标 称 参数 处 使 闭环 系统 内 部 稳定 各 输出 调 
节 , 而 且 应 该 在 这 些 标 称 参数 发 生 微 小 变化 时 ,也 能 保持 内 部 稳定 和 输出 调节 . 具 
有 这 种 性 质 的 调节 髓 称 为 “ 重 榨 调节 需 ”. 内 模 原 理 就 是 设计 这 种 便 祥 调节 器 所 应 
遵循 的 一 种 原则 .下 面 用 一 个 简单 的 调节 问题 来 说 明 内 模 原 埋 的 直观 含 光 . 

设 一 个 单 输 入 单 输出 的 开 环 系统 如 图 5-1 所 示 , 其 传递 水 数 为 


mol s) 。 
ol 


图 5-1 
mots) 
mts)” 
其 中 mo(s) 和 no(s) 是 ; 的 针 项 式 , nots) 首 项 系数 为 ], mot3) 与 mo(s) 互 杆 ， 
depg( mo(t 3))】 = a ,dep( not 3)) = ,a < ,degl') 表 示 名 项 式 的 次 数 , 扩 3) 基 系统 的 干 
抗 输入 , 设 ft4) 满 足 阶 微分 方程 

pt(D) f(D =0, (5-25) 
其 中 pls) 是 ; 的 上 次 多 项 式 ,DD = 卫 . 设 p(t3) 的 零点 都 在 闭 的 右 半 复 平 面 内 ,对方 
程 4S-25) 式 作 拉 普 拉 斯 变换 ,得 到 

As) = 4 人， 
其 中 gfs) 是 一 个 次 数 至 案 为 上 -上 的 密 项 式 , 它 由 护 电 及 其 导数 的 初 值 所 确定 ,不 
同 的 初 值 决定 不 局 的 g(ts) .不 兴 一 般 性 , 设 g(s) 与 pfs) 瑟 奈 . 

取 系 统 的 一 个 动态 补偿 器 为 


(= -ys), 
其 中 mifs) 与 mfs) 都 是 的 禾 项 式 ,deg(fmifz]y = ,deg( nts))= 记 ,和 志 记 1， 
ni(s) 的 首 项 系数 为 1, mf3) 与 nm.(s) 互 质 , 则 闭环 系统 如 图 5-2 所 未. 


Fs) 


Wo( SS》 = 


A SS 
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” 
| 


区 
图 5-2 


该 闭环 系统 的 传递 师 数 是 
{ss)= nts)mo(ls) 


mt Ss) nCs) + mt sm sy 
于 是 有 
nts)mots) 
*(#)= Rlsyno( s+ mts) mots) A 
mi(s) mots) 5 
= prs) no( + ms mots) 95. (5-26) 
由 于 x< 癌 ,oi 生 岂 , 故 
degt nt sj no{ts) + mts)mt sy= p+ 8. 
由 此 说 明 财 环 系 统 基 非 退 化 的 . 
为 了 和 达到 输出 调节 的 月 的 ,有 理 分 式 
ns) mols) pi 
nts)nots) + mts)mols) pts) 
的 不 稳定 极点 必须 是 可 去 极点 .因此 ,必须 有 
plsylnts) mols), 
其 中 418 表示 4 整除 8， 
因为 开 环 系统 的 标 称 天 数 可 以 发 生 注 小 变化 ,发 生变 化 后 的 一 般 情 况 是 
maof sl 与 pls) 互 质 ,于 是 必 有 
pis)lnmts). (5-27) 
{5-27) 式 的 控制 理论 意义 是 :一 个 “ 鲁 棒 控 制 器 "的 极点 必须 包含 外 部 系统 的 不 稳 
定 极 感 .不 太 严 格 地 说 ,极点 代表 着 系统 的 动力 学 模型 .因此 (5-) 式 也 意味 闭 “ 鲁 
棒 控 制 太 "的 动力 学 模型 篇 人 了 外 部 系统 的 不 稳定 的 动力 学 模型 .这 就 是 内 模 原 理 
的 一 般 含 义 ， 


5.4.2 得 棒 调 节 器 和 内 模 原 理 


下 面 答 鲁 棒 调 节 器 和 内 模 原 理 以 明确 的 含 习 . 

定义 2 给 定 系 统 {5-1) 式 . 按 一 定 次 序 将 矩阵 4 ,8 ,Ci 的 元 素 排 成 R" 空间 
的 一 个 向 量 ,v= 地 + mam + mlp, 那 么 这 个 向 量 称 为 系统 (5-1) 式 的 一 个 数据 点 ,用 
P(A BC) 表示 ， 

类 似 地 定居 数据 点 P(A41, ,43) 等 . 
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定义 3 设 系统 (5-4) 式 是 系统 (5-1) 式 的 一 个 综合 , 如 果 有 数据 点 严 ( 41, 吾 |， 
1) 的 某 个 邻 城 ,使 得 当 系 统 (5-1) 式 的 参数 在 5 内 变化 时 ,系统 (5-4) 式 仍然 
是 系统 (5- 1) 式 的 综 台 ,那么 就 称 (5-4) 式 为 系统 (5-1) 式 在 数据 点 P(A1,B1, Ci) 处 
的 -- 个 结构 稳定 的 综合 ,也 称 为 系统 ($5-1) 式 的 一 个 前 棱 调 入 器. 

定义 4 纵 定 系统 (5-1} 式 . 如果 存 在 94xp 矩阵 旭 , 使 得 Di ,Ci 和 了 :Ca 满 
是 Di = QC 和 D;= CQC:, 则 称 z 能 从 y 读 出 ， 

定义 5 设 给 定 系统 (5-]) 式 和 (5-4) 式 .如 果 4; 的 最 小 多 项 式 能 和 束 除 4. 的 4 
个 不 变 因 子 ,那么 称 4. 编 人 了 有 4; 的 一 个 内 模 . 

例 2 设 4; 的 最 小 密 项 式 为 

= 


其 对 应 的 相伴 标准 形 为 

0 1 0 0 

0 0 1 如 

2= 

0 0 0 ] 

Ta -0 7 5 
若 取 

4 个 
Le 

A.= diagt 0,0,… .01, 

则 


4 个 


ha 
是 AD A dagil, ls, MD) AAY, 7) 
其 中 表示! 阶 单位 答 阵 .因此 ,了 (4) 能 和 整 除 A. 的 gg 个 不 变 因 子 , 即 4. 编 人 了 42 
的 一 个 内 模 . 
下 面 是 4。 编 人 4; 一 个 内 模 的 判别 准则 . 
引 理 2 考虑 系统 (5.1) 式 和 (5-4) 式 ,4。 编 人 4; 一 个 内 模 的 充分 必要 条 件 
是 ,对 于 任意 的 4E ZtA4;) ,都 有 
dker(Ao— MN TIM A A -I) Sq, 
其 中 Z(42) 表 示 A 的 最 小 多 项 式 的 霍 点 集 , 4(:) 为 向 其 空间 (*} 的 维 数 ,二 为 4 
的 重 数 ,4 为 被 调 量 z 的 维 数 ,Im: 表示 := 的 虚 部 . 
定义 56 给 定 系统 (5-1) 式 和 {5-4) 式 ,如 果 存 在 !x ! 非 奇 异 矩 阵 了 ,使 得 
_1 生 J 六 3 1 B, Be 
T-'4.7=| i 4 | T-18.=| 0 a |， 
并 且 As 编 人 了 有 ;的 一 个 内 模 ,其 中 ,A Ao 4h 分别 是 x, 机 x 和 上 x 上 bb 算 
阵 ,中 + 天 = 了 县 ,号 ,3 分 别 是 五 xftp-qg)Pxgqg 和 方 x7 矩 阵 , 且 如 果 对 于 每 
个 1Eofai), 都 有 
入 .一 | -J 


cank| 


C 
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则 称 此 内 异 关 于 wm 能 观测 ;如 果 对 于 每 个 AEalA42), 都 有 
rank[ 4 一 Ah , Bo] 三 总 ， 


则 称 此 内 模 关于 z 能 控 . 

根据 上 面 这 些 概念 ,可 得 出 下 面 两 定理 . 

定理 3 设 给 定 系 统 (5-1) 式 和 (5-4) 式 . 系统 (5-4) 式 任 数 据点 P(A, 译 |, A1】 
处 是 系统 (和 4) 式 的 结构 稳定 综合 (或 鲁 棒 调 节 嚣 ) 的 充分 必要 条 件 为 

I” {总 | ,， 要; } 能 稳 , 且 i , 凡 站 能 按 测 ; 

zz 能 从 了 读 出 ; 

了 闭环 系统 内 部 稳定 ; 

和 系统 (5-4) 式 编 人 上 了 4 的 一 个 内 模 , 并 且 该 内 模 关 上 能 观测 ,关于 z 能 
控 ， 

注 : 三 述 数 据点 产 4 , 唔 ,43) 的 数据 可 以 增 可 一 些 . 例如 将 定理 2 中 PtAl， 

且 ,43) 换 为 PiA, Bi ,4 后 其 结论 亦 戒 立 ， 

定理 4 设 给 定 系 统 (5-1) 式 , 设 z 能 从 y 读 出 , 则 在 数据 点 忆 (4 ,号 .和 4) 处 
存在 结构 稳定 的 综合 的 充分 必要 条 件 为 

全 (4 ,有 吕 能 稳 , 且 (4 能 检测 ; 

> 对 于 每 个 XE cl(A,), 都 有 


| Ai- A BB 
D 0 


5.4.3 重 梯 调节 器 的 设计 
设 定理 4 的 条 件 满足 . 由 于 z 能 从 》 读 出 ,不 失 一 般 人 性 ,可 设 Ci= [ 了 | ,C= 


] = w+9， 


[»] ,其 中 E, 和 百 ; 分 别 为 (p -gq) x gg 和 (tp -9) x tw 其 阵 . 


鲁 棱 调节 静 的 设计 步 又 如 下 . 
{1) 求 4; 的 最 小 多 项 式 记 ). 记 为 
RAY = 


作 相 应 于 大 4) 的 相伴 矩阵 
0 1 0 0 
LH 0 1 0 
0 = : 
0 0 0 1 
Ta TT ”了 


(2) 设计 伺服 补 骨 器 . 取 
4 个 


| 
= dag 0 ,0,0 » 
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9 个 0 
aa 3 
Bs=diagle,e,,e|, £= 0 
1 kx 
构造 系统 
Xo2 = 2XeT+ B25 
上 式 即 为 伺服 补偿 器 ， 


{3) 设计 镇 定 补 偿 器 .考虑 复合 系统 
如 0 fi 
[| -| 4 | +[ 0 
Cc 作 1 
?| -| 0 | [| ' 


其 中 心 = 妇 ,u 是 输入,[ > | 是 输出 ， 


{5-28) 


由 于 (41,81) 能 稳 , 所 以 复合 系统 (5-28) 式 能 稳 的 充分 必要 条 件 是 ,对 于 每 一 
个 A 人 oS{( A } ,有 


A1— A 0 再 
BoD 42- 1 0 | -ar (5-29) 
因为 
At— AD, 0 号， 
| BaD! Ai-ih # 
1 , A-Al, B: 0 
rank| “ Di 0 0|. (5.30) 
| ， Bo | 0 0 "| 
由 定理 3 的 条 件 2 及 (六 .，;8B8.2:) 的 能 控 性 可 知 ， 


0 | 
=m+b， 
Bes As2-aA) 


是 1 一 4 加 | 必 
D' =n++o.: 
必 0 玫 


由 上 式 及 (5-30) 式 可 知 ,等 式 (5-29) 式 成 立 , 即 系统 (5-28) 式 能 稳 和 能 检测 . 
这 样 就 可 以 对 复合 系统 (5-28) 式 设计 一 个 使 闭环 系统 为 稳 前 镇 定 补偿 器 ,并 
记 为 


a 
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x ,=4 x+[4， 和 站] 2|， 
网 (5_31) 


#= Fa Xa+ [Fo 中, 
(4) 构成 得 棒 调 节 器 .根据 (1 ,(2) 和 (3) 中 所 设 定 的 数据 , 作 动 态 补偿 器 : 


[= 2] [全 人 > Ga 
n= FXet Fy. 


其 中 妾 .=[ Bi,Bo],F.=[ Fa,FFo] .系统 (5-32) 式 即 为 所 求 的 鲁 律 调节 器 ， 
例 3 设 给 定 系 统 
区 | = 一 区 2 十 加 
和 2 = 六 | 十 上 由， 
P= 1; 
Pt) =0, 
其 中 & 是 控制 输入 ,Y 是 量 测 输 出 ,也 是 被 调节 输出 ,pt14) 是 外 部 阶 峻 干扰 . 试 对 
系统 15.33) 式 设计 一 个 鲁 棱 调 节 器 ， 
解 ”显然 系统 (5- 加 ) 式 能 控 且 能 观测 , 另 有 
0 -1 1 
ol 0 = 3， 
1 00 
因此 , 依 定 理 4, 系 统 ( 宁 33) 式 存在 鲁 桥 调节 器 ,其 设计 步骤 如 下 ， 
(1) 计算 外 部 干扰 的 最 小 多 项 式 .本 题 中 
Fs)= 4s. 
(2) 证 计 人 间 服 补偿 器 .因为 被 调节 变量 只 有 一 个 ,而 且 cf42) = 101 ,所 以 惨 伍 
慑 补偿 器 为 


(5-33) 


olt) = y(1). 
(3) 设计 锁定 补偿 器 . 作 复 合 系统 


ED 
ME 


不 难 验 证 ,复合 系统 (5-34) 式 能 控 且 能 观测 .因此 (5-34) 式 能 用 动态 补偿 器 镇 
定 .例如 可 用 标点 配置 加 状态 观测 器 的 方式 镇 定之 . 


{5-34) 
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0 -1 0 
站 -je 
中 = 天 TY . 


经 计算 ,在 本 例 中 可 到 
3 0 
c-|: | kT={ -2,-3,1]. 
0 0 


(4) 综 上 所 述 ,所 求 的 一 个 鲁 捧 调节 器 可 取 为 


-3 -100 3 
pe -3 2 , | 
于 1 000Lro 0 |! 
| 0 0 0 0 | 【5-35) 


a=[-2,.-3:1]xw， 


6 干扰 解 厅 和 无 交互 作用 控制 


6.1 干扰 解 看 问题 的 描述 


， po 
人 人 二 (6-1) 
其 中 x¥ER",nER",zER, a) EER, er0AECR*", BE RR *"™, DER*", SE 
Re! 
系统 (56-1) 式 中 的 gy(+} 表 示 作 用 于 系统 的 干扰 .假设 干扰 是 不 能 直接 量 测 的 . 
这 里 要 解决 的 问题 是 : 求 { 如 果 可 能 ) 线 性 状态 反馈 ww = Fx ,使 得 干扰 gt+) 对 
闭环 系统 
{3 (62) 
的 输出 zi ) 没 有 影响 ,这 里 "gq( 站 对 z(0) 的 影响 ”与 g(?f) 的 灾 化 范围 有 关 ， 
假定 0 是 定义 在 [0, + w } 上 取 值 于 R! 中 连续 函数 的 全 体 组 成 的 集合 .如果 
对 于 每 个 初 态 x( 人 0 , 系统 (6-2) 式 的 输出 z(1} 对 于 生意 gt ) E09 都 相同 , 则 称 系 
统 (6-2} 式 的 输出 z(+} 是 干扰 解 掉 的 . 简称 系统 (6-2) 式 是 J: 扰 解 看 的 .于 是 ,干扰 
解 耘 意味 善 :对 于 所 有 的 9 人 ED 此 成 立 


z(1) = Dp| expt ts _ A+ BF))Sg(r)dr = 004m0). (6-3) 
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记 . 车 = kerD,. 尖 = Im , 则 从 (6-3) 式 可 证 得 出 如 王 引 理 . 
引 理 1 系统 (6-2) 式 干扰 解 而 的 充分 必要 条 件 为 
‘+ RFI 亡 . 澡 (6-4} 
其 中 人 4 + BF1. 准 的 定 久 参见 {2-12) 式 . 
于 是 ,用 状态 反馈 使 干扰 解 辐 的 间 题 的 提 法 如 下 ， 
干扰 解 耦 问题 {DDP) : 设 A:R" 一 R" ,上 8:R" 一 RR" ,于 补 间 .YC R" 和 于 空间 . 敬 
CR". 求 (如 果 可 能 }F;R" 一 R" ,使 得 
(A+ FI CC.Y， (6-5) 


6.2 (4,8) 不 变 于 空间 


和 .2.1 【〈4, 怠 ) 不 变 子 空间 的 概念 


{A4, 量 ) 不 变 子 空间 的 概念 在 干扰 解 焕 等 问题 中 起 着 关键 性 的 作用 . 

定 炙 1 设 A:R"*R',8:R"=R*. 如 果 对 于 子 宝 间 R", 存 在 线性 映射 
下 :R" 一 R" ,使 得 

(A + BP) CP 

则 称 多 是 (4 , 召 ) 丰 变 子 空间 ， 

设 .第 CR 为 子 空间 .用 .六 4,B;. 营 ) 表 示 了 包含 于, 完 中 的 所 有 (及,B8) 不 变 子 
空间 组 成 的 族 , 即 

TAB; 区 ) = 117 为 (4,8) 不 变 子 空间 ,C . 秒 上 | (6-6) 


6.2.2 最 大 (4,B) 不 变 了 于 空间 


FTUA,B; 兴 ) 是 非 空 的 ,因为 零 空间 显然 属于 它 . (4,8;. 第 ) 关 于 于 空间 的 
加 法 是 封闭 的 , 即 
G+ ETTA, BV) (VHSETLA, BP)), 
因此 ,元 4,8;. 闸 ) 关 于 子 空间 的 加 法 的 包含 关系 是 一 个 上 半 格 . 由 此 容易 知道 ， 
存在 唯一 的 多 " E. 隐 4, 且 ;. 儿 ), 具 有 下 列 性 质 : 
PCP" (VEETA,B;Y)). (6-7) 
定义 2 称 满足 (67) 式 的 Y “为 . 红 4, 呈 .各 ) 的 最 大 元 ,或 . 狗 中 的 最 大 (4， 
有 ) 不 变 于 空间 ， 
记 
”= supFtA,B;P). (68} 


6.3 干扰 解 耦 问 题 可 解 性 条 件 
定理 1 干扰 解 看 问题 (pDP) 可 解 的 充分 必要 条 件 汶 


2 IOR 9) 
其 中 多 ”= sup 了 TA,B;.Y ). 
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6.4 最 大 (4 ,8B) 不 变 于 空间 的 计算 


1. 几何 计算 法 
设 A:R" 一 R", 上 8:R"R", 子 空间 第 忆 R". 定 义 序 列 SB? 如 下 : 
2 =. 和 
r= (p12, ), 
则 必 在 第 点 步 (ke dt 乱 ), dt 和 过) 为 子 宅 间 . 营 的 维 数 ) 时 ,有 


P+ = Pg, 
到 此 停止 计算 ,并 且 有 
= sup A,B;P). 
:1. 代数 计算 法 


先 引 入 和 窍 阵 方程 最 大 解 的 概念 ;给 定 答 阵 盾 , 王 ,YY ,所 谓 方程 MX =0( 或 I 
=0) 的 最 大 解 ,是 指 具有 最 大 秩 的 一 个 解 (或 了 ) ,其 不 为 替 的 列 ( 或 行 ) 是 线性 独 
立 芍 ， 

代数 计算 方法 如 下 ， 

取 .第 = ker. 定 义 算 阵 序列 VY,, WW 如 下 : 

(1) Vo 为 DVo =0 的 最 大 解 ; 

(2) Th, 是 现 [B8, VY 的 最 大 解 ,x=1,2,…; 


(3) 吧 是 方程 [ 多 4 人] = 0 的 最 大 解 ,= 1.2，-; 


(4) 检验 rank[ YY,] = rakY， 1 是 否 成 立 ,不 成 立 转 到 第 (2) 步 ;成 立 , 则 
停止 计算 ， 
第 (2),(3) 和 {4}) 步 的 循环 计算 必 在 第 大 步 (上 和 < d(. 第 )) 时 停止 ,此 时 有 
rank[ Vi, Vhs1] = rank Vy, 
和 
Im 本 = spoT A, B;.% ). 


6.5 干扰 解 焕 问 题 的 求解 


设 CZ" = supFUA,B;. 知 ) 成 并 .下 而 给 出 求 FER"*", 使 得 (A + BF 
CtA+ BFIZ")C. 营 的 方法 . 
因为 ' 是 (4,8) 不 变 子 空间 ,所 以 
A CH +. 轨 . {6-10) 
设 Br* 的 一 组 基 为 yp, ps,… ,Pyl .由 (6-10) 式 可 知 ,存在 w€ 多 "和 全 BR"， 
i =1,2,… ,上 ,使 得 
Ap = Pi + 有 12) (6-11) 
定义 Fo: "RR", 


6 干扰 解 磷 和 无 交互 作用 控制 * sil ， 


Fop= 一 下 【= {6- 12) 
设 下 是 本 在 下 "上 的 扩张 . 
由 (6-11) 式 和 (6-12) 式 及 下 是 Fo 在 R" 上 的 扩张 ,可 得 
(A+ BF)r, = Av, + BFr. 
= w+ Bu+ BFov 
=W+ Bu + Be — wu) 
=W. (i=1,2,. ,上 ), 
由 此 得 到 
(A+ BF) ={A+ BF)spaniv,, v3." ,Vl 
= span| wis Wa" Wl CY 
因此 , 严 即 为 所 求 ， 
例 1 考虑 系统 (6-1) 式 ,其 


i 

外 
之 总 二 全 二 
人 

-| 

Hl 
[| 
一 | 


1 
0 0 -1 0 1 
D=|1 -1 0 0 of $=| 1|， 
9 0 ] 
] 


试 分 析 该 系统 能 否 干扰 解 克 ? 如 果 能 解 看 , 试 求解 看 反馈 矩阵 下 
解 ” 先 根据 6,4 节 中 的 几何 计算 法 , 求 
多 = tpsTA, 8;kerD), 


， ,大 = span 


总 呈 一 世 马 
号 总 一 二 过 
一 二 二 二 二 


1 

1 
kerD = spani | 0 1， 

1 

] 


六 = kerD, 
=kerDNA (B+ 4%) 
1 


= kerD | A ~ span 


一 
总 号 一 蕊 局 
人 
一 营 己 喇 己 
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0 1 0 
如 ] 1 
让 1 工 | > 门 shan | 上 | | 
0 1 1 
0 0 1 


PP PP PP oh 


因此 ,名 = 名. 所 以 
1 
1 
B=3 1 jy = Ims. 
1 
1 


由 此 可 知 ,系统 能 解 帮 . 
设 人 =* 为 多 "的 基 , 和 将 & 在 有 上 扩张 得 本 的 一 组 基 : 外 ,和 ; 所 ,941453; 这 


0 0 
0 0 
#4=| 0|, gs=|0|. 
l 0 
0 1 


人 
中 


人 ) 
1 
#2=| 0|, = 
0 
0 


通过 计算 得 
491 = 1- a| | ， 
定 疼 F;R—R, 


6 干扰 解 辆 和 无 交互 作用 控制 ， 513 ， 


Fa = | ， Fg=0 {1=2,3,4,5). 


由 此 得 F-[10900 
0 0 0 二 


6.6 带 有 稳定 性 的 干扰 解 克 


6,6.1 问题 的 提 法 
设 AA:R"R",B:R" "RR"', PCR',.F CR. 


带 有 稳定 性 的 干扰 解 看 (DDPS) 是 指 ; 求 下;R" 一 R" 使 得 
A+ HFILY > CR stlA+BFICCO., (5-13} 


6.6,2 能 挖 性 子 室 间 
定 光 3 设 子 空间 党 CR*. 如 果 存 在 下 :R" 一 R™m 和 GG:R" 一 R" 使 得 
六 = {4 + BF|Im( BG))., 
则 称 . 交 为 (4 ,8) 的 能 控 性 子 空间 ， 
用 G (A4, 8B; .和 } 表 示 包 合 于 ,各 的 (4, 吾 ) 能 控 性 子 空间 组 成 的 族 . 
Ca4 , 吾 ;. 客 ) 存 在 一 个 最 大 的 (4 ,B) 能 控 性 子 空间 党“. 记 为 
= ap 让;. 范 )， ‘6-15) 
关于 最 大 (4 , 且 } 不 变 子 空间 多"* 与 最 大 (4 ,B) 能 控 性 于 宝 间 .器 "之 间 有 下 面 
的 关系 . 
引 理 2 设 "=supFTA,B; 第 ) ,到 "= GUA, 昌 ;六 ). 设 下:R"*R" ,使 得 
(4+ BF)Z CP", 则 有 


(6- 14} 


.=A+ BFISNZ ,WN = ImB. (6-16) 
6.6,3 ”DDPS 可 解 性 条 件 
设 
Pg = supF A, PF; ), 


"= supC(A,B;%). 
取 让:R" 一 R" ,使 得 
(A+ BFOY" CP". (6-17) 
记 4o= 4+ BFo. 设 P:R" 一 加 及 中 标准 投影 . 设 A。 是 在 弘 - 一 中 由 ho 产生 的 
诱导 映射 ,因为 
No( 多 =) = AoPYZ” = PoGy C PY = = 多， 


所 以 多- 旺 元。 不 变 的 . 
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另外 易 证 ,4o 在 多 = 上 的 限制 同 满足 (6-17) 式 的 FF, 的 选择 无 关 , 设 a (4) 是 


ho | ( 多 < ) 的 最 小 多 项 式 . 设 
alA) = ar(A) as(A), 
上 中 aaas(4)) 的 零点 属于 C7(C1). 记 


.可 一 多 < 站 kera (44o) 。 


定义 
ge = PRB. (6-18) 
定理 2 DDPS 可 解 的 充分 必 丰 亲人 忻 为 
FCP . (6-19) 


关于 最 大 (4 , 召 ) 能 控 性 子 空 间 知 " 的 算法 和 反 恤 和 矩阵 下 的 求法 见 文献 [1], 
6.7 无 交互 作用 控制 


6.7.1 问题 提 法 
考虑 线性 控制 系统 
X= Axr+ EE, 
已 Cr (5.20) 
贰 中 xER" ,nyER";AER"*", BER"*", CER™™*. 
了 到 反 贷 律 
n= Er+ Lr, 
其 中 KER™*",LER™™", 代 和 人 (6-20) 式 ,得 到 
X= 人 {A+ BE)xX+ Bir, (‘6-21) 
其 中 是 新 的 输入 ， 


无 交互 作用 控制 问题 :对 系统 (6-20) 式 求 六 ER"? 和 工 E RR"”* "(如 果 存 在 )， 
使 得 系统 (6-21) 式 的 传递 函数 阵 Gr.zf s) 为 非 奇 蜡 对 角 有 理 分 式 答 阵 . 

如 果 这 样 的 矩阵 下 ,上 存在 , 则 称 系 统 (6-20) 式 无 交互 作用 控制 问题 可 解 . 

无 交互 作用 控制 的 含义 是 ,每 个 榨 制 分 别 只 对 一 个 输出 变量 有 影响 ,因此 ,可 
用 解 单 输 人 单 输出 系统 的 方法 对 系统 进行 设计 . 


6.7.2 无 交互 作用 问题 可 解 的 条 件 
设 G(s)= [gy(s)]%x wm 为 系统 (6-20) 式 的 传递 通 数 算 阵 .下 面 定 头 两 组 特征 
鞭 . 
(1) 设 
ky = i(s) 的 分 母 多 项 式 次 数 一 晤 (5 的 


6 于 找 解 艳 和 无 交互 作用 控制 ， 5]15 。 


分 子 密 项 式 次 数 (了 = 上 ,2 下) 
定 尽 第 一 组 特征 量 di 为 
本 = minj ki, kz kn {i=1,2,.,m), (6-22) 
(2) 设 
Bs)= [gtls), gats),™, gmts)1, 
定义 第 二 组 特征 量 5, 为 
五 ; = lim siig,(s) (i=1,2,..,m). (6-23) 
显然 EE{i=1,2,…,m) 是 1x m 常数 矩阵 . 
定理 3 系统 (6-20) 式 的 无 交互 作用 问题 可 解 的 充分 必要 条 件 为 
Ei 


(6-24) 


五 。 
汶 非 奇异 垂 阵 , 其 中 EE,i=1,2,…,m, 由 全 -23) 式 定义 . 
6.7.3 无 交互 作用 控制 问题 的 求解 


设 (6- 寻 4) 式 中 至 非 奇 异 ,反馈 和 矩 下 六 和 并 的 求法 如 卜 ， 

(1) 计算 由 (6-22) 式 定 内 的 | 看, 办, 和 ,本 二 并 按 公 臣民 = CAS*18,i=1],2, 
有 ,计算 上, 殖 五 ,其 中 为 C 的 第 ; 行 . 

如 果 和 矩阵 


E, 
奇异 , 则 干扰 解 焰 问题 元 解 . 如 果 E 非 奇 异 , 旭 无 交互 作用 控制 问题 有 解 ,继续 计 
算 . 

(2) 取 


K=-E -IF, L=-E-!i, (6-25} 
其 中 
全， 本 
F=| cz 4 |. (6-26) 
OC A 


(3) 写 出 解 看 系统 : 
{= (A+ BR}r + Bly, 
y= Cx. (6-27) 
例 2 判断 系统 
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3 1 0 0 0 
*-|。 0 -= 1 o| 
0 1 -1 0 1 
»=[? -1 1] 。 
0 21 
无 变 互 作用 控制 问题 是 天 可 解 . 


解 ”系统 (6-27)} 式 的 传递 函数 阵 为 
s-3 -1 0 -Iro 0 
owls [oe :| 
0 1 s+l 0 | 
一 + -25-5 


_- | 
-err 2s2 de-9 ss5s+t+6l 
由 {6-28) 式 可 知 ， 


(6-28)} 


要 = 由 = 
由 此 ,得 
-1 1 
g=cs=[ ,| 
非 奇 异 ,因此 ,无 交互 作用 控制 问题 可 解 . 


注 : 对 于 更 -- 般 的 状态 反馈 无 交互 作用 控制 问题 和 用 动态 补偿 器 的 无 交互 作 
用 控制 问题 见 文 献 [1]. 
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引 言 


最 优 控 制 理论 是 现代 控制 理论 中 最 早 发 展 起 来 的 分 支 之 一 .对 于 一 个 给 定 的 
受 控 系统 ,常常 要 求 找到 这 样 的 控制 闷 数 ,使 得 在 它 的 作用 下 ,系统 从 一 个 状态 转 
移 到 为 设计 者 希望 的 另 一 个 状态 , 且 僵 得 系统 的 某 种 性 能 品质 尽 可 能 好 .通常 称 这 
种 问题 为 最 优 控 制 问题 . 景 忧 控制 理论 是 讨论 最 优 控 制 ( 晴 数 ) 应 满足 的 必要 条 件 ， 
最 优 控 制 (函数 ) 的 存在 和 唯一 性 ,以 及 求解 量 优 控制 问题 等 等 的 方法 和 理论 . 昌 在 
经 典 控制 理论 中 有 过 以 系统 的 响应 面积 最 小 为 指标 的 控制 原理 和 方法 ,也 有 过 以 
过 渡 时 间 最 短 为 指标 的 “ 布 绍 原理 ” ,但 真正 形成 控制 系统 以 性 能 最 优 为 目标 的 理 
论 一 一 最 优 控制 理论 , 却 是 在 20 世纪 350 年代 末 .其 主要 标志 是 前 苏联 数学 家 庞 特 
里 亚 金 {L.C.Pontryagin) 等 人 提出 的 “ 极 大 值 原理 ”. 当 受挫 对 象 的 动力 学 模型 由 常 
微分 方程 描述 时 ,有 集中 参数 系统 的 最 优 控制 理论 ; 当 受 控 对 象 的 动力 学 模型 由 偏 
微分 (积分 ) 方 程 或 随机 微分 方程 描述 时 , 则 有 分 布 参数 系统 或 随机 系统 的 最 优 控 
制 理论 .本 篇 主要 介绍 连续 时 间 集 中 参数 系统 最 优 控制 理论 的 若干 问题 . 


1 最 优 控 制 问题 


1.1 “最 优 控制 问题 的 几 个 实例 


1L. 升降 机 的 快速 下 降 问题 

它 是 在 工业 和 生活 中 常见 的 问题 ,如 矿井 中 的 提升 机 的 升降 ,高 层 建筑 中 的 电 
梯 的 升降 等 都 可 归 为 这 类 问题 . 

设 有 一 开 降 机 ,升降 机 示意 图 如 图 1-1 所 示 . 记 升降 机 为 及 ,其 质量 为 m. 


图 1-1i 
升降 机 机 一 方面 受 重力 作用 , 另 一 方面 受 控 市 力作 用 . 记 重 力 为 常数 g, 而 控 
制 力 为 ,we 通常 汶 时 间 上 的 函数 .实际 中 心 是 有 报 制 的 . 即 1ua1< 于 ,条 为 正常 数 . 
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为 了 保证 控制 力 二 能 操纵 升降 机 ,显然 应 有 币 > &. 
设 xt7) 为 :时刻 升降 机 中 地 面 的 高 度 , 记 初 逮 时 刻 iw = 0 时 ,升降 机 轴 距 地 面 
高 度 为 x(0) = 厄 , 而 垂直 运动 的 速度 为 (0) = 妈 , 这 里 民 , 怠 均 为 给 定常 数 . 
所 谓 升 降 机 的 快速 下 降 癌 题 就 是 如 何 选 择 控制 力 u(1) ,使 得 升降 机 最 快 到 村 
地 面 , 且 到 村 地 面 时 升 竹 机 的 运动 速度 为 堆 . 记 


ztt} = rE), walt 二 区 人 三 x { 
利用 牛顿 第 二 定律 易 得 升降 机 的 状态 方程 为 
| = 7 和 三 二 (5 一 utt)), 1-1) 
其 初始 条 件 为 
x1tO) 二 x ， x 0O) 三 2. Cl-2) 
如 果 记 升降 机 到 达 地 面 的 时 刻 为 tf, 通称 终端 时 刻 . 据 | 面 要 求 易 知 ,(1-1) 式 
的 终端 条 件 为 


x¥1 CL) 三 个 ， x te) = 必 . Cl-3) 
因此 ,和 开 降 机 的 快速 下 降 问题 就 是 选择 一 个 满足 
lul<H (MM> 2) 《1.4》 


的 控制 力 ao ,把 升降 机 多 由 初 态 {1-2) 式 转移 到 终端 状态 (1-3) 式 , 且 本 性 能 指 
标 


Jo) = | d= (1-5) 


达到 最 小 . 

2. 生产 计划 问题 

设 i > 0 是 生产 计划 结束 的 终端 时 刻 , 令 x(t) 表示 +t 时刻 (0 三 < 志 商品 库 
存量 ;r(t) > 0 表示 +: 时刻 对 商品 的 需求 率 , 且 为 已 知 函 数 iu(1) 表示 :时刻 的 商品 
生产 率 , 它 将 由 计划 人 员 来 选取 ,是 控制 变量 .如 果 对 商品 的 上 述 要 求 能 全 部 斑 足 ， 
则 库存 量 x 应 满足 


x=— r+ uu, #0) = xo, (1-6) 


其 中 x{0) 是 初始 时 刻 tj = 0 的 库存 量 . 
由 于 * 是 库存 量 ,w 是 生产 率 , 因 此 , 必 有 


zt) = 0 {0 ta i), (1-7) 
Os nti) (0) ， 1-8) 

其 中 由 表示 最 高 生产 率 .显然 ,为 了 使 生产 有 序 进行 ,村 应 满足 
NM» rer) (Oi ei). C1-9) 


设 5 > 0 是 单位 时 间 内 司 存 单位 商品 所 需 费 用 ,而 单位 时 间 生 产 成 本 为 生产 
率 u{ 2) 的 一 个 已 知 函 数 h(t, w(t)). 因 此 ,该 系统 :时刻 单位 时 间 戌 本 为 
Ht xt) wat)) = ht nf) + hr), 
而 时 间 间 隔 [0,t] 内 的 总 成 本 为 
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Nw) = | sz), ute de. (1-10) 


所 谓 生 产 计划 问题 ,就 是 寻找 一 个 最 优生 产 率 使 总 成 本 达到 最 小 . 

3, 防 天 拦截 问题 

现今 国防 上 不 但 有 防空 间 题 ,而 且 有 防 天 问题 , 即 防御 洲际 导弹 和 航天 武器 的 
问题 .假设 用 拦截 器 L 拦 击 来 袭 目 标 计 .在 某 惯性 坐标 系 中 , 记 拦截 器 和 上 自 标 的 
质心 位 置 矢量 分 别 为 x1.,xm;, 如 图 1-2 所 示 . 


| 


图 1-2 
令 相 对 位 置 矢量 为 
育 一 过 [ 一 过 了 则 ， 
则 相对 速度 矢量 为 
V = FL XM. 
设 gl#) 是 相对 固有 : 除 机 动 外 的 ) 加 速度 矢量 , 且 简 化 为 时 间 上 的 已 知 泉 数 . 
若 记 拦截 器 工 的 质量 为 mt 1) ,推力 大 小 为 捕 中 ,推力 方向 为 站 ,有 效 栈 气 速 度 为 常 
数 。, 则 拦截 器 工 关 于 目标 于 的 相对 运动 方程 为 


T= Vp, 
r= a(0 + Ln, (1-11) 
ml(ty =- £0. 
而 初始 时 刻 vw 的 状态 为 
X(t) 二 过 站 > pe to) 二 Pps ml tn) = Mg: {1-12) 
考虑 实际 工程 情况 , 则 控制 量 f(t) 和 wt1) 应 满足 如 下 约 东 : 
Of) < mf) EF. (1-13) 


| wj 了 = wr = 1. 
由 于 拦截 占 L 的 质量 不 能 小 于 所 有 燃料 消耗 完 后 的 有 将 载荷 由。, 若 记 ti 为 拦 
截 过 程 结束 (终端 ) 时 刻 , 则 有 
HE {1-14) 
根据 拦截 的 要 求 ,其 终端 状态 为 
X(t = 0， pttr) 任意 . (1-15) 
为 了 使 整个 拦截 过 程 时 间 尽 量 短 ,燃料 尽量 省 , 取 性 能 指标 为 
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JP = | (er + Ko)dt (1-16) 


其 中 c 是 常数 , 它 是 对 时 间 的 加 权 因 子 . 

所 谓 最 优 拦 截 系 指 选 择 控制 (f,w), 使 系统 (1-11) 式 从 初始 状态 (1-12) 式 出 
发 ,在 终端 时 刻 tt 时 满足 状态 的 终端 要 求 (1-14) 式 , (1.15) 式 , 且 使 性 能 指标 
{1:16) 式 夺 到 最 小 . 


1.2 最 优 控制 问题 


1.2.1 控制 系统 


控制 系统 通常 是 指 描述 被 控 对 象 动态 行为 的 动力 学 模型 . 这 里 指 的 是 由 常 微 
分 方程 描述 的 动力 学 模型 , 即 所 论 的 控制 系统 由 如 下 矢量 微分 方程 描述 : 


Fx= fiir 0) = 的， (1-17) 
其 中 x*E R" 是 状态 ;ww 所 R" 是 控制 ;xo E R" 是 初始 状态 ,fF…) 是 定义 在 [0， 
+ wm) xR" x R" 中 某 区 域内 的 连续 矢 值 函数 , 且 将 每 个 分 段 连 续 控 制 函 数 g(t) 民 
大 后 , 初 售 问题 (1-17} 式 存 在 唯一 解 . 


1.2.2 幼 东 率 件 


加 在 控制 系统 上 的 约束 条 忻 系 指 加 在 状态 ,控制 变量 取 值 上 的 限制 ,又 称 为 控 
制约 束 .通常 控制 变量 都 是 一 些 能 改变 控制 系统 的 动态 行为 , 且 为 取 值 受 限 制 的 物 
理 量 . 它 可 通过 能 力 有 限 的 实际 物理 装 轻 来 形成 ,因此 ,控制 变量 的 取 值 应 有 限制 ， 

一 般 记 为 
nunEUcR" {UU 为 R* 中 的 子 集 , 可 闭 , 可 开 ). (1-18) 

加 在 状态 变量 取 值 上 的 限制 , 除 少 数 情 况 外 (如 1.1 节 的 上 中 要 求 状态 x(4) 
> 0) ,通常 是 指 加 在 终端 时 刻 状态 的 约束 , 它 是 由 控制 的 日 标 所 确定 的 , 即 要 求 系 
统 终端 状态 x( tn (ti 是 终端 时 刻 ) 属于 RR* 中 的 某 个 子 集 $.3 通常 称 为 目标 集 . 一 
般 有 


SA rl gtr,t) =0, gER,p < nl, (1-19) 

一 个 分 段 连续 和 人 值 函数 w(t), 当 它 在 (1-18) 式 的 5 中 坡 值 ,并 使 初 值 问题 

(1-17) 式 的 解 x(1) 在 某 个 区 间 [ jj,te] 上 ,tt > ,存在 , 且 唯 一 ,而 在 终端 时 刻 6 的 

状态 xf) 满足 (1-19) 式 时 , 则 称 xD 为 容许 控制 .容许 控制 的 全 体 所 组 成 的 集合 
称 为 容许 控制 函数 集 , 通 常 记 为 多 . 


1.2.3 性 能 指标 


判别 控制 系统 性 能 品质 优 劣 的 标准 称 为 性 能 指标 ,通常 记 为 Ka(-)),7 E 
R' .由 于 J/ 是 一 个 依赖 控制 函数 w(t) 的 实数 ( 即 7 是 一 个 证 庄 ), 所 以 有 时 又 称 
Ja(,)) 为 性 能 指标 泛 函 .通常 J w(*)) 可 表达 为 
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Je) = K(z(CtD ,tn) + x(a de (1-20) 


其 中 x({4) 是 (1-17) 式 对 应 w(t) 的 解 ;x(tn 是 x04) 在 二 时 刻 的 值 ;KK(…) 、L(…) 
为 其 变 元 的 标量 函数 . 

当 此 兰 0, 上 0 时 , 称 J(w(*)) 为 混合 型 指标 ; 当天 0, 而 上 = 人 0 时 , 称 
J(ut*)) 为 未 盾 型 指标 ;当下 = 0 关 0 时 , 称 TLw(*)) 为 积分 型 指标 .值得 注意 
的 是 :在 最 优 控制 理论 中 只 讨论 wat)) € R 的 情况 . 昌 然 可 以 提出 名 个 性 能 指 
标 问 题 ,但 由 于 包 个 性 能 指标 之 间 无 全 序 可 比 性 ,难于 讨论 .关于 这 方面 的 研究 ,至 
今 ,实质 性 的 进展 不 大 ， 


1.2.4 最 优 挖 制 问题 的 数学 描述 及 最 优 解 


所 谓 最 忧 控制 问题 系 指 在 容许 控制 函数 集 多 中 找 出 控制 函 数 , 使 得 性 能 指 
标 J#(*)) 达到 极 小 {或 极 太 ). 由 于 使 sn(') 达到 极 小 的 wf) 属 本 -Jint')) 
达到 极 大 ,因此 ,从 理论 上 讲 只 讨论 使 性 能 指标 达到 极 小 使 足够 了 .使 性 能 指标 达 
到 极 小 的 容许 控制 函数 称 为 量 优 控制 问题 (1-17? 式 (1-20) 式 的 最 优 控制 务 数 ， 
简称 量 优 控制 , 记 为 站" (的 .(1-17) 式 的 对 应 于 we* (1) 的 解 x** (2) 称 为 最 优 控制 
问题 (1-17) 式 ~ (1-20) 式 的 最 优 轨 线 .对 应 于 ww* (1) ,x* (4) 的 牲 能 指标 


J 二 jn*) = Kx Ctr ),tr ) :| Lr (Cn (EY,t)dt, 
外 


称 为 最 优 性 能 指标 . 如 果 t+ 是 不 固定 的 , 则 与 w" (1) ,x "(41) ,J” 相 对 应 的 tr 称 为 
最 优 终端 时 刻 ;而 tf -ww 称 为 最 优 过 渡 时 间 ,(x "(0 ,w "(由 ) 称 为 最 优 控制 问题 
(1-17) 式 ~ (1-20) 式 的 解 . 


1.2.5 最 优 控制 问题 与 古典 变 分 问题 的 区 别 


众所周知 ,上 古典 变 分 法 也 曾 讨论 过 与 混合 型 . 末 值 型 .积分 型 性 能 指标 相对 应 
的 保 尔 芯 (Paultz) \ 马 伊 尔 , 拉 格 朗 日 (J. 上 .Lagrange) 变 分 问题 .这 是 二 者 相同 之 处 ， 
但 二 者 世 有 区 别 , 其 中 最 本 质 的 区 别 是 :在 吉 典 变 分 法 中 相当 于 容许 控制 函数 的 取 
值 范围 是 开 集 ;而 在 最 优 控 制 问题 中 ,5 可 以 是 开 集 , 亦 可 以 是 闭 集 ,特别 当 
为 有 界 闭 集 { 它 是 工程 上 最 常见 的 情况 ) 时 ,最 优 控制 问题 的 讨论 就 要 麻烦 得 多 ， 


2 极 大 值 原 理 
2.1 ” 极 大 值 原理 概述 


2.1.1 上 席 特 里 亚 金 极 大 值 原理 
为 了 用 述 极 太 慎 原理 , 对 最 优 控制 问题 中 所 涉及 的 阴 数 f(r,n,1) ,LL(r,4， 
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1 ,K(x,t) ,g(x,t) 作 如 下 假设 : 设 大 基站， 区 是 .区划 关于 
其 变 元 是 连续 的 ,关于 *,: 是 连续 可 微 的 , 且 /(x ,nt),4, 关 ,于 ,和 是 有 界 的 . 
记 最 优 控 制 问题 的 哈密 顿 {Hamilton) 函数 为 
Hix MW) = Lr HR) + WX) (2-1) 
定理 1{ 庆 特 里 亚 金 极 大 值 原理 设 w* (1) 是 最 优 控制 ,*” (2) 是 最 优 轨 线 ， 
则 一 定 存 在 矢 值 消 数 Ww(1) 和 Re 和 常 矢量 jg ER? ,使 得 在 民间 [5 是 上 ,nn"(t)， 
x ,w(t ,4 一 起 满足 


le xz = (4 x {tf ee tt ) -= 0 ,0),D), 
x {to = wo, 
y(t) =- x tt A t,t , (2-2) 
Vd E00 ra 
2 对 于 gg" (0) ,在 [4w,tr] 上 的 一 切 连 续 时 刻 上 处 ,有 
HOS Cu (CE), WE, = mexH OX (0) ,ups ts (2-3) 


3 当 终 端 时 刻 上 不 国定 时 ,有 
Hx wt) CE ED = 有 CE 了) + 
1 红 本 
| 0 WD (2-4) 


Hx Osu CD WD = EO ,pr BE. (2.5) 
亦 称 最 大 值 原理 为 最 优 控制 存在 的 必要 条 件 . 

当 终 端 时 刻 4 固定 时 ,虽然 关系 式 (2-4) 式 仍 成 立 ,但 此 时 HCx* (4 ,a* (40)， 
wt) ,tr) 没有 明确 的 表达 式 , 因 而 提供 不 出 更 多 的 信息 . 

最 优 轨 线 x" (5( 亦 称 最 优 状态 演化 ) 和 协 态 y(n) 满足 的 2n 阶 微分 方程 
(2-2) 式 , 称 为 最 优 控制 问题 的 正则 方程 组 . 最 优 控制 理论 中 ,正则 方程 组 是 以 x、 
yw 为 未 知 函 数 并 带 有 控制 的 两 点 边界 值 问题 . 协 态 变量 清 足 的 终端 点 条 件 

WO) 2 E00 .ra 
称 为 模 截 条 忻 . (2-3) 式 是 极 大 值 原理 的 缘由 , 它 的 直观 含义 是 ; 哈密 顿 函数 
Hx (0) ,WW(t), 引 ) 作 为 # 的 函数 在 a" (1!) 处 达到 极 大 .由 极 大 值 原理 确定 出 的 
控制 称 为 极 值 控制 ,其 相应 的 轨 线 称 为 极 值 轨 线 ， 


2.1.2 把 大 值 原 理 的 定 解 条 件 和 最 优 控制 综合 


所 谓 极 大 值 原理 的 定 解 条 件 系 指 :如 果 从 最 优 控制 问题 的 物理 背景 或 其 他 途 
径 可 以 知道 最 优 控制 存在 且 唯 一 ,那么 是 否 能 由 极 大 值 原理 确定 出 这 个 最 优 控制 
呢 ? 管 案 是 肯定 的 .这 是 因为 从 极 大 值 原理 知 ,欲求 最 做 控制 ns”E R" ,必须 同时 
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求 x*”ER"wER nCER" KHER ,tr 共 有 2n+ m+ p+ 1 个 变量 .而 极 大 
值 原理 中 {2-2) 式 提供 了 2n 个 条 件 (n 个 初 值 条 件 ,n 个 线 慎 条 件 ),(2-3) 式 提供 了 
下 个 条 件 ,(2-5) 式 提 殿 了 一 个 条 件 ,再 加 上 g(x* (tf) 5) = 0 提供 的 p 个 条 件 , 共 
有 2n+ m+ p+ 1 个 条 件 . 它 表 明 , 在 求解 最 优 控 制 过 程 中 待 求 的 变量 数目 恰好 等 
于 极 夫 值 原 理 提供 的 条 件数 目 , 因 而 ,问题 是 相 容 的 . 即 如 果 已 知 最 乱 控 制 存在 是 
唯一 ,而 且 由 要 大 值 原 理 求 得 的 解 又 是 唯一 的 , 则 这 个 解 就 一 定 是 最 优 插 制 问题 的 
解 ; 如 果 已 知 量 优 控制 存在 且 唯 一 ,但 由 极 大 值 原 理 可 求 得 多 个 解 , 则 可 通过 比较 
其 性 能 指标 值 大 小 的 方法 来 袭 得 量 优 控制 问题 的 解 .例如 取 性 能 指标 值 最 小 者 对 
应 的 控制 和 相应 轧 线 为 最 优 的 解 . 

如 果 求 得 的 最 优 控制 仅 是 时 间 + 的 函数 , 即 #" i) , 则 此 最 优 控 制 称 为 程序 式 
开 环 控制 ,如 果 能 把 最 优 控 制 解 成 状态 x 和 时 间 上 的 函数 , 即 pg" (x) , 则 称 它 为 
最 优 综 合 控制 函数 . 显然 这 种 控制 是 状态 反馈 式 的 ,因而 是 闭环 控制 . 众 所 冰 知 , 闭 
环 控 制 系统 具有 抗 外 干扰 能 力 强 和 适应 性 强 的 优点 .因此 ,在 实际 应 用 中 ,总 是 希 
望 找到 最 优 综合 控制 函数 .但 遗憾 的 是 , 除 极 少数 简单 的 最 优 控 制 问题 能 求 得 其 最 
优 综合 控制 函数 外 ,大 部 分 最 优 控 制 问题 不 要 说 求 得 最 优 综合 控制 师 数 ,甚至 连 开 
环 最 优 控 制 函 数 的 解析 式 都 难于 求 得 ,只 能 通过 计算 机 求 共 数字 解 ， 


2.1.3 ”最 优 控 制 的 充分 条 人 忻 


由 于 极 类 值 原理 只 是 最 优 控制 的 必要 条 件 , 亲 此 ,由 极 大 值 原理 解 出 的 极 值 控 
制 不 一 定 是 最 优 控制 . 所谓 最 忧 控制 充分 条 忻 系 指 为 使 极 值 控 制 必 为 晤 优 控制 而 
应 如 在 最 优 控制 问题 上 的 条 件 .已 知 最 优 控 制 的 充分 条 件 有 老 种 形式 .为 了 说 明 问 
题 ,十 面 给 出 一 种 . 
定理 2 痊 定 最 优 挫 制 问题 : 
x = 此 {t 十 fin,t), 
in) = Xo, 


Tu} = Crttr) + [rx + LEutt)) yd 
pn 


其 中 p(t) 和 A4{4) 的 元 都 是 ; 的 连续 函数 ;L(:) 和 所:) 都 是 变 元 的 连续 精 数 . 记 
H=- pit)r- Ln + WTA + Win,t), 

设 w" (8) 扎 名 (容许 控制 函数 集 ), 相 应 轨 织 为 x (C0.x (2) 和 W(t) 为 方程 
T= AY + fu Ct)1), 
rto) 三 Ns 
+ HX Wn (if 
Ww = 一 ax 4 
wt) =- CT 

的 解 .如 果 w(x** (wb 一 起 满足 

Hx CO CO) WO, = maxH (x (于 人) 1), 


EY 
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则 g* (8) 必 为 最 优 控 制 ， 
2.2” 极 大 慎 原 理 与 动态 规划 方法 


2.2.1 最 优 性 原理 


1957 年 贝尔 显 (R. Bellman) 在 4 动态 规划 # 一 书 中 提出 了 最 优 性 原理 .最 优 性 原 
理 系 指 :一 个 最 优 过 程 的 任何 最 后 一 段 过 程 都 是 量 优 的 . 它 是 一 个 非常 一 般 的 原 
理 .下 面 以 连续 时 间 最 优 控 制 过 程 {最 优 控制 问题 ) 为 例 来 说 明 这 个 原理 . 考虑 如 
下 最 优 控制 问题 . 


状态 方程 ; x= fxn), x(t0) = Ko. (2-6) 
导 标 集 : 
控制 约束 : nw EE UCR" x(r) = 和 (VW 为 有 界 闭 集 ). {2-7) 
性 能 指标 : 
Im) = = [2rd)de. (2-8) 
0 


其 中 让 …) ,LL(…) 的 含义 和 假设 如 2.1.1 小 节 所 定义 ,对 于 最 优 控 制 问题 (2-6) 式 
~ (2-8) 式 ,最 优 性 原理 为 :如果 gg“ (4) 是 区 间 [5,t 上 的 最 优 控制 ,x" (2) 是 最 
优 轨 线 ,那么 将 n* (41) 限制 在 [5 上 内 的 任 一 子 区 间 1er ] 上 ,ww” 仍 是 对 应 于 
初 值 条 件 (! ,xz* 6) 的 最 优 控制 . 


2.2.2 动态 规划 的 基础 一 一 贝尔 村 方程 


设 对 于 每 个 xo € R" ,最 优 控制 问题 (2-6) 式 ~ (2-8) 式 的 最 优 控制 都 存在 , 记 

初 值 条 件 (io,xo) 下 的 最 优 性 能 指标 为 
Tu ) = Ho ro), 

其 中 中 … 是 变 元 如 ,加 的 冰 数 , 且 乒 本 0) = 0. 它 表明 对 系统 (2-6) 式 而 言 , tt 时 
刻 的 状态 xft 已 在 目标 集 J(x(ir) = 0) 上 , 故 最 优 性 能 指标 为 霍 . 

记 ww" (7) 为 最 优 控制 ,* (4) 为 最 优 轨 线 ,tf 为 最 优 终端 时 刻 . 如 果 作 为 变 元 
,xf 函数 的 最 优 性 能 指标 A: ,x) 关于 变 元 是 二 次 连续 可 徽 的 , 则 可 得 最 优 控 制 存 
在 的 另外 一 个 必要 条 件 , 即 

min{ Le) + bs Ogre (1) ,uw) + Lx" (0) ,0) 


= OU + EE Op C0),u* (1)) + 
Lx (i uC)) = 0, (2-9) 


tr 0) = 0. {2-10) 
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关系 式 (2-9) 式 称 为 最 优 控制 问题 42-6) 式 ~ (2-8) 式 关于 性 能 指标 所 上 7 的 贝 
尔 遇 方程 . 它 是 一 个 带 边 办 条件 (2-10) 式 的 一 阶 炉 微分 方程 .贝尔 曼 方程 是 动态 规 
划 的 基础 ， 


2.2.3 贝 示 腕 方程 与 极 大 村 原理 


通常 称 方 各 
min{ 3 + SUCx sm) + Lx,u)} = 0 (2-11) 
tO0) = 0, (2-12) 


为 连续 过 程 的 动态 规划 方程 , 即 贝 尔 旭 方程 .其 中 了 是 (tx) 的 未 知 罗 数 . 如 果 存 


在 一 个 依赖 于 * ,2 .34 的 矢 值 函数 ax = 吉 =, 字 , 东 ] 满足 (2-1) 式 , 即 


min{ 9 + Fx) + Er] 
= 3 + fx ue) + Lr a xr,d ,HL)), 
且 与 u(x*, 字 ,入 ) 相对 应 的 贪 微分 方程 
3 + Hr, u(x,F ,2)) + L(x, u(x, ,3)) = 0, 
开本 0) = 0, 
存在 关于 变 元 (1,x) 具有 二 次 连续 可 微 的 解 (1,x), 则 由 此 解 J" (t,x) 可 得 出 
最 优 控制 问题 2- 个 式 ~ {2-8) 式 的 相应 极 大 值 原理 的 全 部 条 件 . 即 由 J 了 "Ci,x} 可 
得 如 下 俏 数 : 
zx, (x dj 4). 


Or'dx 
设 x¥* (41) 为 如 下 方程 的 解 : 
X= fr a Cx,t)), 


ft = Ko {tr) = 0. 


念 
1) wx (4), 4), 
取 WO SE 
DJ (1, 
wt) =- -0 = pp. 


其 中 jp 为 待定 常 矢量 , 则 xD, * (7) ,WC 满足 相应 极 大 值 原理 的 全 部 条 件 . 
2.2.4 最 优 综 会 控制 汶 数 让 在 的 充分 条 性 
给 定 贝 尔 曼 方程 
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min{ 3 + SLC,n) + L(x,u))} = 0， (之 -13) 


号 它 
上 CE) = 0. {2-14) 
其 中 L(x ,ww) 是 x,# 的 正 销 数 , 即 除去 当 x = 0,w = 人 0 时 ,站 L0,0) = 0 外 ,对 于 
其 他 任意 x ER",w EV, 沸 有 L(x,n) > 0. 


如 果 存 在 关于 变 元 (1,x) 连续 可 微 的 矢 值 函数 w(x, 4, 4), 使 得 于 + 
S52Ax ,wn) + L(x,w) 达到 极 小 , 且 偏 微分 方程 
了 + f(r ux, ,3)) + Lr, u(x,s 3) = 0, 
J tn x(t))} = 0， 
存在 正定 解 , 即 存在 关于 + 的 正定 函数 "(1,x)(J" (1,x) > 0,Y x 0), 使 得 
J (t,x} 和 
ue) s(x, ,SL 
一 起 满足 
9 (i x) + 2 (bE),y) + LE,p) 


ar x 


CD SEE, a (r,t)) + Lx (x,t)) =0 


EE tr 
(Yre VU, yxEe RR"), 
其 中 刁 > 0; 则 称 由 尔 曼 方程 (2-13) 式 、(2-14) 式 存 在 正解 CJ (i,x), n(x,1)). 
定理 3 ”如果 贝尔 最 方程 (2-13) 式 、(2- 14) 式 存在 正解 (人 (Ci,x) ,wn* (x, 1))， 
则 (x,t) 必 是 最 优 控制 问题 42-6) 式 ~ (2-8) 式 的 最 优 综合 控制 上 晒 数 ,而 "(i， 
xz) 是 系统 的 最 优 性 能 指标 . 


3 ”时间 最 优 控制 


时 间 最 忧 控制 或 快速 控制 通常 是 指 以 过 流 时 间 为 性 能 指标 的 最 优 控 制 . 它 要 
求 把 系统 内 一 个 状态 (初始 状态 ) 转移 到 筋 一 个 状态 {终端 状态 ) 的 过 渡 时 间 晤 短 . 


3.1 仿 射 非 线性 系统 的 快速 控制 


仿 射 非 线性 系统 的 快速 控制 问题 可 描述 如 下 . 
状态 方程 : 

T= flix) + Bixst)u, xlio) = xwo EE R", (3-1) 
控制 约束 ; 


3 时 间 最 优 控制 。 5S29 ， 


def 
HH 拓 i, 一 一 Im | 二 Cus Hs em) | te | 和 = bb, 一 1 ,2m {3-2) 
月 标 集 ; 


:Ti ty = 0. (3-3) 
性 能 指标 : 
Jiut')) = | df= i to. (3-4} 
外 
其 中 Fx) = Ch) Pr XT, 


BCT) = (gORIE), BR) ,Er ), 
Bt{x,t} = A 
设 fx ,0 br) gr = ,12 ; 孝 
基 关 于 其 变 元 为 连续 , 且 关 于 * 为 连续 可 微 的 困 数 . 
系统 03-1) 式 的 快速 控制 问题 系 指 求 满足 控制 约束 (3-2) 式 的 分 让 连续 天 值 
顺 数 #(0, 它 把 43-1) 式 的 初 态 xo 量 快 地 (使 指标 (3-4) 式 夺 到 最 小 ) 控制 到 目标 
集 SS 上 . 


3.1.1 正则 快速 控制 系统 
如 果 记 快速 控制 问题 (3-1) 式 ~ (3-4 式 的 哈密 名所 数 为 H{(x ,HW .tt), 则 有 
H{ix HWt)=—-1+ 之 WA 日 + 之 /上 全 一 BCX, tw {3-5) 


设 u (是 快速 控制 ,r”( 旺 是 相应 的 快速 轨 线 ， 村 是 最 优 终端 时 刻 ,由 极 天 
值 原理 可 知 ,存在 失 值 函数 w(t) ,使 得 x¥* (0) ,w(t) 和 it) 一 起 满足 
关于 


和 (to) = 部 站 了 【3- 6) 
$0 = DE De OP Ep 
绝代 ) = -> 2 i 三 1 之 {3-7) 
© 00) = sen( Dh (Ds RD), 
(Cyre [wr)) 1 j= 1,2," (3-8) 
-I+ Spr Fr Ctr De + SS 故人 
4=1 j= i=1 
Dy (3-9) 


11 

其 中 pg ,i = 1,2,…,Pp, 是 待定 常量 .而 

1 { 当 了 >» 0 时 )， 

1-， { 当 = < 0 时 )， 
? { 当 z = 人 0). 


sgniz| = 
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显然 ,从 (3-8) 式 和 sgni.! 的 定义 可 知 ,为 了 能 够 通过 极 大 值 原理 提供 的 条 件 
确定 出 快速 控制 (如 果 快 速 控制 存在 ) ,必须 限制 所 讨论 的 快速 控制 问题 为 正则 的 ， 
通常 称 它 为 正则 快速 控制 系统 .下 面 给 出 一 个 快速 控制 问题 为 正则 的 确切 定义 ;如 
果 对 共 纯 方程 (3-7) 式 的 任 一 非 等 解 y¥ (1) = ( 吉 (0) ,和 (1 ,如 (4))", 都 不 存在 
一 个 六 1 三 了 < m 见 ) 使 得 函数 

A 
在 任意 有 限时 间 区 间 [ 10,1] 上 存在 零 素 点 , 划 称 该 快速 控制 系统 为 正则 的 ,否则 
称 其 为 奇异 的 .值得 注意 的 是 :正则 与 麻 异 快速 控制 系统 的 区 别 仅 表 现在 通过 极 大 
值 原理 提供 的 条 件 能 否 确 定 出 极 值 控 揣 而 已 ,而 它 与 快速 控制 问 是 是否 存在 快速 
控制 没什么 必然 的 联系 ,也 就 是 说 ,正则 快速 系统 也 可 能 不 存在 快速 控制 , 而 奇 
异 快速 系统 却 可 能 存在 着 快速 控制 ,只 是 通过 极 大 值 原理 提供 的 条 件 不 能 确定 出 
它 来 而 已 . 


3.1.2 正则 快速 控制 系统 的 群 嫩 原理 


正则 快速 控制 系统 表明 :对 于 一 切 的 ) = 1,2,…,m,p,(t) 在 任何 有 限 区 局 
[zy,5] 上 公有 有 限 儿 个 霍 点 .从 (3-3) 式 可 知 ,快速 控制 国 数 由 (0) ,j= 1 2 
都 是 在 1 和 - 1 之 间 来 回 切换 , 切换 时 刻 愉 是 pj(t) 的 零点 时 刻 , 通常 称 它 为 
uj = 1,2,…,m 的 开关 时 刻 ， 

定理 1 (至 友 {bhangbang) 原理 )” 设 wu“ (it) 是 最 优 控 制 问题 (3-1) 式 ~ 
(3-4) 式 的 快速 控制 ,x" (4+) 是 相应 轨 线 ,上 是 相应 的 终端 时 刻 , Ww( i 是 相应 的 其 
罚 矢量 .如 果 快 速 控制 系统 是 正则 的 , 则 快速 控制 sa" (0) = (ur (0, (1) ,…， 
u(t))7 由 (3-8) 式 确定 .而 x" ,Ww(?), 坟 分别 满足 (3-6) 起 (3-7) 式 和 (3-9) 
式 . 


3.2 ”线性 系统 的 快速 控制 
症 (3-1) 式 中 ,如 果 fx ,5) = ACDx, 才 (x,1) = (4) ,其 中 (0) ,BC1) 分 别 


为 nxn 和 nx m 矩阵 , 则 仿 射 非 线 性 系统 (3-1) 式 成 为 线性 时 变 系 统 : 


T= A(I)r + Bl)n, 
xtio) = 20 RR, 
设 A{7),B(1) 的 元 都 是 时 间 上 的 连续 或 分 段 连 续 函 数 , 且 记 
Ble) = (Bt), Bat #) ,nn , BLL)], 
其 中 (41),j = 1,2,…,m 是 BB(t) 的 第 j 列 矢量 . 


3.2.1 ”线性 时 变 正 则 快速 控制 系统 的 充分 条 件 
线性 时 变 快 速 控制 问题 如 下 . 


(3-10) 
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状态 方程 ; 
r= Ci)xY + Blt)y. 
Xin) = mo. 
控制 约束 : 
we l= 2 mm = (a im) (3-11) 
目标 集 : 
X(t) = (tr > to). 《3-12) 
性 能 指标 : 
Haut)) = 在 一 车 ， (3-13) 


所 请 线性 时 变 快 速 控 制 问题 是 求 满足 (3-11) 式 的 分 段 连续 控制 函数 gt1), 它 把 系 
统 (3- 10) 式 的 初 态 xo 转移 到 终 态 rt = 0, 且 使 tt -达到 极 小 ， 

易 知 ,快速 控制 问题 (3-10) 式 ~- (3-13) 式 的 哈密 顿 函数 、 共 纪 方 程 和 横 截 条 
件 分 别 为 


Hx,w Wt) = T+ wiACr+ WA)n, (3-14) 
VW=— A yw, 
名 (tf =- rE， (3-15) 
其 中 jg 为 等 定常 矢量 . 


从 线性 微分 方程 的 解 可 知 ,如 果 记 更 (t,r) 为 相应 ] :矩阵 4(1) 的 基本 解 阵 ， 
则 {3-15) 式 的 共 办 方 程 的 解 为 


wt) = Br, tn, (3-16) 
从 {3-14) 式 和 (3-16) 式 可 知 ,使 Hx,w YW,i) 天 于 上 联 极 大 的 w 应 为 
uD = spn BODOBD) (= 1,2,..,m). (3-17) 


显 热 ,如 果 在 任何 有 限时 间 区 则 上 , 消 数 
pt) = 其 [分 (让 人 (j= 1,2,,m) 
公有 有 限 个 零点 ,由 快速 控制 问题 (3-10) 式 ~ (3-13) 式 是 正则 的 . 
定理 2 设 A(1?),B(tt) 关于 上 是 足够 能 微分 的 ,如 果 对 于 平行 坐标 轴 的 单位 


矢量 
5 = {00100), 
TFT me 
皆 有 


rank[ Bi{ te, Bie Be = nn (= 1,2. ,mYt 2 to), 
则 线性 时 变 快 速 系 统 是 正则 的 ,其 中 
Bet) = B(E), 


Bt) = AIBCE) + Bott)y (hk = 2,3, ,1). 
3.2.2 线性 定常 正副 快速 控制 系统 的 充 要 条 件 
在 (3-10) 式 中 ,如 果 汪 (所 = 六 ,BB(1) = 朋 ,A, 明 为 常 矩 阵 , 央 总 性 定常 快速 控 
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制 问 题 如 下 . 
状态 方程 ， 
{2 rr + Br: (3-18) 
Xt to = kn. 
控制 约束 : 
lulli= 1,2, mm, HH = (Cu Da Hm ) (3-19) 
目标 集 
区) = 0. (3-20) 
性 能 指标 : 
u(t = tr to. (3-21) 


所 谓 线 性 定常 快速 问题 是 求 满足 (3-19) 式 的 分 段 连 续 控制 函数 nw{1) , 它 把 系 
统 (3-18) 式 的 初 态 xo 转移 到 终 态 x(tr) = 0, 且 使 坪 - iw 达到 极 小 . 
对 于 线性 定常 快速 控制 问题 ,利用 极 大 值 原理 可 知 ,其 快速 控制 沙 数 为 
uf (1) = — sgn(H expt A Tre Db) (f= 1,2,.,m), (3-22) 
其 中 | 
地 = [Bb be,). 
定理 3 线性 定常 快速 控制 问题 (3-18) 式 ~ {3-21) 式 是 正则 快速 控制 系统 的 
充 要 条 忻 为 
rank[ Bb, Ab,., A"'b] 三 由 (了 = | 人 
称 之 为 “最 广 位 置 条 忻 ”. 
推论 1 线性 定常 快速 控制 问题 (3- 18) 式 ~ (3-21) 式 是 奇异 快速 控制 系统 的 
充 要 茶 件 为 斌 少 存在 一 个 整数 六 ,1 < jn 所 m, 使 得 
rank!{ 0, Abo, ,A"-!1ho] < nh. 
定理 3 表明 ,线性 定常 快速 控制 问题 (3-18) 式 ~ (3-21) 式 是 正则 快速 控制 系 
统 的 充 要 条 件 , 对 每 一 个 控制 分 量 w 而 言 ,系统 (3-18) 式 都 是 完全 能 控 的 ,相反 ， 
{3-18) 式 ~ (3-21) 式 是 麻 异 快速 控制 系统 的 充 要 条 件 为 至 少 存在 一 个 控制 分 重 ， 
使 得 系统 (3-18) 式 对 这 个 控制 分 量 而 言 不 是 完全 能 榨 的 . 


3.2.3 ”线性 定常 系统 快速 控制 的 唯一 性 
对 于 线性 定常 正则 快速 系统 而 言 ,由 于 


pl Eu pTexp( AT(#s — 1))b, (j = 1.2 m), 
在 任何 有 限时 间 区 间 [b,#] 上 仪 有 有 限 个 零点 ,内 此 形 如 {3- 训 ) 式 的 控制 函数 
#“ (1) 在 任何 有 限时 间 区 间 [ iw, tr] 上 除去 有 限 个 时 刻 (ptz) = 0 的 时 刻 ) 外 都 是 
完全 确定 的 .因而 ,有 如 下 定理 . 
定理 4 设 线 性 定常 快速 控制 问题 (3-13) 式 ~ 13-217 式 是 正则 的 .如 果 快 速 


控制 存在 , 则 它 必 是 唯一 的 . 即 是 说 ,如 果 存 在 两 个 快速 控制 w* (1) 和 ww“(t)( 它 
们 必 有 相同 的 性 能 指标 ,因此 ,有 相同 的 终端 时 刻 好 ), 则 在 [t,t? ] 上 , 除 有 限 个 
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时 刻 和 外 , 均 有 


uw {t= ww (1). 

对 线性 定常 正则 快速 控制 系统 而 言 , 如果 快速 控制 存在 , 则 其 快速 控制 函数 ， 
除 有 限 个 时 刻 ( 称 为 开关 时 刻 ) 外 ,都 是 唯一 确定 的 . 关 十 快速 控制 函数 开关 次 数 
{开关 时 刻 个 数 ) 有 如 下 定理 . 

定理 5 {开关 次 数 定理 ) ” 设 线 性 定常 快速 控制 问题 (3-18) 式 ~ (3-21) 式 是 
正则 的 , 且 其 快速 控制 

下 (= 
存在 , 记 uw? (4) 的 开关 次 数 为 让 ,如 果 年 阵 4 的 特征 值 14 = 1,2,…,n) 篆 为 实 
数 , 则 有 
N= max| Nj = 1,2. ,ml sn-l, 

其 中 n 是 系统 (3-18) 式 的 阶 数 ;NN 称 为 快速 控制 的 开关 次 数 ， 

3.2.4 ”线性 定常 系统 快速 控制 的 存在 性 


记 线 性 定常 快速 控制 问题 (3-18) 式 ~ (3-21) 式 的 容许 控制 西数 集 台 为 多 。， 
即 


def 
多 。 一 u(t}!, 

其 中 u(t) 为 定义 在 有 限时 间 区 间 上 的 取 值 满足 约束 (3- 19) 式 的 分 段 连续 矢 值 函 
数 , 它 把 系统 (3-18) 式 的 初 态 xo 对 Rs" 在 有 限时 间 内 转移 到 终 态 zft) = (0. 

定理 6 给 定 钱 性 定常 快速 控制 癌 题 (3-18) 式 ~ (3-21) 式 ,如 果 窗 。 非 空 ， 
则 必 存 在 快速 控制 ， 

定理 7 设 线 性 定常 快速 控制 问题 (3-18) 式 ~ (3-21) 式 是 正则 快速 系统 ,如 
此 4 的 特征 值 党 具有 负 实 部 , 则 快速 控制 必 存 在 { 即 对 于 任 一 xo 所 本 ,都 存在 把 
xo 引导 到 上 坐标 原点 的 快速 控制 ). 当 m = 1( 即 系统 (3-18) 式 为 单 输入 ) 时 ,定理 的 
条 件 可 减弱 为 4 的 特征 值 篆 具 有 非 正 实 部 . 


3.2.5 ” 驱 积 分 模型 的 快速 控制 


双 积 分 模型 是 二 阶 线 性 定常 系统 中 最 简单 和 最 常见 的 一 个 系统 ,其 动力 学 方 
程 为 
8 区 3-23) 
其 中 7 E 了 im 为 常量 ,f(t) 为 驱动 项 .(3-233) 式 实际 描述 了 一 个 具有 惯性 的 质量 
为 m 的 质点 在 无 阻尼 条 忻 下 的 运动 . 
例如 ,卫星 等 字 航 飞行 器 的 单 通道 姿态 控制 系统 常 可 简化 成 模型 (3-23) 式 . 此 
时 六 表示 慨 量 矩 ( 视 为 常量 ) ,y 表示 卫星 绕 某 疏 性 主轴 的 角 位 移 ,f(s) 表示 控制 力 
矩 .工程 上 控制 力 算 的 取 值 总 受到 限制 ,因此 ,总 存在 HH > 0 穗 得 1 (2) 1 ,时 
为 常数 . 卫星 姿态 控制 的 重要 问题 之 一 为 ;要 求 对 系统 施加 控制 力矩 ,使 得 其 朋 位 
移 和 角速度 尽快 好 转移 到 希望 值 上 . 
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令 x = yz = y= X41, 再 通过 适当 选择 控制 变量 的 度 基 单 位 柄 其 归 一 化 ,可 
将 方程 (3-23) 式 变 换 为 


东 上 三 完 7， 
g2 = 旦 ， (3-24) 
xilt0) = Xi = Flto), X(to) = Xm = ¥ {10)3 
控制 约束 变 为 
lulel; (3-25) 
煞 端 状态 为 
Xi 人 人) = yt = 0, wat tr) = YE = 0; {3-26) 
性 能 指标 为 
= 二 一 各- 【3-271 
(3-24) 式 ~ 《3-27) 式 组 成 的 最 优 控 制 问题 怡 是 线性 定常 快速 控制 问题 , 称 为 
双 积 分 模型 快速 控制 . 


不 难 验 证 ,线性 定常 快速 控制 问题 {3-24) 式 ~ {3-27) 式 是 正则 的 , 且 其 系统 
矩阵 为 


0 1 
4=<[， 小 
其 中 4 有 两 个 零 特征 值 ， 

只 要 注意 到 此 时 mm = 1, 从 控制 存在 性 和 唯一 性 定理 可 知 ,把 系统 (3-24) 式 从 
任意 初 态 (xo, ,xz) 所 民 引导 到 坐标 原点 的 快速 控制 函数 存在 且 唯 一 ,而 屿 由 极 
大 值 原 理 唯 一 确定 , 即 快速 控制 函数 为 

2 (0 = sen( tli)), (3-28} 
其 中 共 乾 向 量 * Pe), fats) 三 er) 洪 足 ， 
gi = 0, pt sr) = 二 Li? 
由 =- ht =- pp. 3-29) 
其 中 gi ,px2 为 待定 常量 . 
直接 解 共 瑟 方程 ,得 
Pt) = pt £) - pe2) 
由 土 式 可 知 ,快速 控制 na* (1) 至 名 开关 一 次 ， 

注意 到 快速 控制 函数 uz* (4) 的 土 述 特 点 ,利用 时 间 反 推 法 ,能 够 得 到 双 积 分 

系统 快速 综合 控制 函数 为 
2 


u" (1, x1 xX2) = — Sgn x + 2 | x2 1)， (3-30) 
而 从 性 一 初 态 (xw, zw)" EE 民 出 发 ,最 快 到 达 原 点 (0,0)' 的 过 渡 时 间 为 


mw 党 


3 时 间 景 优 控 制 ，S35 ， 


{ 当 T+ Dx | 让 加 | > 0 时 ); 


Xi0 + 44x10 + 2% 
. 、 | 
tr 一 和 二 一 Xt 一 4xin + 24 { 当 sw+ 7 xnl xwml< ON); 


1 x | ( 当 wio+ 六 xm 1 xm1= 0 时 ). 
{3-31) 
将 (3-30) 式 代 人 (3-234) 式 得 双 积 分 环节 快速 闭环 系统 
| = M2 xi( to) 三 营 拉 世 
， -32 
{: = sgn(xl+ 学 | xz 1)， xal to) = NM: (3-32) 


(3-32) 式 的 相 平 面 图 如 图 3-1 所 示 . 


[有 


rr: 
-= tx x2) | wi 一 方 怠 ,1 0 ,T+*= x wma) | x = 站 二, | 
图 3-1 
图 中 -UT* 是 (3-24) 式 的 快速 闭环 系统 的 开 美 曲线 . 而 双 积 分 环节 快速 闭 
环 系 统 的 工程 实现 框图 如 图 3-2 所 示 . 
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在 图 3-2 中 ,用 表示 继电器 完成 符号 函数 功能 ; # 是--… 非 线性 环节 ,其 输入 为 
za: 而 输出 为 二 加 | wa |iz = wl 二 x | x 1. 


4 ”线性 二 次 最 优 控制 


在 实际 控制 工程 中 ,存在 着 两 类 问题 :中 求 眼 踪 系 统 的 已 知 * 标 称 量 气 如 * 标 
称 控制 函数 ”和 " 标 称 轨 线 ”) 或 期 望 信和 号 的 控制 设计 问题 .中 求 系统 的 误差 和 “ 控 
制 能 量 ” 在 总 体 平 均 意 义 下 最 小 的 控制 误 计 问题 .这 两 类 问题 最 终 都 好 结 为 线性 
系统 二 次 指标 下 的 量 优 控制 问题 ,简称 线性 二 次 最 优 控制 问题 . 从 理论 和 应 用 两 个 
方面 来 讲 ,二 次 最 优 控制 问题 是 研究 得 比较 完整 的 ,其 最 优 控 制 具 有 反馈 的 好 形 
式 ,特别 对 于 线性 定常 系统 ,不 但 其 最 优 控 制 只 要 通过 一 系列 标准 化 过 程 便 可 求 
解 ,而 且 最 优 闭 环 系统 也 具有 优良 的 品质 ,因此 , 深 受 广大 1. 程 技术 人 员 欢 迎 ， 


4.1 ”线性 二 次 最 优 控制 问题 
线性 二 次 最 优 控制 问题 可 叙述 如 下 . 


状态 方程 ; 
X= A(T+ BI}; 
(to) = x0 E Rr". (4 
控制 约束 ; 
中 人 了 {4-2) 
其 中 避 , = R"™{ 或 以 为 Re 中 的 开 集 ). 
目标 集 ; 
$ = R* 【 即 线 态 无 特别 约 东 ). (4-3) 


性 能 指标 (二 次 性 能 指标 ): 
Ne) = Tx Fr(n) + | Lx dQ Or + 


ue RO) u(t) de, ‘4-4) 
其 中 EER,wE RAD ER "BER "FE RO ER"", R(r) 
E R"™*", 在 时 间 区 间 [t0,t] 上 ,A(0) ,用 (2) ,O00 ,REE 的 元 蕴 为 :的 连续 (或 分 
段 连续 } 咀 数 , 目 OQ(1) 0,.(0Q(14) 为 非 负 定 阵 ) ,天 全) > 0%,( RC2) 为 正定 阵 ) ,下 = 
0,.( 夏 六 非 久 定常 阵 ). tf 是 事先 给 定 的 终端 时 刻 ,0..0. 分 别 是 rn x n,m x n 零 夫 
阵 . 
线性 二 次 最 优 控 制 问 题 系 指 , 寻找 定义 在 和 时间 区 间 {[ 1o,tr] 上 的 连续 { 或 分 段 
连续 ) 控制 元 数 w{1) , 它 和 对 应 的 {4-1) 式 的 解 x(1} … 起 使 得 由 (4-4) 式 确定 的 
Jtut*)) 达到 极 小 ， 
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由 (4-1) 式 ~ (4-4) 式 描述 的 线性 二 次 最 优 控制 问题 又 称 线性 时 变 系统 二 次 
最 优 控制 问题 . 


4.2 ”线性 时 变 系 统 的 二 次 最 优 控 制 


4.2.1 有 限时 间 最 使 控制 的 结构 形式 


下 面 讨论 由 (4-1) 式 ~ (4-4) 式 描述 的 线性 时 变 二 次 最 优 控制 问题 的 解 . 由 极 
大 值 原理 可 知 : 该 系统 的 哈 羞 顿 函 数 、 共 斩 方 恕 和 横 截 条件 分 别 为 


一 证 [xzrG@(Dx + HRNuT + WACx + WiBli)n, 


v=- [52)] =- Aw+ Ox, 


wi tr) = 一 Fx(1). (4-5) 
司 H(x ,ww ,Wt 取得 极 大 的 # 应 有 如 下 形式 : 
uli, wy) = Ri BT Y. (4-6) 


将 (4-6) 式 代 人 (4- 1) 式 联合 {4- 引 ) 式 解 得 相应 的 两 点 边界 值 问题 ; 


. ALlt) BIDRICI) BHT) 
加 -| | 
ww Ww 


QU) -ANI7) 
x(ito) = Ro, 
Wt = Fr, 
(4-) 式 的 解 (xT(2), wT(0)T 可 表达 为 
vi) = 一 P(x(), 
其 中 Pit) € R"*" ,和 且 满足 带 终 端 条 件 的 里 卡 蒂 (].F.Ricecati) 矩阵 微分 方程 : 
Br Ph&TE + ATCAP + O01) - PRO RT BTOP = 0,, 
Plt,t) = F (+ €E [io, #1]). (4-8) 
由 关于 (由 ,BC , 闪 () ,有 R(1) 的 假定 可 知 ,里 卡 蒂 矩阵 微分 方程 (4-8) 式 的 解 
P(i) 在 时 间 区 间 [ iw,ty] 上 存在 且 唯 一 ,而 且 具 有 性 质 PIT) = P(4) ,因此 ,线性 时 
变 二 次 最 优 控制 问题 的 解 14z "(2#) ,wn"” (7) 应 有 如 下 形式 : 
ue) = RU BT NY P(x C1), {4-9) 
屠 如 果 线 人 性 时 变 二 次 最 优 控制 问题 的 最 优 控制 x* (1) 存在 , 则 它 和 最 优 轨 线 
xz "(4) 必须 满足 (4-9) 式 , 它 是 有 限时 间 最 优 控 制 前 结构 形式 . 


4.2.2 有 限时 间 最 优 控制 的 存在 性 


为 了 指出 育 限 时 间 线 性 时 变 二 次 晤 优 控 制 问题 14-1) 式 ~ (4-4) 式 的 最 优 控 
制 存 在 ,利用 里 卡 蒂 和 矩阵 党 分 方程 (4-8) 式 的 解 下 中, 构造 控制 函数 : 
u(t,x) =— RB Px. (4-10) 


(4-7) 
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将 (4-10) 式 代 人 (4-1) 式 ,得 


x= (A{(Lt) - BOR BT P(x; 
了 = Xo. 
记 (4- 11) 式 的 解 为 x' (1). 通 过 考查 二 次 型 函数 x'T(1) P(r)x* (1), 利 用 配 
方 方 法 可 证 明 : 


C4-11) 


ut) = RNB Pl x (1), 
这 恰 是 有 限时 间 线 性 时 变 二 次 最 优 控制 问题 (4-1) 式 ~ (4-4) 式 的 最 优 控制 .由 
此 ,结合 4.2.1 小 节 的 内 容 可 得 到 如 下 定理 和 推论 . 
定理 1 对 于 给 定 的 有 限时 间 线 性 时 变 二 次 最 优 控 制 问题 (4-1) 式 ~ (4-4) 
式 , 其 最 优 控制 存在 县 唯一 .其 表达 式 汐 
nu = R-II BT P(x, 
其 中 pli) 是 里 卡 蒂 失 阵 微分 方程 (4-8) 式 的 唯一 对 称 解 ,而 最 优 性 能 指标 为 


J* = Jn) = 方 x0" P(t0) xo > 0. (4-12) 


推论 1 由 (4-12) 式 且 注意 到 名 的 任意 性 可 知 ,里 卡带 矩阵 微分 方程 44-8) 式 
的 解 P(4) ,在 时 间 区 间 [ io, tr] 上 是 非 负 对 称 阵 . 即 
Pii ys0 (YE [tw, tl)., 
由 定理 1 可知 , 状 态 反 懒 形式 的 控制 函数 (4-10) 式 恰 是 有 限时 间 线 性 时 变 二 
次 最 优 控制 问题 (4-1) 式 - {4- 小 式 的 最 优 综 合 控制 函数 .工程 上 通常 称 它 为 最 优 
控制 器 . 


4.2.3 无穷 时 间 最 优 控 制 的 结构 形式 


如 果 (4-1) 式 ~- {4- 中 式 中 的 及 人 ,B00), O00) ,ROG4) 的 元 在 无 穷 区 间 [ 5%， 
+ 四 ] 上 连续 ,县 O61) = 0.,RO) > ,Ro > 0; 即 Reo 是 -- 个 mx m 正定 带 短 
阵 , 在 (4-1) 式 ~ (4-4 式 中 取 i 一 , 且 玉 = 0, 则 可 得 到 线性 时 变 无 穷 区 间 [ 各 ， 
+ %) 上 的 二 次 最 优 控 制 问题 , 除 性 能 指标 变 为 


Kul) = 二 | Ex OOD + an(DORCDOa(D]da (4-19) 


外 ,状态 方程 .控制 约束 .目标 集 均 与 (4-1) 式 ~ (4-3) 式 的 相同 . 由 于 性 能 指标 
(4-13) 式 中 的 积分 区 间 为 [io, + =“), 因 此 ,线性 时 变 无 穷 区 间 二 次 最 优 控制 问题 
的 容许 控制 函数 集合 应 为 


YG [i + wm) n(n)|, 
其 中 wir) 为 取 慎 浦 足 (4-2) 式 的 在 [ io, + wm) 上 为 分 段 连续 的 矢 值 汕 数 ,县 w(t) 
和 其 对 应 的 (4-1) 式 的 初 值 问题 的 解 x(0) ,使 得 (4-13) 式 的 wl')) 为 有 限 ,其 最 
优 控制 问题 则 是 在 多 [nm, + m) 中 选 一 控制 阔 数 使 Tw(-)) 达到 最 小 . 
有 两 种 方式 可 对 已 知 线性 时 变 无 穷 区 间 二 次 最 优 控制 问题 进行 讨论 .中 直接 
讨论 ;加 将 有 限 区 间 线 性 时 变 二 次 最 优 控制 问题 的 解 通过 上 一 + m 的 极 眼 来 获 
得 .下 面 采取 后 一 种 方式 进行 讨论 . 
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从 有 限时 间 线 性 时 变 二 次 最 优 控制 疝 题 (44-1) 式 - (4-4) 式 的 最 优 控 制 的 解 
析 形 式 可 知 , 里 卡 蒂 矩 阵 微 分 方程 的 解 P( 5) 依赖 于 终端 时 刻 tt, 因 此 ,必须 讨论 
im P(t, in) 的 情况 .关于 lim Pin 有 如 下 引 理 . 


引 理 1 对 于 任 给 定 的 i1, 设 Pt 是 里 卡带 和 矩 阵 微 分 方程 (4-3) 起 关于 终 
端 条 件 PIC5 tf) = 由 的 唯一 非 负 定 解 .如 果 对 于 每 一 个 上 GE [ia, + %) ,系统 (4-1) 
式 都 是 完全 能 控 的 , 则 有 

im 下 (和 = Pi) {Yt 0). (4-14) 


极限 矩阵 P(t) 为 非 负 定 阵 , 且 满足 


PD) + POOACGE) + ATCNP() + QF1) - 
POONBIO RUNBTONPE) = 0 (Yi yo). (4-15) 
定理 2 对 于 给 定 的 线性 时 变 无 穷 区 间 二 次 最 优 控制 问题 (4- 纪 式 - (4-3) 
式 及 (4-13) 式 , 如 果 对 于 每 一 个 1 € [ia 和 ,+ oo) ,系统 (4-1) 式 都 是 完全 能 控 的 , 则 
线性 时 变 无 穷 区 间 二 次 最 优 控制 问题 (4-1) 式 ~ (4-3) 式 肪 (4-13) 式 的 解 存 在 且 
唯一 , 且 最 优 综合 控制 函数 为 可 
HX) = RI) BT PY), (4-16) 
其 中 P(1) 是 由 (4-14) 式 确定 的 极限 矩阵 . 
工程 上 ,通常 称 (4-16) 式 中 的 gu (1,x¥) 为 线性 时 变 系 统 的 二 次 最 优 调 节 器 ， 
而 
G1) -地 RDBTCD)EC) 
称 为 二 次 最 优 反馈 增益 矩 生 .显然 二 次 最 优 亲 环 系统 为 
X= (A(t) - BOO RI BT PCN), 
xXxtty) = xo. 


4.3 ”线性 定常 系统 的 二 次 最 优 控 制 


4.3.] 有 限时 间 的 最 优 综合 控制 画 数 


如 果 在 (4-1) 式 ~ (4-41 式 中 , 由 (0 = 和 ,再 (= B,Q(t) = 0=0,,R() 
= 及 >0n, 且 4, 殖 ,人马 , 咏 为 相应 维 数 的 常 阵 , 则 此 时 与 (4-1 式 ~ {4-4 式 相 应 的 
控制 问题 称 为 有 限时 间 线 性 定常 二 次 最 优 控制 问题 . 这 个 问题 的 结论 ,只 有 定理 1 
一 个 定理 表述 它 , 即 其 最 优 综合 控制 函数 存在 且 了 唯一 ,其 表达 式 为 
uw" (t,x) =- RIB'TP(I, tx, 
其 中 P(r ,tr) 是 星 卡 蒂 矩 阵 微 分 方程 
P+ PA + ATP+ 0- PBR- 'B'P = 0.,， 
P(t,t) = FF (4-17) 
的 唯一 非 负 定 解 ,其 量 优 性 能 指标 为 
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1* = 方 xIP(t, tn) xo. (4-18) 

值得 注意 的 是 ,虽然 线性 定常 系统 比 线性 时 变 系 统 简单 ,但 是 有 限时 间 线 性 定 

常 二 次 最 优 控制 问题 的 最 优 综合 函数 对 应 的 反馈 阵 仍 是 时 变 的 . 只 不 过 其 里 卡 蒂 
矩阵 微分 方程 的 求解 可 能 会 简单 一 些 . 


例 1 给 定 有 限时 间 线 性 定常 二 次 量 优 控制 问题 
T= [。 1 x+ [1] a, 
x{0) = [3 ， 


Jiut:))} = pe ”| x(3)} + 二 | ec 4 rie) 二 (dt. 
求 其 景 优 综合 控制 函数 . 
解 。 据 定理 1 可 知 , 若 记 P(4,3) = [2 20 ] ,x = (yza)m, 风 
: ’ 和 pnts;3) patt,3) ” 本 和 


Et x) = 一 加 -1 有 8TPII Mx = -201) P(t,3)x 
= 一 2 和 + patt,3)x2), 
而 Pi,3) 满足 ， 


Per,3) + P30 0 十 | | P(r,3) + 1 下- 


PC [7] 2L0 P02,3) = 0,, 
1 0 
PG3,3) = | 。 ,| 
展开 上 式 得 
pul(#,3) = Zph(t,13) - 2， pn(3,3) = 1， 
ple,3) =— putts3) + 2pp(t,3) pott,3) - 1， pla(3,3) = 0, 


Bolts3) = -2poaft;3) 2p3(t3) - 4, po(3,3) = 2. 
从 上 述 方程 组 中 解 出 pif 3) ,patt3) ,pz(t,3), 再 代 人 到 w*' {1,x*) 的 表达 式 
中 , 便 可 得 其 最 优 综 合 控制 函数 ,由 于 pu (i,3),piz(1,3) ,pot!1,3) 都 是 的 陋 数 ， 
从 而 知 其 反馈 增益 阵 是 时 变 的 ， 


4.3.2 无穷 时 间 的 最 优 调 节 


在 (4-1) 式 ~ (4-4) 式 中 .假定 

A(l2) = 站, 吾 ( = BO = O00,R(t) = R> 0,. 
其 中 4， 如， 妇 ， 凑 皆 为 常 阵 . 

若 在 (4-1) 式 ~ (4-4) 式 中 取 6->+ wm, 且 下 = 0. 则 可 竺 无穷 时 间 线 性 定常 二 
次 最 优 控制 问题 
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= Ar + Bn, (4-19) 

tn) 苦 此 站 

县 La Ci, 三 R"*, (4-20) 
1) = 二 | CT) QC) + ue) Rul de, (4.20 


工程 上 通常 称 它 为 线 手 二 次 最 优 再 节 问 题 ， 
引 理 2 ”对 于 任意 给 定 的 4, 设 Pit 是 终端 条 件 为 正 (4 0) = 小 的 里 卡带 
矩阵 微分 方程 (4- 17) 式 的 唯一 非 全 定 解 .如 果 系 统 (4- 上 9) 式 是 完全 能 控 的 , 即 
rank| B,AB,…,A" "BI = nr, 


列 有 
,lim P(t, #0) = PP 【党 阵 ). {4.22) 
其 中 极限 矩阵 P” 为 里 卡 蒂 答 阵 代 数 方 程 . 
PA+A'P+O- PRRIB'P=-0 (4-23) 
的 非 负 定 对 称 解 . 


定理 3 对 于 给 定 的 线性 二 次 最 优 调节 问题 (4-19) 式 ~ (4-21) 式 , 如 果 系 统 
(4-19) 式 是 完全 能 控 的 , 则 线性 二 次 最 优 调节 问题 (4-19) 式 ~ (4-21) 式 的 解 存在 
且 唯 一 . 其 最 优 综合 控制 应 数 为 

u(x)} = R-IIBTP'* YX, {4-24) 
其 中 中” 为 里 卡 蒋 炬 阵 代数 方程 (4-23) 式 的 非 负 定 对 称 解 . 
工程 上 称 形 如 (4-24) 式 的 最 优 皖 合 控制 画 数 为 量 优 调节 器 . 此 时 ,最 优 反 馈 增 
益 阵 
GG* = R-IIBTP* 
是 一 个 常 阵 .而 最 优 闭 环 系 统 为 
r= (4- BR-'BTP’)x, (4-25) 
Xi) = 加， 


例 z 假定 有 一 线性 二 次 最 优 调节 问题 ; 
x 二 区 十 到， 
x{rm) 兰 + 


(ut)) = 加 民生 + 下 


求 最 优 综合 控制 函数 ,并 讨论 最 优 闭 环 系 统 的 稳定 性 . 
和 解 在 该 系统 中 ,4 = 1,8B= 10=1,kR= 1, 则 理 卡 贡 代 数 方 程 为 
p"+pr+l-Pp* = 1， 
上 述 二 次 方程 的 解 为 
p” = 1 £2. 
由 于 p"” 过 人 所 以 ”p” = 1+v2. 该 系统 的 最 优 综合 控制 画 数 为 
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u(x}=- RIiB'p’ x=- (1 二 
将 其 代 人 原 系统 ,得 最 优 闭 环 系统 为 
X= + x) (lly2)x =-v2r， 
x(in) = Xo: 
其 解 为 
x" {1) = xo exp( — 2(¢ - 有 号. 
显然 , 当 :一 % 时 ,有 J]imx* (1) = 0, 即 最 优 闭环 系统 是 浙 近 稳定 的 ， 
例 3 ”假定 有 线性 最 优 调 节 问 题 : 
和 二 忠志 此 


x{to) = 30， 
1(u(-)) = 二 eat 
曾 
求 最 优 综合 控制 困 数 ,并 讨论 其 最 优 闭 环 系 统 的 稳定 性 ， 


解 “在 该 系统 中 ,4 = 1,B = 1, 人 2 = 0, 及 = 1, 则 里 卡 蒂 代数 方程 为 
PpP'+p"~p’ ”=0, 


即 p {2- 2") = 0, 
所 以 PT = 用 ， pz = 2. 
pi 对 应 的 景 优 综合 控制 晒 数 为 
W(t = 0. 
Pp? 对 应 的 最 优 综合 控制 函数 为 
i (x) = 一 2x. 
显然 
0= Nu) < Iu ), 
因此 ,其 最 优 综合 控制 函数 为 
wu” (Cx) = 人， 
而 最 优 闭环 系 统 为 
x" = x" ， 
"(im) = 320， 


其 解 为 x (1) = xoexptt 一 t 

由 上 述 的 解 可 知 ,其 最 优 闭 环 系统 是 不 稳 的 . 

两 个 说 子 的 最 优 闭 环 解 的 稳定 性 性 质 相 反 ,两 个 例子 的 不 同 之 处 在 于 性 能 指 
标 中 的 加 权 阵 不 同 ,因此 ,为 了 使 最 优 闭 环 系统 是 渐 近 稳定 的 ,必须 对 性 能 指标 
中 的 矩阵 和 做 某 些 假 定 . 


4.3.3 线性 定常 二 次 最 优 闭 环 系 统 的 稳定 性 
设 [4 ,C7] 是 完全 能 观 的 , 即 
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CT 
"| CT 
cream 


= C0 
成 立 的 任 一 矩阵 . 为 了 说 明 上 述 俱 设 有 意 文 ,必须 证 明 上 述 假 设 成 立 且 与 人 的 分 
解 无 关 . 
命题 1 设 避 有 两 组 不 同 分 解 
d= CC = C00", 
由 [4 ,CT] 完全 能 观 的 充 要 条 件 是 [4 ,C1] 完全 能 观 . 
命题 2 对 于 给 定 的 线性 二 次 最 优 调节 问题 (4-19) 式 ~ {4-21) 式 , 设 系统 
(4-19) 式 完全 能 控 , P* 蚌 里 卡 蒂 矩阵 居 数 方程 
PA+ATP+O- PBRIBP-0 
的 解 . 则 PP”> 小 的 充 要 条 件 为 ,对 于 旭 的 任 一 分 解 = CCT,[A4 ,CT 是 完全 能 
观 的 . 
定理 4 ”对 于 给 定 的 线性 定常 二 次 最 优 调节 问题 (二 19) 式 ~ 《421) 式 , 设 [4， 
8B] 完 全 能 控 , 且 对 于 台 的 任 一 分 解 吕 = CC [4 ,CT] 拓 全 能 观 , 则 最 优 闭 环 系统 
x= (A- BR-'BTP’ )x, 
x to) = RD+ 


必 是 新 近 稳 定 的 ,其 中 P” 是 里 卡 苹 抢 阵 代数 方程 (4-23) 式 的 了 唯一 正定 对 称 解 全 
阵 


其 中 C7 是 使 


” 例 4 ”对 于 给 定 的 线性 定常 二 次 最 优 调节 问题 ， 


x= 0 Ee 


Xx{to) = Ko, 
uc) = 二 (ros xe) + i)) a 


其 中 a, 上 4 为 满足 a > 0,a -5 > 0 的 常数 , 试 求 最 优 综合 控制 锚 数 ,并 讨论 最 优 闭 
环 系统 的 稳定 性 . 


解 因 4=[。 o] .8=["] , 则 rank[ BA B] = ronk[ ， 0 = 2, 再 由 @ = 


|， |] 和 a - > 人 可知, 人 > 0, 
因此 ,对 于 骆 的 任 一 分 解 妇 = C CT, 必 有 [4,C'"] 完 全 能 观 ,因此 该 系统 的 最 优 控 
市 存在 且 叭 一 .如 果 记 


p* = | P| , 
Pi pa 
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则 最 优 综合 控制 活 数 为 
ux) =— RIBTP*Y =— pix — pr, 
其 中 P” 是 相应 的 里 卡带 矩阵 代数 方程 的 唯一 正定 解 .由 
pr” = 1, 
- pn + pl2p2 一 点 = 人 0， 
~- 2p + (p22) -a=0 


PP = 土 1， 
Pi = phpa - b, 
Pa = 士 W 让 二 2p 扩 ， 
由 于 pp* 蚌 2x 2 正定 对 称 和 矩阵 , 即 
pi >0, piiph - pi: > 0, 
从 而 得 ps > 0, 因 此 ,有 
pa = + 2pn. 
下 面 讨论 ps 的 符号 .如果 pi = - 1, 则 
p=va-2. 
为 了 保证 应 为 正 实数 , 必 有 a > 2. 将 =-1 和 天 =ve-2 代 人 到 所 的 表 
达 式 中 ,得 
pi = php2 -b=-va-2-4. 
由 于 pj 站 > 0, 从 上 式 得 
<- wa-2. 
将 pi = pp -二 代 和 人 pn 一 pn >0 中 ,得 
PPp2 — bp2 > pe. 


将 pp =-i,p2 = v4 -2, 代 入 上 式 , 得 


即 - {a-2)- byva-2»1, 
_ b>» Ll 
va-2. 


只 要 注意 到 a > 2, 则 可 从 上 式 直接 得 
2 > (el C2 >. 


它 与 六 < a 矛盾 .于 是 得 


pit =1, 
P22= va+2, 
pi=Y a+t+2-b. 


将 其 代 人 最 优 综合 控制 函数 的 表达 式 中 ,有 
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HF) = Xt 
而 最 优 闭 环 系 统 为 


X= | 0 ] > 
-1 -va+2 
由 于 [ ”5] 的 特征 值 为 -全 二 和 -二 , 其 中 j = 了 ,从 而 可 
,最 优 南 环 尼 统 是 疡 近 稳 定 的 . 


4.4 ”里 卡 蒂 算 阵 代数 方程 的 求解 


求解 里 卡 蒂 矩 阵 代数 方程 (423) 式 的 方法 很 多 .这 里 仅 介 绍 一 种 利用 牵 雅 普 
诺 夫 (Lyapunov) 和 矩阵 代数 方程 的 解 序列 ,通过 求 极 限 得 到 (4-23) 式 的 正定 对 称 解 
的 方法 . 
4.4,1 李 雅 善 诺 夫 手 阵 代数 方程 及 其 解 
绽 定 n x rn 窍 阵 和 4, 必 ,其 中 8 为 对 称 阵 , 粹 矩阵 P 为 未 知 量 的 方程 
PA + ATP=- 人 0 (4-26) 
称 为 李 聊 普 诺 夫 和 矩阵 忧 数 方程 . 
命题 3 ”对 于 任 给 的 人 二 小 及 其 分 解 台 = 人 CO 品 .车 [站 ,CT 完全 能 现 , 则 
(4-%6) 式 有 解 P > 0, 的 充 要 条 件 是 有 为 稳定 阵 { 即 4 的 特征 值 丝 具有 人 负 实 部 ), 且 
P= | exp{ ATINC CTexp( A £1) dt, {4-27) 
推论 3 对 于 尾 给 的 如 > 0,(4- 斩 ) 式 有 解 P > 0 的 充 要 条 件 是 4 为 稳定 阵 . 
4.4.2 里 卡带 姓 阵 代数 方程 的 通 近 解 
将 里 卡 蒂 矩 阵 代 数 方程 44- 好 ) 式 改写 为 
PilA- BR-IBTP) +(4 -有 用 -BTP)TP = - (人 + PRBR- Bh), 
则 有 如 下 定理 . 
定理 5 对 于 给 定 的 里 卡带 第 阵 代 数 方 程 (4-23) 式 , 设 [4,8] 完 全 能 控 , 且 对 
于 0 的 任 一 分 解 @ = CCTI4,CT] 完全 能 观 , 则 按 选 代 矩 阵 方程 组 
AlP, + Par = - DID,, 
4 = 入- BK,, 
EK = 星 -LBTP |，， 
DD, = OCCT+ KIRE (Ek = 01,2，…)， 
能 够 求 得 方程 (4-23) 式 的 唯一 正定 对 称 解 阵 P”, 即 


lim P. = FP 
+ 


有 目 4- BR-18TP" 为 稳定 阵 . 其 中 KK, 为 使 40 A - BK 稳定 的 任 一 mx n 阵 ; 
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Po 是 李 和 雅 普 庶 夫 矩阵 代数 方 各 ”+ ALP = - DIDo 的 唯一 正定 对 称 解 . 

注 ! 给 阵 序列 | P,k = 1,2,…+ 称 为 里 卡 蒂 炬 阵 居 数 方 程 (4-23) 式 的 逼近 
解 序列 , P, 称 为 (4-23) 式 的 第 下 次 通 近 解 ， 

往 2 (4-23) 式 的 担 近 解 序列 | P| 具有 如 下 性 质 : 


1? PP, > 0 (Cyr 三 0.,1.,2, "")， 
PheP, (¥Ek = 1,2,..), 
PP’ 三 {大 = 0,1,2,.…*), 


其 中 P* 是 (4-23) 式 的 唯一 正定 解 阵 . 
4.5 ”具有 指定 衰减 度 的 二 次 最 优 调节 


4.5.1 线性 定常 齐 次 方程 解 的 衰减 度 
给 定 线 性 定常 齐 次 矢量 常 微分 方程 : 


x 三 Ex: 
Xl10) = xo, 
其 解 记 为 x¥(t, io,x0) ,如果 FF 为 稳定 阵 , 则 一 定 存在 一 个 正 数 a > 0, 使 得 
limx{ 1, to, xo)exp( at) = 0, 
则 称 a 为 (4-28) 式 的 齐 减 度 .对 于 自由 系统 (4-28) 式 ,其 误 减 度 不 唯一 ,而 且 也 不 
能 事先 指定 ;对 于 受 控 系 统 (4-19) 式 , 在 一 定 条 件 下 ,选择 适当 的 线性 状态 反馈 形 
式 的 控制 ,可 使 相应 闭环 系统 具有 事先 指定 宫 减 度 . 


4.5.2 具有 指定 表 减 度 的 线性 二 次 最 优 调 节 问 题 
对 于 任 给 定 的 正 数 8, 考 查 如 下 的 线性 二 次 最 优 调节 问题 ; 


(4-28) 


x = Ax+ By, (4-29) 
x(O) = ro; 
CE VU, -Rr", (4-20) 


pe] = 二 | Ce) gr) + ue) R(t) eR) dt, (4-31) 


其 中 x ER",n EE R";4,B,0,R 为 适当 维 数 的 常 阵 , 且 人 O00,,R > 人. 
设 [#4, 娘 ] 完全 能 控 , 对 于 QQ 的 性 一 分 解 @ = CCT,[4 ,CT 完全 能 观 . 
取 变 量变 换 
E(t) = rl)exp( fr), 
vet) = Ht)expt Br), 
则 (4-29) 式 . (4-30) 式 和 (4-31) 式 分 别 蛮 为 
点 = [Bh, + A + Bv, (4-32) 
(0) = x{(0) = xo, 
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vo)) = 二 | ET GD + vO Ry 0 )de, (4-33) 


re = R". (4-34) 
注意 到 [4 + 应 ,, 吾 ] 完全 能 控 的 充 要 条 件 为 [A4,B] 完 全 能 控 ,[4 + 应 ,, CM] 完全 
能 观 的 充 要 条 件 为 [4,C"] 完全 能 观 , 则 对 于 线性 二 次 最 优 调节 问题 {4-32) 式 - 
(4-34) 式 ,应 用 定理 3 可 知 ,其 最 优 调节 器 为 

P*(t) = RB PS E(t), 
而 P38 是 里 卡 蒂 矩 阵 代 数 方程 
PIA+PBL)+(A+ A P+O- PBR BP=0 {4-35) 
的 唯一 正定 对 称 解 阵 , 且 辣 优 闭环 系统 
上 = (4+A,— BR*'B' P?)E 
是 渐 近 稳定 的 ,从 而 有 
lim & £) = limx( i)exp(a) = 0,. 
由 此 可 知 ,x{t) 具有 事先 指定 的 豪 减 度 有 
由 p01) = -RR-1B8TP3(t) 可 直接 得 
wy (人 = - RIBTPi x(t). 
定理 6 给 定 线 性 二 次 最 乱 调 节 问 题 (4-29) 式 ~ {4-31) 式 .车 [4, 呈 ] 完全 能 
控 , 且 对 于 如 的 任 一 分 解 妇 = Cer,[4,C7] 完全 能 观 , 则 具有 事先 指定 的 衰减 度 
月 的 最 优 调节 器 为 
内” = 一 R-!B' PSX. 
Pi 是 里 卡 蒂 矩阵 代数 方程 (4-35) 式 的 唯一 正定 对 称 解 阵 ,而 最 优 闭 环 系统 的 解 
具有 事先 指定 的 衰减 度 8. 


4.6 ”线性 定常 系统 二 次 最 优 调节 的 道 问 题 


4.6.1 二 次 最 优 调节 递 问 题 
给 定 一 个 线性 定常 系统 
tr= Ar+ Bua, (4-36)} 
x 人 OD) 三 二 0 
所 谓 系统 (4-36) 式 的 二 次 最 优 调 书 逆 问 题 系 指 : 对 于 给 定 条 统 (4-36) 式 的 一 个 线 
性 状态 反馈 控制 律 
n=- fx, 
其 中 大 所 R"*", 是 否 存 在 或 何 时 存在 QE BR™*,O 二 0, 和 RI EE BR™",R > 0,， 
使 得 = - 所 恰 是 使 由 人 届 和 R， 构成 的 二 次 性 能 指标 


nul) = BD OD) + ul R(t))d 
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达到 最 小 的 最 优 调节 器 ? 
4.6.2 线性 二 次 最 优 调节 问题 的 频 域 条 件 


从 4.3 节 知 道 , 求 最 优 说 节 器 的 关键 基 , 解 里 卡 蒂 算 阵 代 孝 方程 
PA+rATP+O- PPBR- ETP = 0,. (4-37) 

(4- 了 3) 式 正定 解 P” 的 在 在 性 ,以 及 它 在 线性 二 次 晤 优 调 节 问 题 讨论 中 的 作用 ,前 
面 已 给 出 .下 面 进 一 步 给 出 由 (4-37) 式 导 出 的 结果 . 

设 P" 是 (4-37) 式 的 唯一 正定 解 , 今 ; 表示 复 变量 ,将 P* 代入 (4-37) 式 , 囚 理 
后 可 得 

Pi(tsh -Art- sh - ADP + P* BR BP’ = 0. 
已 晤 最 优 反 馈 增 益 阵 所 ”= R18'P* ,好 K* TR = P"* BR-+. 若 令 s = jwsj = 
v1, 由 上 式 直接 得 
[了 RIK CC jol, A)-'BR-ETL, + REK' (Cwl, - A)-' BR-] 


= T+ R-EBT jor — AT)-'Q (wl, - A)-' BBR", 
注意 到 好 > 0 , 则 由 上 式 直接 可 担 
[了 + RER*T jol, -AT)?-LBR- 上 二 ]TEE + REK*T™wl, — 4)-!BR-2] > I,. 
(4-38) 
不 等 式 (4-38) 式 称 为 线性 二 次 最 优 调 书 峰 频 域 条 忻 . 显然 ,对 于 任意 给 定 的 使 得 
(4 - BK} 成 为 稳定 阵 的 mx 闫 阶 矩 阵 责 ,人 4-38) 式 不 一 定 成 立 ， 
当下 = 1 时 ,有 = 5 不 失 一 般 性 取 丸 = 1, 则 (4-38) 式 变 为 
1 + kw- A)'B 11, (4-39) 
上 式 等 号 仅 在 有 了 有限 个 w 上 成 立 . 


4.6.3 ”二 次 最 货 调 节 弟 问题 的 解 


在 二 次 最 优 调节 问题 中 ,由 于 RR > D, 故 不 失 一 般 件 可 取 员 = 五 . 

定理 了 “对 于 给 定 的 线性 定常 系统 (4-36) 式 , 设 [4, 王 ] 完全 能 控 . 对 于 任 给 的 
人 R"**, 如 时 厂 1 满足 : 

(1) 4 - 5 为 稳定 阵 ， 

(2) [4 , KK] 完全 能 观测 ， 

(+ RC jol, -AIBYTE + Kljol, - 站 ) 本] 2 (Ve), 
且 等 号 仅 在 有 限 个 w 上 成 立 , 风 一 定 存 在 非 负 定 阵 妇 ,使 得 wn = -下 ,zx 怡 是 使 一 
次 性 能 指标 l 


je( = TT QC) + Tu) 


达到 最 小 的 最 优 调节 器 . 
当 m = 1 时 ,B = ,91 可 由 如 下 步 又 求 得 
(1) 通过 线性 变换 将 (4-36) 式 化 成 能 控 标准 形 , 即 
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QT 0 + 0 0 
0 0 1 0 1 

总 = : : : b= : 
0 0 人 必 1 


人 ) 
| 
(2) 取 常 括号 大 = 工 后 :各 如 ] 使 [4- 厂 站 为 稳定 阵 , 且 [4 ,天 完全 能 观 ， 
(3) 计算 4 和 A - 王 f 的 特征 密 项 式 : 
Wis) = detf sh A= 5 
plis) = det[sT Ar B= to s+ a i). 
(4) 对 pt pw) 一 一 joo) w(tjw) 必 因 式 分 解 ,得 
pi jm) pljwy - po jadp{jw) = HH- jew) tjw), 
其 中 


O00 0 0 


Hs) = dd 
风 = 0, 是 [A ,4] 完全 能 观 ， 


(5) 0 一 一 ddr > 0 为 所 要 求 的 非 负 定 阵 ， 


5 ”微分 对 策 一 一 双方 极 值 控制 


5.1 ”微分 对 策 问题 


虽然 微分 对 策 问题 最 初 来 源 于 军事 上 的 需求 ,但 慢 慢 地 发 现 将 工程 和 经 济 领 
域 中 某 些 与 控制 有 关 的 问题 视 为 微分 对 策 问题 更 为 恰当 ,因此 ,微分 对 策 方法 的 应 
用 范围 不 断 扩 太 , 其 理论 也 不 断 发 展 和 完善 . 


5.1.1 微分 对 策 问 题 实 例 
设 用 爹 向 推力 火箭 D 追击 自 标 M, 追 击 在 平面 上 进行 ,并 引用 如 下 符号 ; 


Xx] + NY 火箭 D 的 位 置 坐 标 ; 

Xs NA 火箭 DD 的 速度 分 量 ; 

Xs NE 和 目 未 所 的 位 置 坐 标 ; 

F 火箭 推力 大 小 , 设 为 常数 ; 

u 火箭 推力 方向 与 垂 线 的 夹 角 ; 
于 一 一 目标 的 速度 , 设 为 常数 ， 

sv 一 一 计 的 速度 方向 与 超 线 的 夹 角 ; 


KK 一 一 空气 阻力 系数 , 设 为 常数 . 
D 和 对 的 送 动 方程 分 别 为 
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XL = 4 
让 二 A 


和 = Fsinu 一 Kx:, 
(5-1) 


xX4 = Foost 一 Frag, 
xs = Wainv, 


x6 = Weosy, 
其 中 my 分别 是 D,M 的 "控制", 由 于 火箭 的 推力 方向 和 目标 的 速度 方向 可 任意 ， 
战 u,5 的 取 植 不 受 限 制 ， 
当 DD 和 和 M 之 间 的 认 高 满足 (x -xs + (xs - 1 天 过 二 时 ,就 认为 实现 了 " 捕 
获 ". 其 中 【是 一 个 事先 给 定 的 正 数 .微分 对 第 问题 是 ;对 于 nD, 选择 ,使 实现 捕获 
的 时 间 ti 最 小 ;而 对 于 M, 选 择 ", 使 实现 捕获 的 时 间 ti 最 大 . 


5.1.2 微分 对 策 问 题 


在 前 面 介 绍 的 最 优 控制 问题 中 ,都 只 存在 一 方术 制 , 肾 求 控制 使 系统 从 初始 状 
态 转 称 到 另 一 个 所 要 求 的 终端 状态 ,并 使 性 能 指标 达到 最 小 .然而 在 实际 工程 中 ， 
特别 是 在 作战 中 ,常常 会 出 现 非常 复杂 的 情况 .例如 在 空战 由 ,不 公转 方 飞机 要 施 
加 控制 ,力求 用 火力 击 中 乙方 飞机 ,而 乙方 飞机 也 会 施加 控制 ,以 躲避 免 遭 击 中 ,着 
时 本 合适 ,还 会 还 击 甲 方 飞机 ,这样 就 形成 了 一 类 双方 控制 问题. 在 这 类 双方 控制 
问题 中 ,双方 施加 控制 的 目标 是 相互 对 立 的 .例如 当 甲 方 飞机 处 在 攻击 态势 时 , 甲 
方 飞 机 就 要 施加 控制 ,力求 使 双方 相对 有 虐 离 缩小 ,以便 更 准确 地 击 中 目标 ;而 处 在 
钵 跑 态 势 的 乙方 飞机 , 则 会 施 邵 控制 ,力求 使 双方 的 相对 路 离 扩 大 ,便于 路 掉 . 总 
之 ,在 这 类 双方 控制 问题 中 ,双方 施加 控制 的 目的 是 对 立 的 ,者 是 要 悚 自己 处 于 有 
利 的 地 位 .另外 ,由 于 在 实际 工程 系统 中 总 存在 各 种 各 样 的 不 确定 性 ,例如 ,系统 参 
数 的 不 确定 性 ,未 建 模 动态 万 至 外 和 干扰 的 不 确定 性 等 ,一 般 来 说 ,系统 的 不 确定 性 
是 不 能 瑞 切 知道 的 ,但 通过 物理 试验 或 理论 分 析 能 知道 不 确 算 姓 取 值 的 一 个 大 致 
范围 ,因此 ,有 时 可 以 把 系统 中 的 不 确定 性 看 成 是 系统 中 的 “附加 控制 它 的 存在 
阻碍 系统 原来 目标 的 实现 .这 样 , 一 个 带 有 不 确定 性 的 控制 系统 中 ,就 会 存在 控制 
目的 相互 对 立 的 两 种 控制 :一 种 是 原 系 统 中 真正 的 控制 ,一 种 是 把 系统 的 不 确定 性 
看 成 另 一 种 峙 加 控制 的 控制 .此 时 就 可 以 把 带 有 不 确定 性 的 控制 系统 考虑 成 为 一 
个 微分 对 策 问题 . 


5.1.3 ”微分 对 策 研究 中 的 两 类 基本 问题 


微分 对 策 研究 中 有 两 类 基本 问题 :一 类 是 二 人 人 零 和 性 质 的 定量 微分 对 策 问题 . 
其 特征 是 ,对 策 这 程 中 的 参与 双方 { 亦 称 局 中 和) 可 通过 选择 各 自控 制 ,在 满足 共 
问 的 终端 状态 条 件 下 ,使 某 个 性 能 指标 具有 对 立 的 极 值 性 质 . 定 量 微分 对 策 问 题 和 和 
前 而 讨论 的 最 优 控制 问题 在 形式 上 有 很 多 相似 之 处 ,在 一 定 意义 上 来 说 ,定量 微分 
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对 策 问题 是 最 优 控制 问题 的 直接 推广 . 另 一 类 是 定性 微分 对 策 问题 .这 类 对 策 不 是 
研究 局 中 人 选择 各 自 的 控制 ,使 茶 一 性 能 指标 具有 对 立 的 极 值 性 质 , 而 是 研究 具有 
对 抗 性 过 程 的 某 种 结局 是 否 能 实现 . 如 雷达 监视 对 策 :P,E 两 方 ,各 具有 一 定 的 运 
动 性 能 :PP 上装 有 雷达 ,有 一 定 的 搜索 半径 ,P 欲 追踪 监视 已 ,已 谷 摆 脱 监 视 . 今 规定 ， 
著 P, 下 间 的 距离 大 于 或 等 于 一 个 指定 数 4d, 妈 1 PE 1 4 等 , 则 FEF 方 摆脱 监视 ,此 时 
对 第 结束.E 方 力争 摆脱 ,P 方 则 相反 . 问 在 什么 条 件 下 对 策 结束 ? 


5.2 一 类 定量 微分 对 策 


5.2.1 定量 微分 对 策 问 题 的 数学 描述 
设 P, 记 为 对 第 双方 ,其 状态 方程 汶 


= Fx pt); 
(to) = Xo. (5-2) 
其 中 YE R* 是 由 P,E 双 方形 成 的 状态 矢量 (例如 可 取 P,EE 冯 方 的 相对 位 置 矢量 , 相 
对 速度 矢量 ):e ce R' 是 P 方 的 控制 ;vy E R? 是 上 下方 控 制 .通常 r,p 所 8, 且 
在 和 Up 万 下. (5-3) 
这 里 VCR ,VC Rr. U,V 可 以 是 ,而 且 常 常 是 有 界 闭 集 . (5w,v) 称 为 策略 ,而 Ux 
F 称 为 第 略 集 . 记 为 (wv) EE Ux VF) 是 n+ r+ p+1 个 变 元 的 和 拓 值 隐 数 . 
通常 要 求 它 对 于 任 一 容许 策略 (eft ,p02)) ,都 保证 初 值 问题 (5-2) 式 的 解 存 在 且 
唯一 . 
性 能 指标 通常 取 为 
Tm) pe) = PExt te), tre) + | Zr), ut) ,v0) ,td {5-4) 


其 中 F(…) 为 n+ 1 个 变 元 的 二 次 可 被 标 量 录 数 ;LC(…') 是 n+ p+ r+1 个 变 元 
的 标量 函数 ;ti 是 双方 的 策略 结束 的 时 刻 , 可 以 是 事先 给 定 的 , 亦 可 以 基 自 由 的 ( 符 
定 的 ) .此 外 ,在 1 = tt 时 通常 要 求 有 终 喘 状态 约束 ; 
有 (tt = 由， (5-5) 
其 中 gi:…) 是 n+ 1 个 变 元 的 二 次 可 微 9g 维和 天 值 函 数 . 
记 容 许 策略 集 为 避 x ”= 和) ,其 中 (a() ,vt?)) 为 在 [5 上 有 定 
义 , 且 取 值 于 Ux 下 上 的 分 段 连续 r,p 维 泉 值 函 数 , 它 使 得 (5-2) 式 的 初 值 问题 的 叭 
一 解 x{t) 在 1 = tf 时 满足 (5-5) 式 . 
定量 微分 对 策 (5-2) 式 ~ (5-5) 式 的 最 优 策略 问题 是 在 容许 策略 集 必 x 交 中 
选择 {a* fi, fi) ,对 于 P 方 , 它 合 Fa yw)) 达 最 小 ,而 对 于 王 方 , 它 使 
Jaf ywt)) 达 极 大 , 即 要 求 (nu (1),v "(1)) 满足 : 
本 
(YI pO E x PB). {5-6) 
如 果 满 足 {5-6) 式 的 (wx* (ov (1)) 存在 , 则 称 它 为 最 优 策 略 , 又 称 它 为 鞍 
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点 .对 应 于 (Ca* (4),p* (4)) 的 (5-2) 式 的 解 称 为 最 优 轨 线 , 简 记 为 x (2). J "一 
Jas(0,r" (4)) 称 为 最 优 策略 指标 值 .与 最 优 策略 (a* (0),v* (2)) 对 应 的 终端 
时 刻 wr , 称 为 量 优 终端 时 刻 . (x* (中 ,wu (1),v* (4)) 简称 为 定量 微分 对 策 问 题 
(5-2) 式 ~ (5.5) 式 的 最 优 解 ， 


5.2,2 定量 双方 极 值 原理 


在 气 述 定量 微分 对 策 问题 (5-2) 式 ~ (5-5) 式 的 定 基 双方 极 慎 原理 之 前 , 先 对 
{5-2) 式 ~ (5-5) 式 中 涉及 到 的 函数 起 .FE 人 作 如 下 假 
十; 

(1) 关于 了 = [fh]" 和 天 (人 

OD Fi = 12 和 Trayrtl 关 于 变 元 是 连续 的 ， 


@ frmw 日 和 Exywsw 切 关于 必 和 #: 有 直到 一 阶 的 连续 篇 导数, 即兴， 
4 
af aL aL Pf Pf NRL FL 有 
DE 都 是 变 元 的 连续 明 数 . 
fx 和 L(t) 关于 wr 满足 利 普 希 获 (R.Lipschitz) 条 忻 , 即 
[Ce 
Nr-vwl Ci = ,2 ,rn), 


Er Rt) LF rt ea Mun-wll + 
Ny-vr|, 
(2) F(.…) 和 8 ) 都 是 关于 变 元 有 直到 二 阶 连续 人 篇 导数 . 记 
二 {5-7) 
Hx ,np ,WW;!) 称 汶 定 角 微分 对 策 问题 (5-2) 式 (5-5) 虑 的 哈密 顿 函 数 . 
定理 直 定 量 双方 极 值 原理 ) 设 (w Ci) ,vp (EE 兴 x 多 x"() 是 (5-2) 式 
相应 于 (ta” (bw ftb) 的 软 线 . 为 了 使 (x 0) ,a#" (bm "(1?)) 是 定量 微分 对 策 
问题 (5-2) 式 ~ (5-5) 式 的 最 优 解 , 必 存 在 矢 值 尔 数 w(t/1) €E R*, 妇 得 x* (1)， 
WD 一 起 满足 


Px = (94) = fx Osu (0)9， 
Xi) = Xo teiim,tr ], 
Ww) =-( 富 | ， 
we) =--( 苍 ) -Ar() 


其 中 }。 表示 用 带 上 标 * 号 的 量 代 人 后 的 矢量 或 矩阵 . 
PP 在 ww*(1) ,v(t) 的 一 切 连续 时 刻 处 ,有 
Hx (Ci) nm" (Et Wt),t) = max migH(x (0), wy, WH), t) 


5 微分 对 策 一 一 双方 极 值 控制 + 5S53 ， 


= min maxH(x’ (1), HN,p, WO), +). 


FE 和 gE 
了 陪 密 上 额 藻 数 褒 着 (CT Ci) tt) 有 
天 (站 人 于 Ce) pv CE), WL), 
= Hr" {tr Yo Cte op (Ce ,wetr ,ut + 


| ea, 
i: at ' 


当 Fr 自由 时 ,有 
Hix = (区 .+ "(FE 。 


显然 , 当 系 统 为 定常 系统 , 且 才 目 由 时 ,有 
Hx (Co) ,ww Ct) v(t), we)) - 0; 
扫 系 统 为 定常 系统 , 旦 6 为 事先 给 定时 , 则 有 
Hr (i) pW) = 常量 . 
wf) 称 为 共 斩 ( 伴 随 ) 向 量 , 它 所 满足 的 方程 称 为 共 辊 方程 , 它 满足 的 终端 条 件 称 


为 烧 截 条 性 . 
通常 称 
/oHYT 
:= (总 
. 3 有 
w=- (ar 
为 定量 微分 对 策 问 题 (5-2) 式 ~ (5-5) 式 的 哈 
密 顿 正则 方程 . 


例 制定 导弹 拦截 目标 的 最 优 策略 ， 

解 ”和 仍 设 将 导弹 (下 标 为 D) 和 目标 (下 
标 为 M) 都 视 为 质点 .在 某 个 惯性 坐标 系 中 ， 
蛋 弹 和 目标 的 位 置 矢量 分 别 为 加 和 xm, 其 速 
度 矢 量 分 别 为 wp = xzpyw = xM ,导弹 拦截 上 且 
标的 示意 图 如 图 5-1 所 示 . 

记 x = xp- XM = Pp — Fh: 

在 略 去 作用 到 导弹 和 目标 上 的 重力 差 和 
气动 力 差 的 条 件 下 ,号 弹 和 目标 的 相对 运动 
方程 为 


x= 1, 图 了 
¥ = Hp = HM 

(tp) = ko, (5-8) 

v(to) = Vo, 


其 中 wo 为 导弹 的 控制 加 速度 ,aa 为 有 标的 控制 加 速度 ， 
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若 取 性 能 指标 为 
EC NAN 7)》 = 让 yx) + 1 [Ccoupuo -和 下 Nd (5-9) 
加 


其 中 久 , Cp 和 Ch 都 是 加 权 常 数 ;t; 是 事先 给 定 的 . 
假设 
开口 [2 ER, Hu 本 Ra ， (5-10} 
即 we 和 uw 取 值 大 小 都 不 受 约束 , 则 (5-8) 式 ~- (5-10) 式 便 组 成 了 一 个 定量 微分 对 
策 问题 .由 定 基 双 方 极 慎 原理 可 知 , 该 系统 的 哈密 顿 函数 为 


此 =- Cp ub ap + Sam + wip + wpe Hh 一 HM) 
其 共 邢 方程 和 横 截 条 件 为 
中 ET 
Wi = 一 (3) = 心 ， 
an 


Wit tr) = 一 JE， 
walt = 0. 
对 以 上 各 式 积分 ,得 
人 二 Wt tr) 三 一 CE， (5.11) 


Walt) = 一 EC 一 是， 
显然 . 当 gp (1) = 让 Wr() 时 ,如 达到 极 大 ,而 当 um{e) = 让 听 (4) 时 ,上 达到 极 
小 .因此 ,由 (5-11) 式 可 知 , 其 最 优 策略 为 
号 站 【zt = a) = 让 Gr- 1), 


HAE) = wa(D) =- 产 z(iD(i- 站) ， 
机 其 
将 上 式 代 人 (5-8) 式 , 积 分 后 , 令 上 = 41, 得 
) = XD 十 vol tr ~ to) 
be tr 一 + Cw COD), oy 
3Cu Cp tT 0 
因此 , 谊 
。 (50 本 yoltf — io)) (tr 10) 
WD (to) oi, OO) C0), 
DRT 3C4Cp “SH- 1 
(xo+ voltr ~ to))(ts - to) 
Ca “ 
cu + + 3 oj 
由 于 名 是 任意 的 ,所 以 只 要 to < ,由 ($-12) 式 给 出 的 四 (io ,wi (i0) 就 是 时 


(5-12) 
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刻 的 最 优 策略 , 即 鞍 点 ， 
下 面 主 要 讨论 ub (t0) 的 具 传 形式 . 当天 一 + (相当 于 xi = 00) 时 ,出 
(5-12) 式 得 


Xo+ Vol tr — tm) 
Cp 2 


如 果 选 择 #1- 加 = -arras , 则 (5-13) 或 变 为 


ui (0) = 一 C00 oo x xo, (5- 14) 
1 - 一 - 


uD {to) =—3 {5-13) 


机 
RD 于 
其 中 oo = 江 太 中 称 为 视线 角速度 


‘os Xo 


如 果 选 择 tft-w =— (Yo, F xo, poy 5- 13) 式 变 为 


3 | xo 1*1 va | 
0 , -和 
Hp (to) 三 | Co ¢ J po tn x Fr (5 5) 


限 
当 Cw 一 + mw , 即 在 性 能 指标 中 不 考 虚 gwt 2) 的 影响 .相当 于 目标 无 机 动 时 ， 
(5-14) 式 、(5-15) 式 分 别 变 为 
{Xo, Po) 


uD (to) ~ ao) oa Wo 


| yo 全 1 wo 时 
up (tio; = 3 Cr poy? 0 KX Fo. 


前 者 称 为 变 系 数 真 比例 导航 规律 ,后 者 称 为 变 系 数 纯 比例 导航 规律 ， 
5.3 一 类 定性 微分 对 第 


5.3.1 定性 微分 对 策 问 题 


设 对 策 P,E 双方 的 相对 运动 方程 为 
X= flr, up); 
x(to) 一 0， 与 - 16) 
关于 方程 和 ua,y 的 性 质 如 5.1.1 小 节 所 述 .只 是 (5-16) 式 为 定常 系统 . 
给 定 目标 集 3: 人 xX) 二 而， {5-17} 


其 中 WE Ri, 即 y(:) 是 变 元 的 上 维和 撩 值 函 数 , 且 工 研 n.P 方 选择 w E€ 上 ,力求 实 
现 (5-17) 式 ;E 方 选择 y E 了 ,阻碍 (5-17) 式 的 实现 . 
记 容 许 策略 集 为 
Bp x FE= 人 (it 
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其 中 w(t) 和 wl 4) 都 是 定义 在 有 限 区 间 上 的 分 别 取 值 于 5 和 FY 的 分 自 连 续 r 和 p 维 
和 失 值 阻 数 . 

如 果 存 在 (本 日 ,Mt EE 名 x BE ,使 得 (5-16) 式 的 解 x(1) 在 某 时 肇 由 > 

to 之 后 ,永远 满足 
wix(ti)) 0 {£ = £1), 
则 称 双 方 的 策略 过 程 结束 (或 追赶 成 功 ,或 向 避 成 功 ). 

定性 袜 分 对 策 问题 系 指 :在 奸 么 条 件 下 对 策 结 束 ? 即 在 容许 对 征集 合 客 ， x Pe 
中 寻找 使 (5-16) 式 的 解 满足 不 等 式 (5-17) 式 的 策略 (at ,rv(1)). 

笔 统 地 提问 上 广 定 牲 微 分 对 策 问 题 (5- 16) 式 (5-17) 式 在 什么 条 件 下 双方 的 
荣 略 结束 是 没有 意义 的 .这 是 因为 车 对 策 双方 的 “能 力 ” 相 差 悬 殊 , 则 或 者 对 第 必 
定 能 结束 (不 管 E 方 取 任 何 的 py(20)) ,或 者 对 策 必定 不 能 结束 (不 管 P 坟 取 尾 何 的 
w(t)) ,此 时 ,若是 前 者 ,那么 使 对 策 结 来 的 策略 (w,#) 就 会 有 无 穷 包 个 ,因此 , 管 案 
是 不 能 确定 的 .显然 ,为 了 使 答案 是 明确 的 ,只 能 考虑 双方 “能 力 ” 具有 一 定 均 势 的 
定性 微分 对 策 交 题 , 在 这 种 情况 下 ,在 状态 空间 可 能 存在 西 个 区 域 , 暂 称 为 * 捕 提 
区 ”De 和 “躲避 区 "Das. 当 (5.16) 式 的 状态 zE Dr 时 ,无 论 工 方 取 何 种 策略 y(1) € 
Z 多 PE 方 总 可 选 适当 策略 中 E 名 , 使 对 策 结束 ; 当 xw E 下 时 ,只 要 正方 取 适 当 策 略 
所 多 , 则 对 策 总 不 能 结束 .因此 ,具有 实际 意义 的 问题 是 讨 找 区 域 De 和 De 的 分 
界面 , 称 为 “ 界 栅 ”(barier) . 正 是 在 “ 界 栅 ” 上 ,双方 进行 最 激烈 的 对 抗 , 均 施展 其 最 
优 策 略 , 不 容 半 点 芍 忽 .车 双方 势 均 力 融 , 则 对 抗 就 总 是 在 " 界 权 ” 上 进行 , 即 (5-16) 
式 的 状态 总 在 界 栅 上 演化 ,于 是 “ 异 概 "” 将 由 (5-16) 式 的 轨 线 组 成 . 

定性 微分 对 策 (5-16) 式 .(5-17) 式 的 最 优 策略 问题 是 ;在 乡 。 x Pi 中 寻找 
(Cutt) ,vy(2)), 它 使 (5-16) 式 的 轨 线 x* (4) 在 某 时 刻 4 = 名 后 ,保持 在 “ 界 栅 ” 上 运 
动 .使 (5-16) 式 的 轨 组 保持 在 “ 界 榭 ”上 运动 的 策略 称 为 定性 微分 对 策 问题 (5-16) 
式 .(5-17) 式 的 最 优 策略 ,并 记 为 Cg" (2) ,p04)) ,相应 的 轨 线 记 为 x* (4). 


5.3.2 定性 双方 扔 值 原理 


由 于 具有 双方 控制 特点 的 定性 微分 对 策 问题 是 以 将 初 态 xo 引导 到 一 个 给 定 
的 目标 集 3 为 对 策 结束 的 条 件 , 所 以 可 将 它 与 控制 理论 中 的 能 控 性 问题 相对 应 .由 
此 ,可 得 出 关于 与 办 栅 对 应 的 最 优 策略 所 应 满足 的 定性 双方 极 值 原理 . 
所 了 = (A hh) YW = (¥l, Ya, Wi)". 设 
1 Axis 人 = 12 7 关于 变 元 是 连续 的 ,关于 沁 有 直到 二 防 连续 的 
和 
编导 玫 , 即 了 和 都 是 变 元 的 连续 函数 ， 
2 AIxyaip) 关于 变 元 wy 满足 利 普 希 艾 条 忻 , 即 
1) fx nr) I Ms-w ll + 
Nr-v ll, 
入 有 (= 12 关于 变 元 和 ,= 1,2,…,n; 有 直到 二 阶 的 连续 导数 ， 
售 Hx uv Ww) = W(x, ). 
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定理 2 (定性 双方 极 值 原理 }) ” 设 (g* OO) ,yp (ti EE Ap x PFE ,相应 (5-16) 
式 的 轴线 为 ¥ (站 .为 了 使 (ED ,vv “是 定性 微分 对 策 问 题 15-16) 式 、 (5-17) 
式 的 最 优 策略 , 必 存 在 一 矢 值 函数 wi EE 了 它 和 xy {1) 一 起 满 
足 


下 
0) = fx 000 9) 


Y(t) 二 20， 


wD) = 一 (3 Ge [oo)， 
vi) -an 到， 
> 对 于 在 [06,5] 上 (pg* (1) fi) 的 一 切 连续 的 时 刻 , 皆 有 
Hx (Om CE p(t), WUE) = max min Hi(x (0 ,Bp WEY) 
= min max Hix (4), Wr, wy), 


PH a WD) = 0 (YiELm,t]), 
其 中 :上 为 (ef t) 的 连续 的 时 刻 ;ti 为 以 加 为 初 坊 沿 着 “ 界 栅 "运动 的 最 优 
轨 线 到 达 目 标 集 5 的 边界 的 时 刻 , 它 基 需 要 确定 的 变量 . 


5.4 ”斯 攻克 风格 策略 


斯 蒂 克 贝 烙 (L. Stickelberger) 第 略 是 一 种 主 、 从 微分 对 策 ,对 策 局 中 人 其 主 、 从 
两 方 . 主 方 (leader) 宣布 一 种 策略 ,从 方 (follower) 响应 并 使 自己 的 性 能 指标 达到 最 
小 .在 从 方 响应 的 情况 下 , 主 方 再 选择 使 自己 的 性 能 指 林 达到 最 小 的 策略 ， 


5.4.1 斯 带 克 员 格 策略 的 数学 描述 
设 主 、 从 双方 的 状态 方程 为 


t= fx pt); 
xf) = rE R'. (5-18) 
其 中 zx Rs 是 状态 ;w € U, 是 主 方 策 略 ;v € VY 是 从 方 策略 ;VW ,VY 分 别 是 主 、 从 两 
方 的 策略 取 值 集 ,它们 通常 为 R', Rr 中 的 有 模 闭 集 ;f(:'……) 是 变 元 的 * 准 舌 值 函 
数 , 它 要 保证 方程 (65-18) 式 有 唯一 解 . 
在 对 策 结束 时 刻 tt 时 ,状态 满足 的 终 映 条 忻 , 即 目标 集 为 
S: wix(in, te) = 人 自 ， (5-19) 
其 中 yw(':) 是 变 元 的 9 维 矢 值 函 数 ， 
主 方 的 性 能 指标 为 


有 + Lm tt), uty, pe), tdt, (5-20) 


le | 
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其 中 FC ) ,4('"") 为 标量 函数 ,而 从 方 的 性 能 指标 海 
rn p(t)) = FxCH), tr) :| ox) we) vit) tdt, (5-21) 


其 中 F(-) ,2(*……) 为 标量 隙 数 . 


记 容 许 策略 集 为 吕 ， x 2? (a(D ro 
其 中 g(tf) ,v(t) 为 定义 在 [w,tr] 上 的 取 值 于 UW ,TF 的 分 段 连续 r,p 维和 撩 值 铺 数 . 它 
们 使 (5-18) 式 的 初 值 条 件 为 xo 的 解 存在 旦 唯一 ,并 在 ti 时刻 满足 (5-19) 式 . 

(Cn, ) EL xFF 系 指 中 Er (DE SF. 

系统 (5-18) 式 .(5-19) 式 和 性 能 指标 (5-20) 式 、(5-21) 式 的 斯 蒂 克 贝 格 最 优 策 
辕 问 题 系 指 : 

(1) 寻找 从 UW 到 TF 的 连续 上 映射 T, 使 得 对 于 每 一 个 et €€ 2 ,成 立 

(人 (Wy v(t) E FA. (5-22) 

{2} 在 全 i 中 寻 提 上"*(t) ,使 它 和 pp*(1) = Tw (+t)) 一 起 满足 

(RTV (Wu EFL }. (5-23) 
加 果 满 足 (5-22) 式 和 (5-23) 式 的 了 和 和 ww (1) 存在 , 则 称 Cw” (PE = 
Te (1)) 为 斯 蒂 克 风格 问题 的 最 优 策略 ,了 称 为 以 方 对 计 并 的 啊 应 . (5-18) 式 对 
应 (Ca ft frr) 的 解 x* (41) 称 为 最 优 轨 线 . 

斯 蕃 克 贝 格 策略 问题 虽然 是 一 类 微分 对 策 ,但 由 于 其 最 优 策略 问题 中 包 人 省 一 
个 从 了 五 到 了 的 待 求 映 射 了 ,前 面 给 出 的 (单方 或 双方 ) 极 值 原 理 尚 不 足以 完全 肇 画 
其 最 代 策 财 应 满足 的 必要 条 人 性, 公 此 ,此 类 策略 问题 被 认为 是 " 非 经 典 ” 的 最 优 控 
市 问题 ,对 于 某 些 特殊 的 系统 ,在 特定 假设 下 ,其 斯 带 克 贝 可 最 优 策略 问题 已 有 些 
研究 结果 .但 对 于 一 般 性 质 的 问题 ,还 无 任何 研究 结果 ,这 十 一 个 值得 深 人 研究 的 
课题 . 

5.4.2 和 柚 分 对 策 中 的 协调 ”策略 


有 一 类 微分 对 策 问 题 ; 局 中 人 为 甲 、 乙 .两 三 方 ,它们 有 相互 联系 的 动态 方程 和 
对 策 结束 时 的 终端 条 件 , 但 它们 又 有 各 自 的 策略 和 集 和 性 能 指标 . 作为 协调 者 的 下 
方 , 每 给 定 一 个 策略 ,乙方 和 丙 方 臂 给 出 响应 , 即 乙 方 和 丙 方 各 自选 择 自己 的 策略 ， 
使 甲 方 给 定 的 这 个 策略 对 自己 有 利 ( 使 自己 的 性 能 指标 达到 最 小 ). 在 乙方 和 两 方 
响应 的 情况 下 , 甲 方 再 选择 使 自己 最 有 利 的 策略 . 这 就 是 微分 对 策 中 的 “协调 .这 
里 ,作为 协调 者 的 甲 方 可 视 为 主 方 ,而 将 乙 丙 两 方 视 为 从 方 .因此 ,微分 对 策 中 的 
“协调 ”策略 问题 可 作为 主 .从 微分 对 策 问题 来 处 理 . 

“协调 ”策略 问题 可 用 状态 方程 表示 为 


n= f(x pW, ); 
x{to} = Xo, 
其 中 x E R" 是 联系 甲乙 、 丙 三 方 的 状态 ;wR',pE Rr?,w E 下 分 别 为 四 、 乙 、 
再 的 策略 ,它们 分 别 在 有 界 闭 集 RICE RR) ,FE RP) ,CE R?) 中 取 什 ;人 :………) 是 
其 变 元 的 n 维和 拓 值 函数 ,并 保证 微分 方程 (5-24) 式 的 初 值 解 疗 在 且 唯 一 . 


(5-24) 
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在 "协调 结束 时 刻 tt 时 ,终端 状态 满足 的 条 件 , 即 上 自慰 集 为 
WE tr = 0, (5-25) 
其 中 WWE R', 即 w() 是 变 元 的 维 矢 值 函数 ， 
甲乙, 再三 方 的 性 能 指标 分 别 为 


THE) VE we )) = FI{ x(t) ,tr) :| Dx), uti), pt), wry, tdr, 


(5-26) 

Ha( re) ,we)) = Flx(eDs 0) +) hx), ,vs), wD), De, 
| (5-27) 

A A A 
| (5-28) 


记 容 许 策 略 集 
YW WN ,wt))!, 
其 中 下 () ,pt ,w(t) 蕴 是 定 关 在 [ 56 ,ti] 上 的 ,分 别 从 U,V, 钨 中 取 值 的 r,p,s 维 
分 有 段 连续 函数 .它们 使 (5-24) 式 的 解 存在 且 唯 一 ,并 在 ii 时 满足 (5-25) 式 . 
Cm) 指 EPEz,， 
w(t) EE 过 而 
系统 (5-24) 式 ,{5-25) 式 及 指标 (5-26) 式 ~- (5-28) 式 的 最 优 “ 协 调 ” 问题 系 指 : 
{1) 寻找 从 如 到 WV 和 再 的 连续 映射 和 TT, 使 得 对 于 每 个 g(t?) 忆 铭 甲 ,成 立 
下 列 不 等 式 ; 
Lu), Tw)), Tl wt: ))) 
< Llut)}, vt), TVEY)) (Yr)Ez ), 
Pmt) THE TAC)) a at), Tmt)), wl )) 
(YY wD 党 再). 


(2) 在 名 日 中 寻找 ww" (0), 使 它 和 (0) -Te 全 

TC(a "(4)) 一 起 满足 
《3 
KE 铬 甲 小 

当 满 足 (5-29) 式 ~ {531) 式 的 了 ,了 和 ww* (1) 存在 时 ,Cw Tb (如 "Tt ) 
称 为 "协调 ”问题 的 后 优 策 略 ,相应 的 (5-24) 式 的 解 x¥* (1) 你 为 最 优 轨 线 , (x* {1)， 
2 Co 和 称 为 最 优 解 . 

对 于 最 优 协调 问题 ,要 研究 其 最 优 解 应 满足 的 必要 条 忻 , 存 在 着 与 斯 带 克 贝 格 
最 优 策略 问题 相同 的 困难 ， 


(5-29) 


(5-0) 
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引 襄 


卡尔 时 (R.E. Kahnam) 泪 波 方法 是 20 捞 纪 名 年 化 初 在 现代 控制 理论 的 发 展 过 
程 中 产生 的 一 种 滤波 方法 , 它 有 别 于 维 纳 (N. Wiener) 沪 波 ,前 者 可 运 应 于 非 平 稳 过 
程 ,后 者 只 适用 于 平稳 过 程 .卡尔 妈 滤 波 方 法 在 导弹 .航天 .航空 和 航海 等 许多 技术 
领域 里 都 有 广泛 的 应 用 . 它 对 促进 现代 控制 理论 的 形成 和 发 展 起 着 举足轻重 的 作 
用 ,在 随机 控制 .系统 辨识 和 适应 性 控制 方面 也 有 重要 的 应 用 .离散 时 间 随 机 线性 
系统 的 卡尔 曼 臣 波 方法 主要 是 卡尔 曼 本 大 提出 的 ,而 连续 时 间 随 机 线性 系统 的 卡 
尔 虹 滤波 方法 则 是 卡尔 曼 和 布什 (R. Bus) 两 人 合作 研究 的 铺 果 ,因此 ,也 称 卡尔 曼 
滤波 器 为 卡尔 感 - 布 逢 滤波 髓 . 


1 离散 时 间 随 机 线性 系统 的 卡尔 曼 斌 波 


1.1 数学 模型 


1.1.1 状态 方程 和 量 测 方程 


离散 时 间 线 性 系统 的 卡尔 蜡 滤 波 方法 适用 于 研究 离散 时 间 随 机 线性 系统 的 状 
态 估 计 . 通 常 一 个 离散 时 间 随 机 线性 系统 的 数学 模型 由 人 的 状态 方程 和 量 测 方程 
给 出 , 即 

2 = BE K+ WL 
Pe= Hote + Ve. 
其 中 x 表示 系统 下 的 n 维 随机 状态 向 量 ; jy 表示 系统 5 的 m 维 随 机 量 测 输出 
向 量 ; 吉 ;| 是 一 个 xpa 阶 矩阵 , 称 为 系统 三 的 状态 转移 矩阵 ; 此 是 -一 个 中 xm 
院 矩 阵 , 称 为 系统 2 的 量 油 炬 阵 或 输出 矩阵 ,fw ,=0,1.2,… | 表示 加 在 系统 忒 
上 的 外 部 随机 干扰 序列 , 称 为 模型 上 阳 声 序列 ,对 于 任意 30 是 一 个 n 维 随机 矢 
量 ; yp, 六 = 1,2,…j} 表 示 系 统 二 的 乱 机 量 测 误差 序列 , 称 为 量 测 唱 声 序列 , 思 是 一 
个 十 维 随机 向 量 . w 和 站 分 别人 代表 时 刻 的 模型 虞 声 向 有 量 和 量 测 边 出 咖 声 向 量 . 

通常 称 描述 系统 2 的 第 一 个 差分 方程 为 系统 的 状态 方程 ,第 二 个 代数 方程 为 

系统 的 量 测 输 出 方程 ,或 简称 量 训 方程 . 


1.1.2 状态 转移 起 阵 
状态 转移 矩阵 是 刻画 两 个 不 同时 刻 系统 状态 之 间 关 丑 关 系 的 抢 阵 ,对 系统 二 
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而 言 ,二 ,1 就 是 状态 转移 矩阵 , 它 刻 夯 了 系统 到 的 状态 是 怎样 从 去 -时刻 演 化 
到 上 时 刻 的 .一 个 线性 系统 的 状态 转移 年 阵 辐 _1 有 如 下 三 个 性 质 ， 

1 传递 性 即 对 于 任意 上 > 六 ie0, 都 有 

;= 办 ,中 
可逆 性 即 对 于 任意 天 > j=0, 都 有 
Dil= D,,, 

其 中 - 1 表示 矩阵 的 道 ， 

节 对 于 任意 上 0, 都 有 中, := 了 为 axm 阶 单位 矩阵 ， 

综合 状态 转移 矩阵 的 上 述 性 质 ,可 以 得 到 

DD ;= 四 三， 攻守 天 站。 

必须 指出 ,状态 转移 和 矩阵 的 可 道 性 通常 是 自然 的 ,因为 . 般 来 说 ,离散 时 间 线 
性 系统 都 是 从 进 竺 时 间 然 性 系统 经 离 般 化 处 理 后 得 到 的 .但 有 时 依 客 观 对 象 的 实 
际 情况 也 可 以 直接 建立 离散 时 间 线 性 系统 的 状态 方程 ,这 时 其 状态 转移 矩阵 可 能 
不 可 逆 , 本 篇 一 般 不 讨论 这 种 情况 . 

状态 转移 矩阵 的 上 述 三 个 福 质 在 研究 卡尔 昂 洪 波 方 法 中 有 着 重要 作用 . 


1.1.,3 基本 假设 


在 推导 卡尔 曼 滤 波 方法 之 前 ,对 数学 模型 需要 做 一 些 必 要 的 基本 假设 ,以 便 简 
化 问题 的 讨论 ,这些 基本 假设 次 ; 
(1) 假设 系统 七 的 初始 状态 向 量 xo 基 - -个 服从 正 态 分 布 的 随机 向 量 , 其 均值 
和 协 方 差 有 穿 , 即 
五 | xol = 40， 
Elxoxdl = Po. 
其 中 El: 1 表示 期 望 算 子 ; Po 是 一 个 nx nn 阶 对 称 非 负 定 矩 隆 ;”T 表 示 向 量 或 第 阵 
的 转 置 ， 
2) 假设 系统 三 的 模型 红 声 fw ,上 =0,1,2,…| 是 -- 个 均值 为 零 , 协 方 着 有 穿 
的 独立 正 态 随机 序列 ,或 称 均值 为 堆 的 白 品 声 序列 , 即 对 于 任意 上 =j>0, 有 
Elw.| = 人 心 ， 
号 [wx ip 人 = QO . 
其 中 村 于 任意 =0, 局 都 是 一 个 nx n 阶 对 称 非 负 定 矩阵 ; 
So {i 【天 = 及 
Wlo (rk)). 
(3) 假 设 系统 3 的 量 调 噪声 im ,上 = 1,2,… 是 一 个 均值 为 零 . 协 方差 有 穷 的 
独立 正 态 随机 序列 .或 称 均 值 为 零 的 白 凤 声 序 列 . 即 对 于 任意 &> /ze1, 有 
E| pl = 心 ， 
五 vt! = Rd,.;. 
其 中 对 于 任意 21,R, 都 是 一 个 mx m 阶 对 称 正定 矩阵 ,因而 非 奇 异 . 
(4 假设 系统 二 的 初始 状态 与 模型 噪声 和 和 量 测 典 声 都 昆 相 互 独立 的 ,模型 曲 
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声 和 和 量 测 陈 声 之 间 也 是 相互 独立 的 , 即 对 于 性 意 上 ,7 二 0, 都 太 
Flxowlt =0, 
Etxorll =0, 
Ftlwryi! =0. 


下 面 称 满足 上 述 四 项 假设 的 系统 为 正 态 系统 或 高 斯 (G.F. Gauss) 系 统 . 
1.2 系统 状态 的 最 优 估 计 


1.2.1 问题 的 叙述 

所 谓 状态 估计 澡 题 是 指 ,给 出 量 测 数 据 序列 |y,j = 1,2,…, 上 | 后 , 求 系统 3 
的 状态 向 量 x; 在 某 种 意义 下 的 最 优 估计 , 记 作 is. 如果 > 下, 则 E44 叫 散 x 的 预 
测 估计 ;如 果 i=, 则 全 bi 叫 第 x 的 滤波 估计 ;如 果 < 外, 则 全 js 叫 敌 x; 的 平滑 居 
计 . 如 果 ix 使 得 

ElLw -xl — zi]| 

达到 极 小 ,那么 ,1s 叫做 x 的 最 小 方 整 估 计 , 或 称 最 优 估计 ,其 中 *; 代表 任意 维 
随机 向 量 . 

如 果 ?ix 是 的 最 优 估计 ,那么 定义 


P= Ellx, -Rs [x - Xu] 


为 居 计 误差 j= mi -Yi 的 协 方差 矩阵 ,理论 上 它 是 估计 精度 的 一 个 度量 . 
如 果 Eliz) = Eis} ,那么 侍 ; 叫 做 x 的 无 偏 估计 . 
如 果 xi 是 重 测 数 据 7 及 2 的 线性 函数 ,那么 全 人 叫做 的 线性 估计 . 
卡尔 曼 滤 波 方 法 所 要 解 闫 的 问题 是 ,给 出 量 测 数据 序列 | y;,j= 1,2,… ,此 | 后 ， 
求 系 统 2 状态 向 量 x 的 最 优 估 计 基 4 
1.2.2 最 优 估计 与 条 件 期 望 
依据 统计 学 原理 可 知 ,给 定量 测 数据 序列 jy ,= 1,2,…, 上 后 ,系统 3 的 状 
态 向 量 x; 的 最 优 估 计 为 
= Blx ly 罗 
其 中 Elxly ,p21 表示 nr 关于 六 2 的 条 件 期 望 . 


当 = 上 时 ,pi 二 Elz 就 是 系统 2 状态 向 量 Xk 的 最 优 滤波 
估计 , 当 s+t1 时 ,1 x 并) 21… 办 | 就 是 系统 五 状态 向 量 点 :1 的 一 步 最 优 
也 油 估 计 . 
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殷 设 系统 2 是 正 态 的 , 则 条 件 期 望 E| E | ¥ i | 是 量 测 数据 PsP 
¥: 的 线性 函数 .由 此 可 见 , 正 态 系 统 状态 的 最 优 佑 计 一 定 是 线性 估计 .这 时 就 不 必 
再 刻意 寻求 非 线 性 估计 了 ,因为 它 绝 不 是 最 优 估 计 , 反 之 ,如 果 系 统 三 的 状态 最 优 
佑 计 是 线性 估计 ,那么 芭 必 是 正 态 系统 .因此 可 以 说 系统 忆 状态 的 最 优 估计 的 线 
性 性 与 它 的 正 态 崩 设 是 等 价 的 . 


1.3 卡尔 显 滤 玻 器 


1.3.1 一 步 最 优 预测 估计 
给 出 量 浏 数据 Flr Par. 后 9 系统 状态 下 的 一 步 景 优 预 测 情 计 为 


上 下 一 二 一 a ， 


由 系统 3 的 状态 方程 可 知 ， 


EF = Flt WP pa 1 
= BE x 2 + 
Ewe ly ya, yl. 
而 
PE TR | = Rk 
为 系统 3 状态 向 量 x -| 的 最 优 滤波 估计 ,并 依 基 本 假设 ,有 
oR A 
于 是 有 
FL= BN (1-1) 
如 果 状 态 向 量 *_ | 的 理 优 滤波 估计 是 无 偏 的 ,那么 状态 向 量 x 的 一 步 最 优 预 
测 司 计 也 是 无 偏 的 ， 


1.3.2 新 息 过 程 
如 果 已 经 得 到 系统 马 的 状态 向 量 x 的 一 步 最 优 预 测 佑 计 z ,在 & 时 刻 
又 未 获得 新 的 量 测 数据 y, 则 量 测 数据 六 的 一 步 最 优 预 谢 估 计 为 


Pk-1 = 吾 | 中 17132， 办- 
= ELH + Vly ya ps1} 
= HElxNy p21 + 
Elv dy ya ye). 
显然 有 
= Hx. (1-2) 


当 ,时刻 获 得 实际 量 测 数据 yy 后 , 它 与 一 步 最 优 预 测 估计 7 1 之 差 


站 
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y ks 一 条 有 三 Je 一 Hrs. | 
构成 的 时 间 序 列 | y ut 省 = 1,2,… 补 称 为 新 息 过 程 . 可 以 证 明 ,新 息 过 程 是 一 
个 均值 为 零 的 白 噪声 序列 . 
1.3.3 最 优 滤波 估计 
若 给 出 量 测 数据 广 , 产 ,…, 关 , 则 系统 局 状态 向 量 x 的 最 优 汪 波 估计 为 


Th = Ex yy2. ,P|. 
使 假设 ,系统 蕊 是 正 态 的 ,再 根据 条 件 期 望 的 性 质 , 有 
ElxlyL, ya yi! 


= Elxly, 231 + Eixl yr! ~ Eix:l. 
于 大 ,有 


Rik = Ri1+ RLy; - Ht-1], (1-3) 
这 就 是 系统 世 的 状态 向 量 x 的 最 优 渡 波 估计 所 满足 的 弟 推 方程 ,通常 称 号 为 是 


优 增益 矩阵 , 它 要 由 估计 rs 的 最 优 性 来 确定 . 
1.3.4 里 优 增益 适 阵 


定 必 最 优 滤波 估计 误差 泡 
x 于 | 下 二 剖 上 一 lt。 
经 计算 ,可 得 
Tus= [1 KBH] x ur + EV. 
其 中 
EL= 
再 定义 


P, t= Elixasr ls, 


,1= El 下- Th- 1}， 
分 别 为 最 优 尖 波 估计 误差 和 "… 卫 最 优 殉 测 各 证 吝 监 的 协 方 差 拭 阵 经 计算 ,可 得 
下 = [7— RB] Ps ll— 天 RE] T+ KERRY. 
用 配方 法 可 求 得 使 扬 ,: 达 到 极 小 的 增益 矩阵 为 
KE:= Po.s-1HIL HP -HE+R] ~. {1-4) 
这 就 是 递 推 方程 (1-3) 式 中 的 最 优 增 益 和 矩阵 所 满足 的 代数 方程 . 
经 计算 ,最 后 可 得 
用 1= 和 {1-5) 
P= [了 KH] Ps (1-86) 
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1.3.5 卡 欠 要 滤波 器 


(1-1 式 ~《1-6) 式 ,通常 被 称 为 系统 二 的 卡尔 螺 恋 变 算 法 , 它 可 给 出 系统 状 
态 问 量 的 一 步 最 优 了 预测 估计 和 和 最 优 滤波 估计 .由 (1-]1) 式 和 (1-:3) 式 ,有 
Rh = PDX + KL ys 一 Hb 1x1), ‘1-7) 


或 者 


rus= [了 了- KH,] DL + Kaph. (1-8) 
由 此 可 见 ,. 上 式 弟 出 的 递 推 公 式 同 时 描述 了 一 个 离散 时 间 动 态 系 统 , 所 以 ,有 了 时 也 
把 卡尔 学 滤波 算法 称 为 卡尔 曼 滤 波 器 , 它 的 动力 学 方程 六 

Tu = [7- KH,)] Dy Fe + Kiys, 

KE= Pr iHl[ HP HI+R] , 

Pi i= Ber iP iB + 

P= [一 KH, ] Pst 
初始 条 件 为 


Koo = Elxol = Xo, 
Poo= Elxoxd! = Po. 
对 于 卡尔 明 渡 波 器 ,在 应 用 时 需 注 意 如 下 几 点 : 
(1) 由 卡尔 曼 滤 波 锋 给 出 的 状态 估计 是 最 小 方差 估计 
(2) 在 研究 离散 时 间 随 机 线性 系统 的 卡尔 曼 滤 波 方 法 时 ,假设 区 是 正 态 系统 ， 
因此 所 给 出 的 系统 状态 x 的 最 优 估计 是 量 测 数据 的 线性 明 数 , 即 最 优 估计 是 线性 
估计 .如 条 对 坯 取 消 正 态 系 统 的 假设 ,那么 由 (1-3) 式 给 出 的 系统 状态 的 居 计 


Yi 是 线性 量 小 方差 估计 ,也 就 是 说 , 它 是 在 线性 佑 计 的 范 [ 目 内 是 量 优 的 . 
(3) 卡 尔 加 滤波 器 是 一 个 无 限 记忆 站 波 器 , 即 历史 的 量 测 数 据 对 未 来 的 状态 人 
计 总 是 起 作用 的 . 
(4) 卡 尔 曼 滤波 器 的 增益 矩阵 还 有 另 一 种 形式 , 即 
KE = Pi aHIRi'. 
(5) 由 卡尔 最 滤波 器 给 出 的 状态 向 量 x 的 线性 最 小 方 兰 估计 Ths 有 明显 的 几 
何 意义 .事实 上 ,如 果 用 量 测 数 据 yy ,y2,… ,$4 组 成 一 个 4 维 线性 于 空间 


上 
z= | = > B,.; yil, 
i=l 
其 中 品 ,是 任意 nx 闫 阶 和 矩阵. 于 是 ,可 以 证 明 Yi 是 二 在线 性子 空 间 %。 上 的 正安 
投影 , 记 为 
Ye 于 


显然 有 


他 -1 伺 召 ， 


2 卡尔 总 滤波 器 的 稳定 性 。569 ， 


由 于 六 是 -一 个 需 尔 伯 特 4D.Hilhert) 空 间 ,因此 , 恢 正 变 投 影 定 理 , 有 
入 三 各- y 站- 


其 中 , 7 ; 是 z_1 的 正 交 补 空间 , 它 的 每 一 个 元 都 具有 [ys - Hs_1] 的 形式 ， 
于 是 有 


= Elixlst) + EIXel Yr!, 
同样 可 得 出 


A 


十 下 = Xk + EE yy, 一 Hiern-1]. 
其 中 总 就 是 待定 的 增益 矩阵 , 它 同 样 可 以 按 前 面 烈 出 的 公式 计算 . 


2 卡尔 曼 滤 波 器 的 稳定 性 


2.1 一 救 完 全 能 控 性 和 一 臻 完全 能 观测 性 


定 流 1 假定 离散 时 间 随 机 线性 系统 为 三 ,满足 1.1.3 小节 的 假设 . 如果 存在 
正常 数 a 和 PB 以 及 正 整 数 N， 使 得 对 于 一 切 上 浸入 ,都 有 


ul 声 So, QE i++ 万 Bl, 


其 中 了 表示 具有 相应 阶 数 的 单位 矩阵 ， 那么 称 系 统 3 是 一 致 完全 能 控 的 . 
定义 3 假定 离散 时 间 随 机 线性 系统 为 坯 ,满足 1,1.3 小 节 的 假设 .如 果 存 在 
正常 数 ss 和 记 以 及 正 整 数 NN, 使 得 对 于 一 切 天 内 ,都 有 
cf 二 > PT 了 Ri pl 
那么 称 系 统 二 是 一 致 完全 能 观测 的 . 
定义 3 假设 离散 时 间 随 机 线性 系统 为 蕊 ,如 果 对 于 任意 20, 都 有 
他 1= 业 ,了 = 五 
为 常 值 和 矩阵 , 且 簿 可 赣 , 则 称 它 为 定常 系统 .如 果 对 于 尾音 zz0, 都 有 
0 二 必 宇 0， R; = R>0 
为 常 值 矩 阵 , 则 称 它 为 平稳 系统. 如果 既是 定常 的 又 是 平稳 的 , 则 称 它 为 平稳 定 
党 系统 . 
对 于 平稳 定常 系统 而 言 , 只 要 [更 ,@] 完 全 能 控 , 它 一 定 一 致 完 全 能 控 ; 只 页 
[DD,H] 完 全 能 观测 , 它 一 定 一 致 完全 能 观测 . 
需要 指出 ,在 定 尽 3 中 为 使 系统 是 定常 的 ,未 必要 求 加 可 北 , 但 是 如 果 直 不 
可 逆 , 那 么 即使 { 命 , 作 ) 完 全 能 控 , 也 不 能 保证 系统 弘一 致 完 全 能 控 . 
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2.2 稳定 性 定理 


定理 1 假定 离散 时 间 随机 线性 系统 为 ,满足 1.1.3 小 节 的 假设 .如 果 它 是 
一 致 完 全 能 控 和 一 致 完全 能 观测 的 ,那么 系统 马 的 卡尔 曼 滤 波 器 (1-1) 式 - {1-8) 
式 有 如 下 性 质 : 

1* 对 于 任意 如 时 刻 的 初始 协 方 差 矩 阵 嫩 关 0, 卸 阵 里 卡 著 {(J. 下 .Riceati ] 方程 
1-4) 式 ~ (1-6) 式 都 有 唯一 对 称 非 负 定 解 Pstto;Po) ,而 下 当天 > N 时, Pn( io; 
Po) >0. 这 里 Pr(wo; Po) 表 示 以 1 为 初始 时 刻 , Po 为 初始 和 东 件 由 (1- 和 ) 式 ~ (1-6) 
式 渴 代 而 得 到 的 解 . 

2 对 于 任意 与 时 刻 的 韧 始 协 方差 矩阵 P=0, 当 上 > 时, 记 ,st to; 了 Po) 一 至 有 
界 , 即 存在 正常 数 a3 和 8B,, 使 得 对 于 一 切 上 3 入 ,都 有 

aa 二 Prtor Po) Bf. 
了 对 于 任意 i 时刻 的 初始 协 方差 算 阵 Po=0, 都 有 
， lim Pl fos Po) 三 PL >0. 


中 卡尔 曼 滤 让 器 (11.8) 式 是 大 范围 一 致 渐 近 稳定 的 { 或 按 指 数 误 减 稳 定 的 ) , 即 
若 令 
= 
为 状态 转移 短 阵 , 且 
= Pi Pi 
则 存在 正常 数 a4 和 启 , 使 得 对 于 一 切 > j, 都 有 
| 到， | 过 asexpt - Blt — 6)), 
其 中 :| 表示 和 集 阵 的 算 子 范 数 . 
注 1 在 定理 1 中 的 N, 就 是 使 得 系统 至 同时 保证 一 致 完 全 能 控 和 一 致 完全 
能 现 测 的 那个 正 整 数 . 
注 2 定理 1 的 性 质 1? 表明 ,从 理论 上 讲 , 只 要 系统 蕊 存在 模型 赚 声 和 量 测 
肉 声 ,那么 由 卡尔 曼 滤波 器 给 出 的 状态 估计 不 会 完全 精确 , 必 会 有 帖 计 误 差 . 再 结 
侣 其 性 质 名 可 知 ,其 估计 精度 也 不 能 太 差 .性 质 3 和 人 性 盾 池 表明 了 卡尔 曼 带 波 器 
对 初始 条 件 的 依赖 关系 . 
对 于 平稳 定常 系统 ,定理 1 可 改写 为 下 面 的 定理 2. 
定 香 2 假设 离散 时 间 随 机 线性 系统 3 是 平 稿 的 和 定常 的 ,如 果 [ 旬 ,人 绍 ] 完 全 
能 榨 ,[ 十 , 映 ] 完 全 能 观测 ,那么 里 卡 蒂 方 程 
P=[1- PH'R HL GPP + 8], {2-1) 
有 唯一 对 称 正 定 解 P, 如 果 令 
K= PHIR-! {2-2) 
作为 增益 矩阵 , 则 稳 访 卡尔 里 滤波 器 


ay = [1- KH] Dru 1t Ky, (2-3) 
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是 稳定 的 , 即 矩阵 [7- KH] 吕 的 特征 值 都 在 复 平面 的 单位 辕 内 . 

注 3 稳 态 卡尔 受 滤 波 器 也 称 为 常 增益 卡尔 量 滤 波 器 ,由 (2-2) 式 给 出 的 矩阵 
五 称 为 卡尔 曼 滤 让 器 的 稳 态 增 赣 . 其实 , 稳 态 卡尔 要 滤波 器 也 可 看 做 是 最 优 的 观测 
占 , 在 应 用 上 来 用 常 增益 的 卡尔 曼 滤波 器 是 很 方便 的 , 它 可 以 离线 计算 最 优 增 益 乐 
阵 ,而 无 须 迁 代 运 算 ,从 而 大 大 地 减少 计算 量 .为 了 说 明 它 的 优越 性 , 下 面 列举 两 个 
当 用 的 最 芥 单 的 卡尔 曼 滤波 器 的 例子 来 说 明 . 

1. a- 及 滤波 器 

在 许多 场合 下 ,一 个 常用 的 最 简单 的 滤波 器 就 是 x-B 滤波 器 , 它 可 以 解决 能 名 
用 一 次 曲线 逼近 的 信号 处 理 问题 ,例如 ,雷达 指挥 仪 浏 得 前 匀速 直线 飞行 的 飞机 位 


置 数据 处 理 税 题 就 可 以 采用 这 种 滤波 器 . 
盆 设 系统 的 状态 方程 和 量 调 方程 分 别 为 
六 = 二 + -44) 
Fe 和 + (2-5) 


其 中 x 为 二 维 状 态 向 量 ;yy 为 一 标量 量 测 输 出 ;1w, 上 =0,1,2,… | 为 均值 为 零 、 
方差 为 中 的 正 态 随机 序列 ;fw ,#= 1,2,… 均 值 为 零 , 方 闪 为 的 正 态 随 机 序列 ; 
同时 
1 7 0 

@=|[， 1]: 5=[]: #=0.0). 
了 为 采样 时 间 间 并 .假设 对 于 任意 不 ,7 sf, 都 有 

El wl =0, Elxow| =0, Etxow: =0. 
于 是 这 个 最 简单 的 二 和 阶 系 统 的 卡尔 曼 滤 被 跨 方 程 冯 

Xi [1- EHR) DX, ,1+ Kvy,. (2- 的 
这 里 ,最 优 增益 矩阵 起 只 有 两 个 可 变 参 数 , 记 为 


KK, = [4 . 
按照 卡尔 堆 滤 涂 弟 推 公式 ,可 以 算出 
Pr,£-1C1,1) [2.7) 
pr- ll ltr 

__ Prt-1(1,2) _ 

‘ppl,2) + {2 3) 
其 中 pi,;_1(i, 门 表示 和 矩 阵 PP 中 的 第 i 行 第 j 列 上 的 元 素 . 注 意 到 

有 一 PH'r?, 


es 


所 以 有 
Dk i{1,1) 
位 上 三 产 9 


有 = pest 
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由 于 [中 ,5] 能 控 ,[ 人生 , 互 ] 能 观测 ,因此 依 定理 2 可知 ,和 记 有 稳 态 解 ,分 别 为 
i 


六 三 


其 中 
Pi 三 lim pi, (1,1), 
pre = limpx,r(1,2). 
或 者 


ppt 天 
其 中 pn = lim pet- (1, ;p12 = lim py- 1C1,2). 
这 时 稳 态 卡尔 曼 滤 波 器 方程 可 改写 为 


Yu#=t1l 一 YA +{1- a) TrP_ i + or. 


Ey = 一 fel yi + {1 -AT)XR NE + By.. 
由 于 这 人 江 波 器 只 依 球 于 两 个 增益 常数 a 和 有 , 故 得 名 a-8 滤波 器 . 先 代 计算 (2-7) 
式 和 2- 中 式 , 最 后 可 得 出 a 和 8 的 稳 态 值 . 


还 须 指出 ,o-6 滤波 器 的 稳 态 增益 实际 上 只 取决 于 信 了 噪 比 产 = 四 ;而 与 a 和 r 


的 具体 取 值 无 关 . 这 是 不 难看 出 的 ,只 要 到 Po = so 了 ,在 卡尔 名 滤 波 的 递 推算 法 中 
用 归纳 法 可 以 说 明 , 下 仅仅 是 起 的 函数 ,因此 a 和 有 只 依赖 于 ,滤波 器 的 品质 也 
议 仅 依赖 于 信 品 比 £. 

2.o- 记 7 滤波 器 

a-P 滤波 器 适用 于 那些 能 够 用 一 次 曲线 通 近 的 信号 处 理 问 题 ,但 是 在 许多 实 
际 应 用 中 ,一 阶 近似 砂 能 很 好 地 刻画 一 批量 测 数据 的 变化 赵 势 ,而 需要 用 二 次 曲线 
或 更 高 次 曲线 来 通 近 . or- 有 7 站 波 器 就 是 一 种 能 够 用 于 二 次 曲线 通 近 的 数据 处 理 
方法 . 

殷 设 系统 的 状态 方程 和 量 测 方程 仍 由 介 - 习 式 ~ (2-5} 式 表示 ,不 过 这 时 x 是 
一 个 三 维 状 态 向 量 , 同 时 

-| |. a H=[100]. 
性 0 


于 是 系统 (2-4) 式 .02.5) 式 的 卡尔 旺 滤 波 器 方程 仍 具有 (2.6) 式 那 种 表 这 形式 , 兵 
是 最 优 增 益 和 矩阵 天 依赖 于 三 个 参数 , 记 作 


ol z| 
- 
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Qk 
是 = 四 
HE 


Peg-1tl,1) _ ntl,1) 
TD + " 


及 = Peok-1(1,2) 下 ,下 二 
+ 


同样 可 以 算出 ; 


Phs-1(l,3)  _ phatl,3) 
Fy = = 3 , 
Pestl d+ r 
由 于 [全 ,5] 完 全 能 控 ,[ 全 ,天 ] 完 全 能 观测 ,因此 依 定理 2 可 知 ,ay, 和 7 有 稳 态 
值 分 别 记 作 a ,有 和 Yy, 这 时 稳 态 卡尔 曼 泪 省 器 方程 为 


Ese A 
+ 


其 中 
{fl-a) (ff-a}T -a) 世 


全 
WW=| -有 1- BT 7(1- 此) ， x-|e| 


r 
1 


3 卡尔 四 滤波 方法 的 推广 


3,1 带 有 相关 量 测 噪声 的 卡尔 曼 滤 波 方法 


已 知 系统 局 ,假设 量 测 虽 声 | 呈 是 一 个 相关 阳 声 序列 .具有 一 了 挤 马尔 可 去 (A. 
&A .Markov) 性 质 ,可 用 下 列 随 机 差分 方程 描述 : 
Pe = Wei + 1 ‘3-1) 
其 中 到 和 1 为 一 个 班 X 玉 了 栈 些 阵 ; 撤 ,下 = 站 ,12 为 均值 为 零 , 协 方差 为 
天 | 人 和 站 = Ri 的 正 态 白 皮 声 序列 ,这 里 品 为 mx m 阶 对 称 正定 矩阵 . 同时 假设 
全 ,WwW; 和 xo 都 是 相互 独立 的 . 除 此 之 外 ,在 1.1.3 小 节 对 系统 互 所 做 的 假设 均 不 
变 . 现 在 的 问题 仍然 是 给 定量 测 数据 y 1 ,y2,… ,yy 后 确定 x 的 最 小 方差 线性 无 侦 
滤波 估计 . 在 这 种 情况 下 ,通常 采用 量 测 求 差 法 解决 这 个 问题 .为 此 令 
Wh (3-2) 
作为 新 的 量 测 数据 .将 (3- 了 0D 式 代入 (3-2) 式 ,有 
w= Mx + 4. (3-3) 
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其 中 
4 = Hi Bo idh, 
5 = + HW 
可 以 证 明 , ,上 =1,2,… 是 一 个 均 入 为 替 的 独立 自 只 声 疗 刚 ， 它 的 协 方 差 为 


BEE = (CH QH + RV, 下 or,j. 
值得 注意 的 是 ,这 时 量 测 噪声 & 和 模型 噪声 wi - ,不 是 相互 独立 的 ,它们 之 闻 的 互 
协 方 差 为 
Flex = Od C8, 


这 时 系统 
1 
z= Mx + 6 

的 卡尔 曼 害 波 器 为 


irk = 人 . hk + Ely — Wh 1 Mi_ I 1 1]， 
KE = Pn M+ MPM + RI.]', 
天 = BP Bhit Oi- EM uP DEL+ CL]. 
为 了 进行 递 推 计 算 , 其 初始 条 件 分 别 为 
xoo= Elxol + PHI(HoPoHY+ Ro) (yo- HoEtxol), 
Po.o= Po — pa !'HoPo, 
po= Et[x,- Elxoll[xo—- Elxot}'!. 


3.2 ” 带 有 相关 模型 噪声 的 卡尔 曼 滤波 方法 


假设 系统 三 的 模型 噪声 序列 | ws =0,1,2, 是 一 阶 马 尔 可 夫 过 程 , 即 
MT (3-4) 
其 中 局, 为 二 xnm 阶 矩阵 计生 居 =0,1,2,…| 为 均值 为 等 . 协 方 差 为 E1&E3) = 
Oi 的 正 态 白 噪声 序列 ,OO 为 ax 上 阶 对 称 非 负 定 第 阵 , 六 且 对 于 一 切 ,3 由 
有 
Elxoéll=0 和 Elvé?l= 
除 此 之 外 ,1.1.3 小 节 揭 假设 均 成 立 ， 现在 的 向 题 是 从 定量 测 数 据 A PE 
ys 后 瑞 定 状态 向 量 x 的 最 小 方差 线性 无 偏 滤 波 人 帖 计 . 为 解决 这 个 问题 ,可 采用 扩 
充 状态 变量 法 . 邻 
a=[* 中 ， WW , = 1 |】 r=[ | 1 = [五 ,0 . 
于 是 扩充 系统 的 状态 方程 和 量 测 方程 分 别 为 
及 = W111 + TE 1 {3-5) 
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Fi = Mi + Vs. {3-0) 
将 前 面 的 结果 用 于 扩充 系统 (3-5) 式 、(3-6) 式 ,然后 利用 分 块 矩阵 运算 的 性 质 ,得 
到 如 下 滤 流 器 方程 ; 
Rak = Rk + Kr [Lys 一 Hxin-1], 
Wk = Wi 1+ Kil yy 一 Hirus-1), 
Ee = DRE + Wk 


Wk = De WE 
Kl= PriHI[ HP 4_1HI+ R]!, 
Ki= GL HILHP .HE+ Rl!, 
Pri = Des hs Bh + GE Bh + DG 
Gi = BG DE 
Lt = 有 
Pis= [I- KIH,) Ps- 
Gs = [1- KH,] Gr, 
Ls = Es — KIHAG,. 1, 
Too0= Elxol, wo =0, 
Poo= Elfxo- Blixol xo- Elxo:j' |, 
Go,o=0, Lon=0. 


3.3 ”闭环 系统 的 卡尔 曼 滤 波 方 法 


卡尔 曼 滤 流 方 法 常常 用 于 离散 随机 线性 控制 系统 之 中 ,这 样 的 系统 不 己 包 含 
模型 噪声 ,而且 含有 控制 输入 项 .其 数学 模型 为 
= Dt Tt We 
= Hr + Py. 
其 中 坟 为 r 维 控 制 输入 向 量 ; -1 为 n xr 阶 建 阵 , 串 收 控 制 分 布 和 矩阵 . 除 此 之 
外 ,其 余 各 符号 会 闵 同 前 所 述 ,并 满足 1.1.3 小 节 的 假设 .这 时 对 系统 三 来 说 , 它 
的 卡尔 明和 滤波 器 方程 为 


Ek = E11+ Ky; — Hix in:-1], 


Rak 三 Be TL 
下 = Ps- tH ERP- H+ Rl !, 
Pe = Be iP ti Dit 1 
Pi r= LT KH) Pri, 
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Koo = Elxol ; 
Poo= El[xo- Elxot [xo- Elxol jl 


4 ”连续 时 间 随 机 线性 系统 的 卡尔 曼 滤 波 


4.1 数学 模型 


4.1.1 状态 方程 和 晤 测 方 程 


连续 时 间 随 机 线性 系统 的 状态 方程 和 量 浏 方程 一 般 可 沪 交 
FE: = ACrO) + w(t), 
PO = CO REE) + pOED), 
其 中 x(t) 表 示 rn 维 随 机 状态 向 量 ; yt!) 表示 加 维 随机 基 测 向 量 ;w(1) 表 示 上 维系 
统 摸 型 噪声 ;fb 表示 m 维系 统 量 测 队 声 ;A(1) 为 n xn 阶 和 矩 阵 , 它 的 每 个 元 素 都 
是 ! 的 分 段 连续 函数 ;Cti) 表 示 六 xr 阶 矩阵 , 它 的 每 个 元 京都 是 上 的 分 段 连续 函 


数 ， 
令 nxn 阶 矩阵 全 ,i0) 满 足 微 分 方程 
,m= A BD , 10), 
D0, to) = 4, 
则 称 便 (t, tio) 为 系统 三 的 状态 转移 矩阵 , 它 具 有 在 1.1.2 小节 所 拖 述 的 性 质 ， 


4.1.2 基本 假设 


(1 能 设 系 统 荆 的 初始 状态 xfo) 是 一 个 正 态 分 布 的 随机 向 量 , 其 均值 和 协 方 
差 有 穷 . 即 
Elx(io} =x0, Elx(to) x to)! = Po. 
(2) 假 设 系 统 三 的 模型 噪声 w{ 日 是 一 个 均值 为 零 . 协 方 益 有 穷 的 独立 正 态 随 
和 宙 过 程 ,或 称 零 均 值 的 白 品 声 过 程 , 即 对 于 任意 :zz0, 有 
Eiw{t}| =0, 
Elw{) wr)! = Q(t)O(t— rc), 
其 中 Q(2) 是 nx sn 阶 和 矩阵 , 且 对 称 非 负 定 , 它 的 每 个 元 都 是 :的 分 段 连续 消 数 ; 
S(t) 是 脉冲 函数 ,具有 如 下 性 盾 ， 


| Btyd = 1， 


oo {t=0); 
县 $0) = ts {ti¥0). 
(3) 恨 设 系 统 三 的 量 测 噪 声 vi1) 也 是 一 个 均值 为 零 , 协 方差 有 穷 的 独立 正 态 
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随机 过 程 , 邯 对 于 任意 :> rz0, 有 
五 | mt =0, 
Elvy(i)v (tr)| = RNS(E- 5), 
其 中 忍 (中 是 mx n 阶 对 称 正定 矩阵 , 它 的 每 个 元 都 是 上 的 分 段 连续 函数 ， 
4) 假设 系统 工 的 初始 状态 向 量 .模型 噪声 与 量 调 噪 上 吉 两 两 相互 独立 , 即 对 于 
任意 frs 册 ,有 
Elxt)w'(r)! =0, 
Elxrti)v™r)| =0, 
FIwinv T(r)!: =0. 
通常 称 满足 上 述 性 质 的 系统 三 为 正 态 系统 . 
4.1.3 问题 的 拖 述 
对 于 连续 时 间 随 机 线性 系统 来 说 ,最 优 状态 居 计 问题 的 提 法 是 : 疹 定 量 测 数据 


fy ;testsri ,寻找 系统 三 的 状态 向 量 *(t 的 估计 (ilr), 这 个 估计 应 具有 下 
列 三 个 性 质 ， 


ls Rilr) 是 无 偏 的 , 即 下 ICtlr)j = Exztb1i 
(tlir) 是 线性 的 , 即 它 是 y (1) 的 线性 函数 ; 
3 X(t1t) 是 最 小 方差 千 计 , 即 它 使 得 


El[xee) -FOOT x ey - ¥()]| 
达到 极 小 . 


定义 1 如 果 满 足 上 述 三 条 性 质 的 估计 (ilz) 存 在 , 则 称 它 为 线性 无 偏 最 小 
方差 估计 . 


定 当 2 若 1> zt, 则 (tir) 称 为 x(t) 的 预测 估计 ， 
定 多 3 车 1= 工 , 则 (tlc) 称 为 x(4) 的 滤波 估计 ， 
定 光 4 车 1<zt 则 人 (tir) 称 为 x(4) 的 平 潜 居 计 . 
卡尔 最 滤波 研究 的 是 最 优 渤 波 居 计 间 题 . 


4.2 卡尔 曼 滤 波 闪 


4.2.1 卡尔 要 滤波 台 方 程 
连 妆 肝 间 线 性 随机 系统 三 的 卡尔 曼 滤 波 器 可 由 下 式 给 出 ; 


xC)t)= [CD - K{ A CC) wl) + K{r) y(t), (4-1} 
K(f)= PO CT R(t), {4-2) 
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Pl) = ACOP(CE) + POOATE)- POOCTOD RI CO) PEO) + O00), 
(4-3》 


Y(010) = xo, Pito) = Po. 
其 中 天 (日 为 卡尔 曙 谈 波 器 的 最 优 增 获 矩阵 - 


4.2.2 卡尔 可 滤波 器 的 稳定 性 


定 必 SS 假设 连续 时 间 随 机 线性 系统 为 ,如果 存在 正常 数 w ,Pl 和 >0, 使 
得 对 于 -- 切 i130, 都 有 


| < | ®(,) Q() Di, cde < Bi, 


则 称 售 系统 是 一 致 完全 能 控 的 . 
定 多 后 傻 设 连续 时 间 随 机 线性 系统 为 Z, 如 果 存 在 正常 数 ay, 记 和 o> 人 0, 使 
得 对 于 一 招 +=0, 有 


ol 之 (er, DCU}R UC rr) r,t) dr < Bl, 


则 称 该 系统 是 一 致 完全 能 观测 的 . 

定理 1 摧 设 连续 时 间 随 机 线性 系统 三 是 一 致 完全 能 榨 和 一 致 完全 能 观测 
的 , 则 系统 工 的 卡尔 曼 波 波 器 具有 如 下 性 质 : 

1 对 于 任意 避 时 刻 的 初始 协 方差 矩阵 凸 >0, 矩 阵 里 卡 蒂 方程 (4-3) 式 都 有 唯 

-对 称 非 俯 定 解 P(t;io, ,而 且 当 :ze 时 ,P(t;i0, Pn) 总 是 正定 的 . 

2 对 于 任意 6 时 刻 的 初始 协 方差 矩阵 pos0, 当 ! 世 = 时 ,PL4; to, Po) 是 一 致 

有 界 的 , 即 存在 正常 数 a; 和 所, 使 得 对 于 一 切 ;二 0, 有 
a < Pli:to, Po) ss Bl. 
对 于 任意 互 30, 有 
‘lim P(ts10, Po) = P(t) >0,. 


人 最 优 滤波 器 方程 (4-1) 式 是 大 范围 一 致 浙 近 稳定 的 , 即 存 在 两 个 正常 数 a 
各, 使 得 对 于 一 切 1 > rz0, 有 
| Ez) a aexpt - Per — r}), 
其 中 到 (trz) 为 方程 (4-1) 式 的 状态 转移 矩阵 , 即 炎 (t, 7) 满足 下 列 微 分 方程 : 


Weir,r)= [A KO CC) Bs. r), 
wr io: 102 = i. 
定理 2 假设 系统 王 是 定常 的 , 即 A{1) = 有 ,C(t)= CC 都 是 常 值 算 阵 ,模型 噪 
声 和 县 测 咯 声 都 是 平稳 的 , 即 (ft) = Q=0 和 R(7) = R> 0 都 是 常 值 入 阵 , 并 且 存 
在 矩阵 了 ,使 得 @ = IT". 如 果 [4 ,六 ] 能 控 ,[ 4 ,人 ] 能 观测 ,那么 里 卡带 方程 
AP+ PAT- PCOTR-'ICP + 0O=0, {44-4) 
有 唯一 对 称 正定 解 P, 并 且 和 矩阵 4 - PCTR-'C 的 所 有 特征 值 都 有 羔 实 部 , 如果 取 
KEK= POTIR-!, 


则 滤波 器 


YX 人 = (A KC)X(I) + Ryt i 
是 渐 近 稳定 的 ,这 时 它 被 称 沟 系统 的 稳 态 卡尔 曲 滤 波 澡 或 党 增益 卡尔 蝇 滤 波 
器 . 
注 定理 2 中 的 假设 [4 , 卫 ] 能 控 和 [4,C 能 观测 分 别 可 碱 贡 为 14, 五] 能 稳 
和 [4 , 必 | 能 检测 ,这 时 定理 2 仍然 成 立 ,只 是 代数 里 卡带 少 程 (4-) 式 只 有 了 叭 -对 
称 非 负 证 解 . 


4.3 广 吕 卡尔 曼 让 波 


4.3.1 数学 宰 型 与 基本 假设 


给 定 一 个 出 下 列 微 分 方程 描述 的 随机 非 线性 系统 ， 
X= ERC) + wit), (4-5)} 
ptt) = h(E) + VW, (4-6) 
其 中 x (i) 表示 n 维 状 态 向 重 ;y 表示 m 维 量 测 向 量 ;x， 表示 x 在 5 时刻 的 采样 
和 ;wt{1) 表 示 n 维和 模型 蜂 声 向 量 ;y, 表示 m 维基 测 唆 上 店 丫 量 ;Fi:) 秦 示 闫 态 向 基 
x{i) 的 n 维和 拓 值 耳 数 ;hi(') 表 示 向 量 各 的 m 维 先 值 辆 数 . 
很 设 w(1) 是 一 个 均值 为 零 . 协 方 闫 为 
Elwit)w itr) = Od r) 
的 正 态 白 只 声 过 程 ,| 9 ;k= 1,2,…1 是 一 个 均值 为 零 . 协 让 差 为 
El vr = RBy 
的 正 态 白 噪 声 序列 ,这 里 全 (4) 和 有 分 别 为 nxn 阶 对 称 卡 负 定 矩阵 和 mxm 阶 
对 称 正 定 矩 阵 .另外 假设 Ew(i) vi| = 人 0, 对 于 一 切 5 20 和 大 =1,2,… 成 立 ; 
#f ,Py 都 与 初始 状态 xo 相互 独立 , 即 
Elwtn)ril=0 (Yi0). 
Flvexdl =0 (YE=1,2,..). 
同时 ,还 慷 设 条 值 净 数 fx(0)) 和 CK), 对 于 每 个 状态 泽 量 的 偏 导 数 都 存在 . 
现在 的 问题 是 在 给 出 量 测 数据 册 ,7, 7 下 以后, 求 状态 向 量 x 的 估计 
Xu 
4.3.2 广义 卡尔 要 滤波 器 方程 
利用 线性 化 方程 可 得 广 沁 卡 尔 曼 滤波 器 方程 为 


A A 
1 Kl ¥: 一 hixrr_1)], 


A A 

这 由 一 = Xt Nt, 
下 T 1-1 

K=P: HpP, Hi+ Rl! , 
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天 = BrP Dt QAt. 

Pee=[ IT- EH] Pe, 

xow = Efxol, 

Poo= Ellxo— Elxol {xo — Elxoll 1+. 
其 中 ai 为 采样 时 间 间 隔 ; 硬 , = 了 + Fdt, 


p DA 
kl dT] 4 
_ 3h (Xr) 
EE FR 
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引 


系统 辨识 是 研究 如 何 建立 动态 系统 数学 模型 的 一 种 理论 和 方法 .在 许多 情况 
下 ,要 建立 一 个 系统 的 数学 模型 不 是 一 件 容易 的 事 , 尤 其 对 那些 具体 的 物理 对 象 或 
工程 系统 ,由 于 它们 的 内 在 机 理 比较 复 茶 , 而 且 系 统 的 测 姐 数据 通常 含有 赂 声 , 系 
统 的 建 模 就 变 得 更 为 困难 .系统 辨识 就 三 应 此 而 形成 的 - - 门 学 科 . 它 研究 如 何 从 合 
有 噪声 的 测量 数据 中 提取 被 研究 对 象 的 数学 模型 ,或 者 说 研究 如 何 利 用 办 识 技术 
从 被 研究 的 系统 、 对 象 或 过 程 的 复杂 因果 关系 中 , 尽 可 能 准确 地 确立 它们 之 间 的 定 
量 恢 存 关系 . 

在 控制 工程 中 ,系统 辨识 定义 为 “根据 系统 的 输入 输 汕 数 据 , 从 给 定 的 模型 类 
中 寻找 与 所 研究 的 系统 等 价 的 模型 " .这 一 定义 指出 了 系统 的 动态 特性 必然 表现 在 
它 的 变化 着 的 输 人 输出 数据 之 中 .辨识 就 是 从 这 变化 的 输 和 人 和 输出 数据 中 ,利用 数 
学 方法 提炼 出 系统 的 数学 模型 来 的 .一 般 说 来 ,辨识 建 模 是 个 复杂 的 实验 测试 和 数 
据 统计 处 理 过 程 , 通 过 辨识 获得 的 模型 也 只 是 系统 动态 特性 在 某 种 准则 意义 下 的 
一 种 近似 .近似 的 程度 取决 于 人 们 对 系统 先 验 知识 的 认识 程度 和 对 数据 集合 手 质 
的 了 解 ,以 及 所 采用 的 模型 结构 .辨识 输 人 信和 叶 的 性 质 .数据 的 预 处 理 和 准则 函数 
的 选择 等 因素 ， 

系统 辨识 作为 协同 控制 理论 去 解决 实际 控制 工程 问题 的 一 种 有 力 手 段 已 被 人 
们 所 会 认 . 它 是 一 门 有 明显 实用 价值 的 学 科 , 涉 及 到 的 辣 识 面 比 较 宽 ,尤其 对 随机 
过 程 和 线性 代数 的 知识 要 求 高 . 


山 


1 基本 概念 


进行 控制 系统 分 析 、 设 计时 ,需要 知道 控制 对 象 的 数学 模型 ,在 经 典 控制 理论 
中 ,通常 把 正弦 波 信和 号 或 阶 路 信号 加 到 系统 上 ,通过 观测 系统 的 输出 来 测定 系统 的 
动态 特性 模型 .在 现代 控制 理论 中 ,系统 数学 模型 的 确定 比较 复杂 ,需要 进行 大 量 
的 数据 处 理 和 统计 分 析 才 能 得 到 系统 的 动态 特性 模型 . 这 些 都 是 系统 辨识 研究 的 
范畴 、 

粗略 地 说 ,系统 辨识 是 根据 测量 数据 来 估计 系统 的 数学 模型 的 方法 ,而 状态 二 
计 则 是 根据 已 知 数 学 模型 来 居 计 系统 的 状态 的 方法 ,二 者 互 为 逆 问 题 ， 

目前 ,控制 理论 的 应 用 几乎 不 能 没有 系统 辨识 和 状态 估计 的 支持 ,系统 辨识 和 
状态 估计 又 必须 以 控制 理论 为 基础 ,三 者 构成 了 现代 控制 工程 中 三 个 互相 涂 透 的 
学 科 领 域 . 
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1.1.1 模型 概述 


控制 理论 和 其 他 数理 统计 的 最 优化 方法 要 应 用 于 实际 问题 时 ,首先 就 需要 知 
道 柔 统 的 数学 模型 .所 谓 * 模 型 "就 是 把 关于 实际 系统 的 本 质 的 部 分 信息 简 编 成 有 
用 的 描述 形式 . 它 用 来 撒 述 系统 的 运动 规律 ,是 系统 的 一 种 客观 写照 ,是 分 析 、 天 
报 、 控 制 系统 行为 特性 的 基础 ， 

对 实际 系统 来 说 , 建 模 必须 要 有 上 明确 的 目的 .一 般 说 来 ,只 能 按照 建 模 的 目的 
去 建立 一 种 能 近似 描述 系统 的 模型 ,而 起 建立 包含 系统 各 种 因素 在 内 的 模型 是 不 
可 能 的 .如 果 模 迎 的 输出 和 实际 系统 的 输出 “几乎 处 处 "相等 ,那么 应该 说 这 种 模型 
就 是 满意 的 了 .要求 模型 越 准 确 ,模型 就 会 越 复杂 .相反 ,适当 降低 模型 的 准确 度 要 
求 , 只 考虑 系统 的 主要 因素 ,模型 就 可 以 简单 点 .这 就 是 说 ,建立 实际 系统 模型 时 ， 
存在 着 准确 性 和 复杂 性 这 对 韦 盾 , 找 出 二 者 的 折 圳 办 法 是 建 模 的 关键 . 


1.1.2 建 袖 方法 


常用 的 建 模 方法 有 两 种 : 

1. 机 理 建 横 

机 理 建 模 也 称 理论 建 模 . 这 种 方法 通过 对 系统 的 分 析 , 摘 清 系统 的 运动 规律 ， 
运用 一 些 已 知 的 定律 .定理 和 原理 ,如 物料 平衡 方程 .能 量 平衡 方程 、 传 热 传 质 原理 
和 北 学 动力 学 原理 等 ,来 建立 能 准确 反映 系统 内 在 机 理 的 模型 . 

2. 辨识 建 模 

大 识 建 模 也 称 实验 建 模 .这 种 建 模 方 法 的 依据 是 系统 的 动态 特性 必然 表现 在 
输入 输出 数据 之 间 的 关系 上 ,因此 ,可 利用 输入 输出 数据 所 提供 的 信息 ,建立 与 系 
统 外 特性 等 价 的 模型 . 

就 某 种 意义 上 说 ,辨识 建 模 较 机 理 建 模 有 一 定 的 优越 性 , 它 无 需 深信 了 解 系统 
的 内 在 变化 规律 ,然而 , 状 识 建 模 需 要 设计 一 个 合理 的 实验 , 雇 便 获得 系统 所 含 的 
最 大 信息 量 , 这 点 往往 是 困难 的 .因此 ,实际 应 用 时 ,两 种 方法 可 以 互相 补充 、 取 长 
社 短 .机 理 已 知 的 部 分 可 以 用 理论 建 模 的 方法 ,未 知 的 部 分 则 采用 辨识 建 机 的 方 
法 .通常 把 机 理 建 模 称 作 " 白 箱 ” 问 题 ,把 辨识 建 模 称 作 “ 黑 箱 " 问 题 ,二 者 的 结合 称 
作 “ 灰 箱 ” 问 题 . 


1.2 系统 矢 人 识 


系统 扒 识 是 一 种 统计 实验 的 建 模 方法 , 它 只 关心 系统 的 外 特性 ,把 系统 看 伏 
“黑箱 " ,根据 "黑箱 "表现 出 来 的 输入 和 输出 信息 ,建立 与 “黑箱 "特性 等 价 的 模型 . 
或 者 说 系统 办 识 是 用 一 个 模型 来 表示 客观 系统 本 质 特 征 的 一 种 演算 ,并 把 对 客观 
系统 的 理解 用 模型 的 形式 表示 出 来 的 方法 . 它 并 不 期 望 获得 一 个 与 实际 系统 完全 
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吻合 的 数学 描述 ,要 的 只 是 一 个 可 适合 于 应 用 的 模型 .可见 , 辨 识 包 含有 三 个 基本 
要 素 一 一 数据 模型 类 和 准则 .数据 是 辨识 的 基础 ,模型 类 是 辨识 的 选择 范 闭 ,准则 
是 辨识 的 优 世 目标 . 

辨识 就 是 按 狂 一 个 准则 在 一 组 模型 类 中 选择 一 个 与 数据 拟 合 得 最 好 的 模型 
总 而 言 之 ,辨识 的 实质 就 是 从 一 组 模型 类 中 选择 一 个 模型 ,按照 某 种 准则 ,使 之 能 
最 好 地 拆 侣 所 关心 的 实际 系统 的 动态 特性 ， 


1.3 辨识 问题 的 描述 


在 控制 工程 领域 中 ,和 多数 场 全 都 采用 扎 德 (L.A.Zadeh) 对 系统 辨识 的 定义 ;“ 辩 
识 就 是 在 输入 和 输出 数据 的 基础 上 ,从 一 组 给 定 的 模型 类 中 ,确定 一 个 与 所 测 系 统 
等 价 的 模型 " .根据 这 个 定义 ,下 面 的 几 项 工作 在 系统 辨识 中 是 非常 重要 的 : 

(1) 输入 信号 的 设计 ; 

(2) 输入 和 输出 数据 的 测定 ; 

(3) 用 于 衡量 实际 系统 和 模型 等 价 性 的 准则 函 教 的 确定 ; 

(4) 模型 结构 的 确定 ; 

(5) 参数 估计 算法 的 选择 ; 

{6) 模型 验证 . 

当然 ,这 些 工 作 是 互相 关联 的 ,不 能 分 开 来 考虑 ， 

输 人 信和 号 的 设计 必须 满足 一 定 的 条 件 .以 保证 系统 是 可 辨识 的 .也 就 是 说 ,所 
设计 的 输入 信和 号 必须 能 充分 激励 系统 的 所 有 模 态 ,使 有 关系 统 的 动态 特 杜 扩 息 尽 
可 能 正确 地 反映 在 输出 数据 上 . 

输入 和 输出 数据 的 测定 要 考虑 采样 时 间 的 选择 .数据 的 预 处 理 . 坏 数据 的 剔除 
和 数据 的 零 均值 化 等 问题 , 尽 可 能 保证 数据 集合 的 统计 性 质 是 平稳 的 或 是 拟 平 黎 
的 . 

系统 和 模型 的 等 价 性 是 通过 引信 具有 物理 意 立 的 评价 函数 或 称 准 则 畏 数 来 本 
量 的 .在 给 定 的 模型 类 中 , 当 模 型 .多 使 准则 函数 最 小 时 ,就 称 模 型 . 克 与 实际 系 
统 是 等 价 的 . 这 意味 着 辨识 问题 可 以 表达 成 寻求 使 准则 请 数量 小 的 模型 . 属 的 最 
优化 问题 

模型 结构 的 确定 取决 于 模型 的 使 用 自 的 及 有 关 的 先 验 知识 . 

参数 佑 计 且 系统 辨识 的 一 个 阶段 , 当 给 定 的 模型 用 参数 模型 描述 时 ,辨识 问题 
便 归结 为 模型 参数 优化 问题 ,参数 估计 算法 就 是 求 这 种 优化 问题 的 解 的 方法 . 

模型 验证 的 目的 是 检查 辨识 模型 的 合适 度 , 一 般 可 以 通过 对 所 得 的 模型 或 基 
于 模型 所 设计 的 控制 系统 进行 模拟 评价 . 


1.4 ”办 识 的 基本 原理 


辨识 就 是 根据 系统 的 测量 数据 ,在 某 种 准则 意义 下 ,对 未 知 系统 的 模型 结构 和 
参数 进行 估计 的 方法 .准则 是 用 来 判定 模型 是 否 接近 实际 系统 的 标准 ,可 用 模型 与 
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系统 依 差 的 泛 函 来 表示 . 这 个 江 函 称 作 准则 函数 , 记 作 
了 = Dllelk)), 


其 中 其 是 定 立 在 (0. 区 间 上 模型 与 系统 误差 s(t) 的 函数 ,通常 称 它 为 损失 郴 
数 . 多 数 情况 下 可 失 函数 都 取 误 差 的 平方 隙 数 , 邑 
ethk)) = estk). 

误差 st) 应 该 广 闵 地 理解 为 模型 与 系统 的 一 种 “偏差 " ,或 称 残 姜 {residual). 
它 可 以 是 模型 输出 误差 ,也 可 所 是 模型 输入 误差 或 模型 广 妆 误差 ,输出 误差 的 比较 
点 位 于 模型 的 输出 端 ,这 时 辨识 问题 可 归结 为 非 线 性 优化 问题 ,辨识 算法 较 复 杂 . 
输 大 误差 的 比较 点 在 模型 输 人 映 , 相 应 要 求 模型 必须 是 可 逆 的 . 广 吧 误差 的 比较 点 
既 不 在 输出 端 也 不 在 输入 端 ,通常 要 选择 合适 的 比较 点 ,使 准则 函数 关于 模型 参数 
空间 是 线性 的 ,这 时 模型 参数 优化 问题 比较 简单 , 许 儿 辨识 算法 都 采用 这 种 误差 准 
则 ， 

辨识 的 基本 原理 如 图 1-1 表示 ， 
它 是 一 个 动态 的 调整 动作 过 程 , 以 
实际 系统 的 输出 为 参考 ,不断 调整 
模型 的 结 构 和 参数 ,使 模型 与 实际 
系统 输出 之 间 的 尾 差 尽 可 能 小 . 

图 1-1 所 示 的 虚线 框 内 为 待 辩 
识 的 动态 系统 , 其 输出 变量 可 以 表 
示 成 另外 一 些 变量 在 时 间或 空间 离 
散 点 上 取 值 的 线性 组 合 , 或 者 说 系 
统 的 模型 可 以 表示 万 最 外 二 冬 格 
式 - 在 上 时 刻 , 根 据 前 一 时 刻 的 模型 


参数 估计 值 合 不 - 1) ,可 专 计算 模型 的 输出 ,也 就 是 系统 的 输出 预报 值 

DE) = EURYOCE — 1), 
其 中 E(k) 为 模型 输 人 数据 向 量 ,其 元 素 是 可 测 且 相互 间 线 性 独立 的 .同时 又 可 计 
算 系 统 的 输出 预报 误差 ,或 称 新 息 {innovation) , 即 


z (Ck) = sh) 2)， 


其 中 zz) 为 系统 的 输出 
z (CkY = HOE) OG + nk), 


式 中 6 为 模型 参数 真 值 ,n() 为 零 均值 噪声 .然后 将 新 息 z (#) 反馈 给 辨识 算 


法 ,在 某 种 准则 条 件 下 ,计算 出 时 刻 的 模型 参数 估计 值 (#) ,并 据 此 更 新 模型 参 
数 .这 样 不 断 选 代 下 去 ,直至 对 应 的 准则 函数 达到 最 小 值 为 止 .这 时 模型 的 输出 也 
在 该 准则 意义 下 最 好 地 逼近 系统 的 输出 值 ,再 通过 比较 不 同 模型 结构 下 的 准则 函 


救 , 便 可 获得 所 需 的 模型 ,假设 进行 到 了 时刻 获得 了 量 终 辩 识 模型 , 记 作 6( 上), 则 
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可 进一步 求 得 残 差 , 即 最 终 准 识 模型 与 实际 系统 输出 之 阅 存 在 的 侦 差 


el Kk) = zh) - AUKIGCL) (Kk = 1,2,..,L) 
和 相应 的 准则 函数 


1 = De kh), 
注意 , 残 差 与 新 息 是 两 种 不 同 的 概念 .前 者 用 来 衡量 最 终 辩 识 模型 与 实际 系统 


输出 之 间 存 在 的 偏差 :后 者 表示 辨识 过 程 中 模型 与 实际 系统 输出 之 间 存 在 的 动态 
偏差 . 


1.5 ”辨识 的 步骤 及 其 分 类 


系统 辨识 从 实验 设计 到 获得 最 终 模型 ,一般 要 经 广 如 下 步 又 ; 
{1} 模 据 辨识 的 目的 ,利用 先 验 知识 ,初步 确定 横 弄 绒 构 ; 

{2) 设计 辨识 实验 方案 ,获取 系统 输 人 输出 数据 ; 

(3) 确定 准则 函数 ,完成 模型 参数 和 结构 辨识 ; 

(4) 通过 税 型 检验 ,获得 最 终 模型 . 

这 些 辨识 步 凤 是 密切 关联 而 不 是 郊 立 的 ,其 美 系 如 峡 1-2 所 示 . 


任 】 es 


| 辨识 辩 识 
es 


图 1-2 
目前 系统 辨识 技术 已 得 到 了 迅速 的 发 展 ,形成 了 各 种 各 样 的 辨识 方法 . 按 误差 
准则 分 类 有 输出 误差 法 、 输 人 误差 法 和 广义 误差 法 ; 按 算 法 形式 分 类 有 批 处 理 算法 
和 递 推算 法 ; 按 使 用 方式 分 类 有 离线 辨识 方法 和 在 线 辩 识 方法 ; 按 模型 性 质 分 类 有 
非 参 数 模型 辨识 方法 (或 称 经 典 的 辨识 方法 ) 和 参数 模型 辨识 方法 (或 称 现代 的 辨 
识 方法 ) .根据 不 同 的 辨识 原理 ,参数 模型 辨识 方法 可 归纳 成 三 类 ; 
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(1) 最 小 二 很 类 参数 辨识 方法 ,其 基本 思想 是 通过 极 小 化 如 下 准则 函 款 来 估 

计 模 型 参数 , 即 
1) = De hk) | min, 

其 中 e{*) 代表 模型 输出 与 系统 输出 的 偏差 . 典型 的 方法 有 其 小 二 雪 法 . 增 广 最 小 
一 乘法 .辅助 变量 法 .广义 最 小 二 乘法 等 ， 

(2) 梯度 校正 参数 辨识 方法 , 其 基本 思想 是 沿 着 准则 函数 负 梯度 方向 逐步 覆 
正 模 型 参数 ,使 准则 函数 达到 最 小 ,如 随机 逼近 法 . 

(3) 概率 密度 珊 近 参数 办 识 方法 , 其 基本 思想 是 使 输出 z 的 条 件 概 率 密度 
p(z 1 69) 最 大 限度 地 逼近 条 件 bg 下 的 概率 密度 p(z 1 80) . 即 


p(s 10) —* p(z | O0). 
典型 的 方法 是 极 大 似 热 法 ， 
本 篇 重点 讨论 这 三 类 辨识 方法 ,对 近年 来 发 展 起 来 的 一 些 新 的 辨识 方法 ,如 横 
糊 辨 识 方法 [210 .神经 网 络 辩 识 方法 ,小 波 辩 识 方法 .遗传 准 识 方法 等 ,由 于 篇 幅 所 
限 ,不 作 论 述 ， 


2 系统 模型 描述 


在 系统 工程 和 控制 工程 领域 中 ,研究 诸如 工业 装置 ,生产 过 程 ,社会 经 济 等 实 
际 系统 的 设计 ,控制 ,预报 和 评价 时 ,需要 一 个 与 其 目的 相 适 应 的 数学 模型 ,用 以 描 
述 系统 的 动态 行为 .在 多 数 情 况 下 ,这 种 系统 模型 都 可 简化 为 线性 时 不 变 集 中 参数 
模型 . 


2.1 系统 描述 


系统 描述 是 辨识 的 出 发 点 ,由 此 便 可 大 致 确定 辨识 问题 的 类 型 .辨识 的 应 用 范 
围 和 辨识 所 用 的 方法 等 .一 个 系统 的 描述 根据 人 们 的 需要 可 区 分 为 时 域 描述 和 频 
域 描述 两 种 方式 . 


2.1,1 时 域 描述 


41、 脉冲 响应 
考虑 一 个 输 人 变量 为 et) .输出 变量 为 y(1) 的 
2 x 系统 ,如 图 2-1 所 示 . 
定义 1 如 果 系 统 响 应 只 依 玉 于 输 人 信号 ,不依 
图 2-1 赖 于 绝对 时 间 , 则 系统 称 必 时 不 空 系统 . 
定义 2 如 果 系 统 对 于 和 输 大 信号 线性 组 合 的 啊 应 
等 于 各 个 输 人 依 导 啊 应 的 线性 组 合 , 则 系统 称 为 线性 系统 . 
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定义 3 如果 系 统 每 一 时 刻 的 输出 响应 只 依赖 于 到 此 时 刻 为 止 的 输入 , 则 系 
统称 作 因 果 系 统 . 
一 个 线性 时 不 变 困 果 系统 可 以 用 脉冲 响应 来 措 述 : 


y(t) = | eu ~ Tdr. 


当 脉 溃 响 应 1g(r),r © (0, %m)} 和 输入 信和 号 wu(s),s 专 ! 已 知 时 ,系统 完全 可 由 脉 
冲 响应 表征 . 如 果 系 统 采 样 时 间 了 足够 小 ,输入 信号 在 采样 时 间 内 可 视 为 保持 常 值 
af = YT < (K+ DT, 则 系统 可 以 用 脉 溃 响应 的 离散 形式 来 近似 描述 : 


yb) = DelDulk—), (2-1) 
其 中 g{!) = [ear. 


1gf 门 ,7 = 0,1,… 上 称 为 系统 的 脉冲 响应 序列 . 只 要 输入 信号 在 采样 时 间 内 变化 不 
大 ,脉冲 哆 应 序列 就 可 以 很 好 地 描述 系统 . 

2, 申 声 

在 实际 应 用 中 ,系统 总 会 受到 不 可 观测 的 各 种 各 样 的 噪声 于 扰 . 这 些 噪 声 通 
常 都 是 随机 的 , 记 作 1| et) , 称 作曲 声 序列 ,描述 它们 的 基本 数字 特征 定义 为 : 

(1) 均值 potk) = Ele(k)!; 

(2) 均 方 值 总 (4) = Ele*(k)); 

(3) 方差 ok) = El(e(h) 一 pk) |; 

{4) 相关 阔 数 品 ( 开 ,二 + 门 = Eletk)elk+ DI 

(5) 协 方 着 ChER+D) = BlCe(h) -pelh))Celk+ -pth + DL. 

以 上 这 些 基本 数字 特征 存在 如 下 关系 : 

Ck) = 下 (下 下) 
1 = RE,kE)}- p(k), 
CE E+ = ROkE+ DD ptk)ptk+ 1). 

下 面 是 一 些 有 关 随 机 序列 的 重要 定 尺 . 

定 必 4 ”如 果 一 个 随机 序列 的 统计 性 质 不 随时 间 变 化 而 变化 , 则 称 它 为 平稳 随机 
序列 . 
定 尺 5 如 果 瑚 机 序列 的 一 阶 矩 和 二 阶 矩 不 随时 间 变 化 而 变化 , 邵 Elet 二) 
= 忆 及 殖 |ef)e(k+ 门 | = 部 (站 , 则 称 它 为 宽 平 稳 随 机 序列 ， 


定 党 和 6 如果 
Ete(k)}| = pt k) (| ptk) | ers YE), 
此 ietf 下 ye 二 二 | = Rkk+ i) (| 天 (天 + 站 1 cy 是 天， 
Be(Delt+rDi= 加 士 2)Ble(be(t+rDI = RD (VD， 
i 站 
则 称 它 为 氛 平 稳 随机 序列 . 


定 灾 7 如 果 C1) = ElfeCh) pk) [wk + D) -p(k+ D1 = 0, 则 
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je 和 13w(#)| 是 两 个 不 相关 随机 序列 . 
定义 8 ”所 平稳 序列 矩 的 计算 定义 为 


ElfAelk))! = tm Ete) 
如 果 不 考虑 概率 框架 ,公用 一 个 突现 来 计生 统计 和 则 有 
Elfle(k))! = lim 了 了 } oe) 


这 种 利用 一 个 实现 去 计算 矩 的 概念 属 到 坟 这 局 性 时 
3. 有 声 描述 
定 灾 9 ”如 果 一 个 随机 隘 声 序列 oC)| 是 两 两 不 相关 的 .对 应 的 自 相 关 画 数 为 
RC) = a (1 = 0, + 1, +2,..…), 
其 中 襄 为 克 罗 内 克 (Z.Kroneckerc) 符号 ， 
3, - {i ({ = 0)， 
:~ lo ([ zz 0), 
则 这 种 随机 噬 声 序列 称 为 自 品 声 序 列 . 
沁 只 声 序列 的 谱 密 度 为 常数 ,等 于 ,或 者 说 等 干 白 噪声 的 方差 . 
定理 1 设 和 随机 平稳 内 声 序列 1el 1)| 的 谱 密 度 S.(tw) 是 w 的 实 函 数 ,或 是 
cosw 的 有 理 函 数 ,那么 必定 存在 一 个 渐 近 稳定 的 线性 环节 ,使 得 如 果 环 节 的 输入 
是 白 噪声 ,那么 环节 的 输出 是 蝶 声 序列 j ef &) 1. 
根据 定义 9 和 定理 1, 当 系统 受到 内 声 干扰 时 , 则 系统 可 描述 成 如 图 2-2 所 示 的 
系统 . 噪声 etk) 是 输入 ,输出 及 系统 各 方面 干扰 的 综合 , 它 可 找 述 成 


etk) = Dp) - 1),， {22-2) 
旦 噪声 e(&) 具有 如 下 统计 性 质 : 
1 均值 Efelk)) = PD ENCE - DJ = 0， 


» ‘xm + | = RD hw + 1). 
h(tr}y =0 (Wr 人 < 0). 
其 中 站,L EE (0, wm) ,为 上 声 模 弄 的 脉冲 响应 序列 . 
4。 系统 时 域 描述 
4 , 如 图 2-2 所 示 的 系统 可 描述 成 ; 

ul ke) 系统 上 ) 于 让 zk) = DealDu(k -1) + elk), (2-3) 

图 2-2 引入 迟延 算 子 Z, 记 Zu = utk -1), 则 

{2-1) 式 可 写成 


yO = TalDutk D2 (Da) uk) = C2 ulh), 


2 系统 模型 描述 - 591 ， 


其 中 G(Z-1) = >) g{1)Z-!, 称 必 系 统 传 递 函 数 ,也 就 是 系统 模型 . 
类 伺 地 ,可 把 (2.2) 式 写 成 
elk) = hv(h -= ( sh DT) alk) = H(2-1) vk), 


其 中 H#H(2-1) = PhDz, 称 作 噪声 传递 函数 ,也 就 是 噪声 权 型 . 


这 样 ， 线性 时 不 变 系统 (2- 3) 式 的 基本 描述 可 以 写成 
sk) = C2 w(th)} + HO et( k}, (2-4) 
称 之 为 强 性 时 不 变 杰 型 ,其 中 wl 和 zt) 分 别 是 系统 输入 .输出 变量 ;vl 上) 是 均 
什 为 零 , 方 差 为 o% 的 不 相关 随机 媒 声 ， 
2.1.2 频 域 描述 


1. 频率 响应 
定 兴 友 ” 由 (2-1) 式 描述 的 系统 ,其 频率 响应 定义 为 


Cljw) = 部 二， 

其 中 Uijw) ,YOjw) 分别 为 系统 输 人 和 输出 变量 的 博 里 叶 (J,B. Fourier) 变换 . 频率 
响应 (jw) 与 脉冲 响应 ge{ 门 | 的 关 藉 如下; 

Gljw) = ,glexp( - jan). 

定义 11 申 (2-2) 式 描述 的 风声 频率 响应 HOw) 与 噪声 脉冲 响应 1( 站 ] 的 关 

系 定 闵 汐 

下 jw) = Dj hl exp(- ja ) 

[Eb 


2. 谱 密度 
假定 一 个 无 很 的 信号 序列 为 | x( 生疏 = 1,2,…{, 则 其 自 谱 密 度 冰 数 S.({w) 与 
自 相 关 肾 数 号 (上 ) 之 间 存 在 下 述 关 系 : 


S.Cwm) = > Rexpt— jwl), 
阅 |x(),k = 1,2,.…| 与 另 一 个 信 身 序列 jy(i),E = 1,2,…| 的 互 谱 密度 函数 
S,( iw) 与 互相 关 函 数 Rs(1) 之 间 存 在 下 述 关系 ; 
Sjw) = YR)exp( jol). 
J 


谱 密 度 描 述 了 随机 序列 的 平均 功率 分 布 . 

3. 周期 图 

定 久 也 ”假定 一 个 有 限 的 依 导 序列 为 jzft) 大 = 1,2,…, 荆 | , 则 其 笨 里 叶 变 
换 定义 为 
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(jos = Dslhexp- jok) (wi = 全 = 1,2,°", 5), 
那么 信号 | xf 下 | 的 周期 图 (pecioderaan) 可 写成 
hw) = Sr(w) = > RDexp(- je 


= THX Co = 天 2 (2-5) 
根据 帕 守 瓦尔 (Parseval) 定理 有 


2 (ww) - De), 
这 说 明和 信号 | x()| 疝 期 图 的 代数 和 等 于 信息 能 量 的 代数 和 ， 或 者 说 信号 的 能 量 可 
以 分 解 为 不 同 频 率 信号 的 能 量 贡 献 的 代数 和 . 
定理 2 设 |x( 上 ,= 1,2,…| 是 一 个 所 平稳 随机 序列 , 则 谱 密 度 5.(w) 与 周 
凑 图 5(w) 存在 如 下 关系 : 
lim ER(eaDi = So). 
其 中 


Ho) = TAG? (w= ,i 2, £), 
£, 2 

Kr (jow,) 三 (二 )expft _ jwck) Cw; 三 ,i 一 1 之) 
点 =1T1 


S,(w) = > RDexp(- jol), 


RL) = Elx(k)x(k + 1)|. 
定理 2 给 出 了 局 期 图 与 谱 密 度 之 间 的 关系 . 谱 密 度 是 在 无 限 数据 条 忻 下 获得 
的 ,但 在 实际 应 用 中 ,总 是 利用 半期 图 来 计算 谱 密 度 . 
4. 系统 频 域 描述 
利用 谱 徐 度 天 数 ,系统 (2-4) 式 的 频 域 描述 可 写成 
{3 = | GGw) ?SCm) + | HOw) 202, 
Soljw) = Gjw) s,m). 
如 果 {2-4) 式 是 多 变量 系统 , 则 其 频 域 可 描述 为 
Sw) = GUIS I Gj + HOw) Ew) Hjw), 
其 中 五 为 噪声 协 方差 阵 ， 
周期 图 和 谱 密 度 - 一 样 , 也 是 用 来 描述 随机 序列 的 平均 功率 分 布 的 ,不 同 的 是 庶 
密度 需要 无 限 长 的 数据 ,而 周期 图 用 的 是 有 限 长 的 数据 . 周期 图 不 像 谱 密 度 那 样 ， 
在 线性 系统 中 的 传递 是 线性 的 ,无 法 导出 (2-6) 式 那 种 结果 , 即 
{ 天 | GOw) | Cm) + 下 ja | :et 
所 (joy # CG{jw) {mi). 
下 面 的 定 弄 间接 描述 了 周期 图 在 线性 系统 中 的 传递 关系 ， 


(2-6) 


2 “系统 模型 描述 ”5S93 ， 


定理 3 假定 一 个 严格 稳定 的 禾 性 系统 为 
y(k) = GCLZ-Da(E) (条件 : > 11 g(l)1< %)， 


其 中 G(Z-1) = 3 g(4)2-1, 且 系统 的 输入 是 有 界 的 , 即 


| uk) | es 至 天, 则 有 
Fjwr) = Coasttjo + Qtjw,), 
其 中 


£ r 
Yt jo; ) 三 Dy ky)expt — jek ) {Cs 三 人 二 1.2，… ,下 ] ， 
上 = 1 


5 
t(jw) = (yexpf — jak) Cw = = 112 了)， 
1=1 


| Qtjw) <2c771! gf (w= 等:， i 12 了) 
由 定理 3 和 (2-53) 式 , 可 求 得 周期 图 在 线性 系统 中 的 传递 关系 . 


2.2 内 击 模 型 


定理 4 设 平稳 随机 序列 1e()1 均值 为 零 , 谱 密度 5S.(w) 是 cosw 的 有 理 晃 
数 , 则 必定 存在 两 个 稳定 的 首 1 迟延 算 子 多项式 : 
CCP!) = 上 + cz 十 co 十 ”十 人 
{oe = 1+ d+ dD ++ dn 2 "a, 
使 得 
S rw) = oD(jw) D* (jw) 
" 2mr6fjo)C Cw) 
其 中 C* {jw) 和 DD'(jw) 是 对 应 的 共 酸 多 项 式 . 
定理 4 给 出 重要 的 谱 分解 槛 念 , 它 为 系统 (2-4) 式 的 哄 声 描述 提供 了 一 种 标准 
的 表达 形式 : 
elk) = HCZ-I)v(k) = BED ot), (2.7) 
这 为 凤 声 提供 了 很 好 的 建 模 框架 .(2-7) 式 所 描述 的 噪声 模型 通常 可 分 成 如 和 王 几 
种 类 型 。 
(1) 自 回 归 (auto regression, 简 记 AR) 模型 
人 
(2) 滑动 平均 fmoving average, 简 记 MA) 模型 
ethk) = DO w(K); 
(3) 自 回 归 清 动 平 均 (auto regression moving average, 简 记 ARMA) 模型 
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CZ elk) = DIZ Nok). 
2.3 “线性 时 不 变 系 统 模型 


线性 时 不 变 模型 是 辨识 最 常用 的 一 类 模型 , 下 面 的 各 类 线性 时 不 变 模 型 是 
(2-4) 式 中 的 GZ ) 和 一) 取 不 同形 式 时 的 具体 表现 . 


2.3.1 方程 误差 模型 


模型 ; A = BPI) wk) + vik), 

参数 打量 : = Ca, ga om bi bases br) 

模型 阶 次 ;5 

预报 器 : EL 0) = ZE) 4 BOZ- I) wl Ek). 

注意 , 若 n= 0, 则 ARX 模型 退化 为 FIR{finited impluse response) 模型 . 

2，ARMAX 模型 

模型 : ACZ-I zh) = BOI) + DEI vk), 

参数 问 量 ， 人 二 {os 020 Gn + bl bs, brs di ds ) 

模型 阶 尝 :n,n , ny. 

一 =- 上 

预报 器 ， 分 #10) = sk) ~ ME k) + BE Ck). 

注意 ,车 以 Az(8) = zi xz-1) 代 兰 模 型 中 的 zx , 则 ARMAX 模 型 ! 称 
为 ARIMAX 模型 . 

3。DATf dynamic adjustement) 模型 

模型 : ACZ- DzRY = BZ uh) 二 pa 

参数 向 量 ;: 二 (Cals aa ec 

模型 阶 次 ; Rss 有， Re. 

预报 器 ; CE | OY = zk} ACT-O CCT ER) + BO CCF-D vk). 

4 ARARMAX 模型 


模型: 4(Z-10)z( 有 = B(Z- ub) + BE ok). 


参数 向 量 : 办 = (ai 
模型 阶 次 : ,nn ny 
预报 器 ， 全 1 9) = 2(k) - 全 全 (和 + HS). 
2.3.2 输出 误差 模型 


1， 测 量 误 差 模型 


2 系统 模型 描述 : 595 ， 


模型 : z(k) = pe + wh). 
参数 向 量 ， 9 三 (Qs 本 了 ""» Gn :bb 
模型 阶 次 ; My + Abe 
预报 器， 人 516) = BE dh). 
2. 博克 斯 - 斋 金 斯 {Box-Jenkins} 模型 
， _ Bz) D2 
模型 ; 2{k) ACZD + CCZ) 《上 二) ， 
贿 数 向 量 : 三 { 如 | ， 三 了 :an +1， 8, ce 


模型 阶 次 : 上 玫 m 此 和 
预报 器 :人 E10) -= (有 -CED zh) 1 有 人 CIZ erA) 


DZ ) A DZ) 
2.3.3 一般 结构 模型 
| 二 
模型 ; A(Z ')s Ck) BL) + OE yk) 


参数 向 量 : 和 = (elyo2a 人 
fi fa ) 
模型 阶 次 : mm ,n,n ngs ny 


个 _ 4fZ- CCZ ) BKZ-.)CUZ 1) 
预报 奉 : 区 下 | 看 ) = z(tk)— DZ-!) zk) + F(Z DZ- yk). 
注 1 ”以 上 各 类 模型 中 ,其 相应 的 迟延 算 子 儿 项 式 取 下 述 形式 : 

AtZ) = 1+ oT + 02Z t+ a, 2, 


BZ) = 11+ B22 + hI + + 
CP) = + er lt cr + + cn 
五 (Zr = + d+ 出 Ze d, Za, 
PZ) = + 所 DT + PE + + YY. 
注 2 ”以 上 各 类 模型 的 预报 器 可 以 定义 成 一 个 统一 的 框架 结构 ,其 中 预报 值 


关于 参数 是 线性 的 , 即 205 18) = 9 和)8, 在 时刻, p(k) 是 已 知 的 ,其 元 素 可 以 
是 数据 的 某 种 变换 . 

在 应 用 以 上 各 类 模型 时 , 需 注意 如 下 几 个 问题 : 

(1) 以 上 各 类 模型 是 用 于 描述 SISO(single input/single output) 系统 的 , 对 于 
MIMO( multiple input/multiple output) 系统 ,一 般 采 用 状态 空间 模型 描述 . 

(2) 以 上 各 类 模型 的 预报 器 是 辨识 算法 求 新 息 所 必须 的 . 无论 是 SIS0 系统 ， 
还 是 MIMO 系统 ,它们 均 可 转化 成 如 下 的 状态 空间 模型 : 


和 
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{2 + 1,0) = FOOh(L,0) + GO uk), 


TE1 0) = HOONh(CE, 0). (2-8) 

上 起 描述 的 是 MIMO 系统 输出 预报 器 的 一 般 表 达 式 ,SISD 系统 是 它 的 特例 . (2-8) 

式 预 报 模型 的 输 和 人 af) EE R'm"* x! 由 系统 的 输入 sk) ER<ir 为 系统 输 人 维 
数 】 和 输出 zt 七 R”!(m 为 系统 输出 维 数 ) 组 成 , 即 
WKEY = (ZOEY WTR TT 


2 信和 Rexl 为 模型 输出 预报 ;人 ,0 为 模型 状态 变量 ; F068),G(8) 和 HC(8) 
为 模型 参数 和 = (引见 ,, 太 五 的 拒 阵 本 数 ,它们 的 构成 取决 于 基体 的 模型 结构 . 
{3) 辨识 算法 的 组 成 很 大 程度 上 依赖 于 模型 输出 预报 值 及 其 关于 参数 8 的 一 
阶梯 度 .下 述 模 型 是 (2-8) 式 的 进一步 捕 述 , 它 同 时 撒 壕 了 预报 值 及 预报 值 关 于 参 

数 梯 度 的 动态 关系 : 
[i + 608) = ACO)xX(E,0) + B(OH(E), 


Tk 0) {2.9) 
[yrs 9 = ce)z(4,9)， 
h(k,0 
其 中 (+ 1,0) = max g)]， 


EF A 从 a Fi8) 


Bll) 三 + 9 


CIA = 
BY) oH) 
上 述 讨论 的 线性 时 不 变 模 型 是 对 动态 系统 常用 的 描述 形式 ,本 着 主要 研究 这 
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类 模型 的 辨识 问题 . 线性 时 变 和 非 线 性 系统 模型 也 是 辨识 常用 的 模型 . 如 果 (2-4) 
式 模 型 的 传递 函数 还 与 时 间 有 关 , 则 {2-4) 式 可 写成 

zk) = GOED IR) + 页 (二 
该 模型 便 成 为 线性 时 蛮 模 型 了 . 线性 时 恋 模 型 仅仅 引入 了 时 恋 传 递 画 数 , 其 他 细 
节 及 预报 器 的 结构 与 线性 时 不 变 模型 的 基本 一 样 , 遍 用 的 办 识 方法 也 类 伺 . 关于 
非 线 性 系统 的 描述 及 其 辨识 方法 ,由 于 得 幅 的 限制 ,这 里 不 再 作 进 一 步 的 论述 . 


3 最 小 二 乘法 


第 2 章 讨论 了 各 种 类 型 的 系统 模型 结构 , 这些 模型 都 可 用 来 描述 系统 的 动态 
特征 . 不 论 是 哪 类 系统 ,模型 响应 的 确切 性 都 是 由 模型 参数 决定 的 . 第 3 章 至 第 7 
章 主 要 研究 在 适当 的 实验 条 件 下 ,通过 对 系统 响应 的 观测 来 估计 模型 参数 的 方法 . 
这 些 方法 统称 模型 参数 辨识 方法 . 

目前 ,已 有 很 多 种 模型 参数 办 识 方法 ,各 种 方法 都 有 两 种 算法 形式 :中 批 处 再 
算法 ,利用 一 批 观测 数据 ,一 次 计算 或 经 反复 泛 代 ,以 获得 模型 参数 的 帖 计 值 .名 


递 推算 法 ,在 上 次 模型 参数 估计 值 人 (5-1) 的 基础 上 ,根据 当前 获得 的 数据 进行 烽 
正 ,进而 获得 本 次 模型 参数 估计 值 C4). 广泛 采用 的 递 推 算法 形式 为 
OR) = HCE 1) + ECOMRGE - d) 2 (Ck). (3-1) 
其 中 好 (并 ) 表示 上 时 刻 的 模型 参数 估计 值 ; 捧 (&) 为 算法 的 增益 ;h(E d) 是 由 观测 
数据 组 成 的 输 人 数据 向 量 , 4 为 整数 ; 3 (上) 表示 新 息 . 
(3-1) 式 看 起 来 很 简单, 然而 随 着 所 采用 准则 函数 的 不 同 ,6Ck), K(k), hh(k - 


d) 和 zk) 的 确切 含义 和 内 容 就 会 不 同 ,由 此 形成 的 算法 形式 也 是 多 种 多 样 的 . 
在 各 种 模型 参数 辨识 方法 中 ,最 小 二 染 法 是 量 基 本 的 一 种 方法 ,其 应 用 相当 六 
泛 .本 章 着 重 讨论 最 小 二 状 参 数 辨 识 方法 及 其 各 种 变形 . 


3.1 “最 小 二 飞 原 理 
定 流 1 设 一 个 随机 序列 1z(k) ,EE (1,2,…, 上 )1 的 均值 是 参数 8 的 线性 函 


数 , 即 
Elz(k)! = h(E)O, 
其 中 h(E) 是 可 测 的 数据 向 量 ,那么 利用 随机 序列 的 一 个 实现 ,使 准则 函数 
HO) = Sak) -AUR OT 
达到 极 小 的 参数 估计 值 8 称 为 8 的 量 小 二 乘 估计 . 
上 述 最 小 二 条 原 理 表 明 ,所 谓 未 知 参 数 估计 问题 ,就 是 求 参数 估计 值 合 , 使 序 
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列 的 估计 值 尽 可 能 地 接近 实际 序列 的 问题 ,二 者 的 接近 程度 用 实际 序列 与 序列 估 


计 人 慎之 差 的 平方 和 来 度 荐 . 
假定 系统 的 输入 输出 关系 可 以 描述 成 如 下 的 最 小 二 乘 格式 : 
zf = HCEIG + nt k), (3-2) 
其 中 z(#) 为 模型 输出 变量 ,站 (ui) 为 输入 数据 向 量 ,68 为 模型 参数 向 量 ,n() 为 零 
均值 随机 噪声 . 


为 了 求 模 型 (3-2) 式 的 参数 估计 惜 ,可 以 利用 上 述 最 小 - 乘 原理 ,根据 已 知 的 
观测 数据 序列 | zk 和 和 (人 让, 极 小 化 准则 函数 
/9) = Dj [zk) - TCEIOT, 
即 可 求 得 模型 参数 的 最 小 二 乘 居 计 值 含 , 若 其 值 使 不 同时 刻 观 测 值 与 估计 值 之 间 
的 误差 的 平方 和 达到 最 小 值 , 则 所 得 到 的 模型 输出 就 认为 能 最 好 地 算 近 实际 系统 
的 输出 . 


3.2 “最 小 二 匀 癌 题 的 解 


考 煤 如 下 模型 ; 
ACZ-I)z(EY = 有 [ZTE 十 下) (3-3) 
其 中 wt) 和 zf 分别 为 模型 输入 和 输出 变量 ;af 是 均 全 为 笃 .方差 为 o2 的 随 
机 噪声 ;A(Z-') 和 B(2-1) 为 退 延 算 子 密 项 式 , 可 写成 
ME = 1 + at + Gn Zu， 
{se = BE bo 加 Za， 
其 中 nw 和 nn, 为 模型 阶 次 . 定义: 
{oe = (zk ,zDD Dok Dy tk my)), 


T 
8 Ca Ge 


(3-4) 


将 模型 (3-3) 式 写 成 副 小 二 有 圈 格 式 


zk) = HTCORYIO + nCk). 【3-5) 
对 于 上 = 1,2,… ,LCL 为 数据 长 度 ) ,由 (3-5) 式 可 以 构成 如 下 线性 方程 组 ， 
2 二 He 十 i， {3.6) 
其 中 
zr = 《sf ,2(2) ,CL))", 
ATC1) -zl1-D) pw A ut ul my) 
于 | -5 人- 有 
=|: = ， ,et ， ,es ,tr ,4 ， 
nr) = si) hm) wD) Lm) 


me = AC ,AD) ,ee RCL) YT, (3-7) 


Br St 
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惟 齐 函数 取 
TO0) = PACERL2COR) 一 HTCEYOY, (3-8) 


其 中 A(k) 为 加 权 因 子 ,对 所 有 的 上 ,A(5) 都 必须 大 于 零 . 根据 (3-7) 式 , 准 则 函数 
文 可 写成 
/8) 三 {zr 一 Hey A(zr 一 HB). {3-9) 
其 中 本 为 加 权 矩 阵 , 它 是 正定 的 对 角 阵 ,由 加 权 因 子 ACh) 构成 ， 
Atl} 0 “ee 
自 2Y 必 | 
0 0 .AlL) 
显然 ,准则 函数 (3-9) 式 可 用 以 衡量 模型 输出 与 实际 系统 输出 的 接近 情况 ， 极 
小 化 这 个 准则 函数 , 即 可 求 得 模型 的 参数 估计 值 ,使 模型 的 输出 能 最 好 地 预报 系统 
的 输出 ， 
当 再 94 ,下 是 正则 和 矩阵 时 ,模型 (3-3) 式 的 加 权 最 小 乘 解 为 
Gms = (HIALHL)' HIAiz. (3-10) 
通过 极 小 化 (3.9) 式 准则 函数 J(8) ,来 求 得 模型 参数 估计 值 ws 的 方法 称 为 


加 权 最 小 二 乘法 , 记 作 WLS(weighted least squares algorithm) ,对 应 的 向 is 称 为 加 权 
最 小 二 乘 估计 值 . 如 果 加 权 绩 阵 取 单位 阵 , 即 及 ,= 了, 则 加 权 最 小 二 只 解 退 化 成 普 
通 最 小 二 莱 解 ; 


4 = 


6 三 CHIH, )-! ar: (3-11) 


这 时 的 从 Ls 称 之 为 最 水 二 乘 估 计 值 , 对 应 的 估计 方法 称 作 最 小 二 乘法 , 记 作 
LS(least squares algorithm) .最 小 二 乘法 是 训 权 最 小 二 乘法 的 一 种 特例 . 


3.3 “最 小 二 乘 估计 的 可 辨 闪 性 


由 (3-10) 式 和 (3-11) 式 可 知 ,最 小 二 乘 估计 的 可 辨识 条 件 为 矩阵 下 4 而 必须 
是 非 奇 异 的 . 这 一 要 求 与 数据 集 是 “提供 信息 ”的 ,或 辨认 输入 信号 是 “持续 激励 ” 
的 概念 密切 相关 . 

定义 2 称 一 个 拟 平 稳 数 据 集 咏 ” 关 于 模型 集 . 必 是 “信息 充足 ”的 ,如 果 在 这 
个 数据 集 和 台中 ,对 于 任意 两 个 模型 有 if(Z-) 和 HZ ,有 

到 1 人 ED) ~ MOTD DCR! = 0, 
其 中 D(CE) = [az 也 就 是 
Mi(expt — jw)) = Mexp(t - jm)) {Ww). 

定 尺 3 称 一 个 拟 平稳 数据 集 只 ”是 “提供 信息 ”的 ,如 果 这 个 数据 集 关 于 由 

所 有 线性 时 不 变 模 型 组 成 的 模型 集 . 必 是 “信息 充足 ”的 . 
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定理 1 如 果 DE) = [ak zt) 的 谱 矩 阵 
| Sw)} Sljw) 
Soljw} = [ S.Cw) | 
对 于 所 有 的 ww 是 严格 正定 的 ,那么 这 个 拟 平稳 数据 集 D” 是 “提供 悄 息 ”的 . 
这 种 “信息 充足 ”或 “ 提 殿 信息 ”的 数据 集 概念 与 下 面 " 持 续 激 励 ” 的 输入 信号 
概念 是 紧密 联系 的 . 
定 兴 4 设 输入 信号 wt) 是 个 所 平稳 的 随机 信号 ,如 果 它 的 谱 密度 旺 数 
总 【四 (Few), 
则 称 wy) 为 "持续 激励 ”信和 号 . 
定 尺 5 一 个 具有 谱 密 麻 为 5,(w) 的 所 平稳 信号 ul) 称 为 5 阶 " 持 续 激 励 " 信 
导 , 车 对 于 一 切 形 如 (21) = 2 + 及 ZT 4… + ZZ "的 滤波 器 ,有 如 下 关系 式 
| (Cexp(t— jw)) 2S.Cwm)} = 0, 
也 就 是 所 (exp(-- jw)) = 必 . 
定理 2 设 输入 信和 号 u( 上 ) 是 个 拟 平 稳 的 随机 信和 号, 如果 相关 西数 短 竹 


RCO) RAl) 2 Rin-1) 


Ra) Rln-2) … RO) 
是 非 奇 异 的 , 则 输入 信号 ult) 是 n 阶 " 持 续 激 励 ” 信 和 号 . 
zk) = CLDuk) + HEL) w(K), (3-12) 
其 中 wt#) 和 区 上 分 别 为 模型 输入 和 输出 变量 ;of jy) 为 零 均值 白 噪声 ; CG(27') 和 
HCZ-1) 分 别 为 过 程 和 噪声 模型 , 则 当 
MHlexp(- jw)) = 0 及 AGexp(t- jw) :S(tw) =0 
时 ,其 中 AH{exp(- jw)) = Hilexpt— jw)) - Hlexpl - jm)), 
MC(exrpt— jw)) = CCexp(- jw)) - Galexpl - jw)), 
模型 (3-12) 式 生成 的 数据 集 必 定 是 “信息 充足 ”的 ， 根 据 定义 (3-4) 式 和 
ACtexp(- jo) >25.(w) = 但 可 知 ,模型 (3-12) 式 生 成 的 数据 集 是 “信息 充足 " 
的 条 忻 是 要 求 输 入 六 号 w(#) 必须 是 “持续 激励 ”信息 . 
定 尖 6 ”如 果 辨 识 实验 产生 的 数据 集 D” 晨 “信息 充足 ”的 , 则 该 辨识 实验 是 
“信息 充足 "的 ， 
定理 3 ”假定 模型 (3-12) 式 中 ,过 程 模型 6(2-') 为 有 理 函 数 , 即 
DZ bt bh 2 
1+ QZ + 2Z t+ 


则 输入 wt) 为 m + m 肉 “持续 激励 ”信号 的 辨识 实验 是 “信息 充足 ”的 . 
推论 1 如 果 辨 识 输 入 信号 是 “持续 激励 ”的 , 则 开 环 辨识 实验 是 “提供 信息 ”的 . 
由 以 上 定义 和 定理 可 知 ,为 保证 矩阵 HEA 本 是 非 奇异 的 ,或 者 说 使 最 小 二 沫 估 
计 是 开 环 可 辨识 的 ,其 充分 必要 条 件 是 输 人 信号 wt) 必须 是 2ntn = max( n,m )) 


C1) 三 
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阶 “ 持 续 激 励 ” 信号 . 该 条 件 也 就 是 最 小 二 乘 估计 的 开 环 可 辨识 性 条 件 , 可 写成 


Ri" > 个 
或 UIU > 0. 
其 中 相关 函数 矩阵 R2" 按 定理 2 构成 ,和 矩阵 西 按 下 式 组 成 
Ui= [Fu Fw : Fen], 
Hr = [atl) wf2) 2 £1], 
0 0 DO 0 
1 0 1 0 0 
0 站 
0 0 7 1 O00- 


n = max( me 各》 
3.4 ”最 小 二 乘 估 计 的 几何 解释 


定义 7 设 ? 是 具有 前 二 稻 矩 的 认 维 随机 向 量 ,不 是 适当 维 的 随机 敌阵 . 如 果 
存在 一 个 与 y 同 维 的 随机 向 量 了 , 它 具 备 以 下 三 个 性 质 : 

py 可 必用 性 线性 表示 , 即 ?= #+ 节 ， 

2 ?是 y 的 无 偏 估 计 , 即 号 7H = Ely)， 

3j (y- 人 与 天正 交 , 即 El(y TX) = 0 


则 称 了 是 3 在 X 空 间 上 的 正 交 投影 ， 
根据 定义 7, 对 模型 (3-3) 式 的 最 小 二 琵 居 计 和 吉 权 最 小 二 冬 估 计 可 作 如 下 几 
何 解 释 ;: 
如 果 模 型 (3-3) 式 的 噪声 n(%) 是 零 均 值 不 相关 短 机 噪声 或 称 白 虞 声 , 又 记 
Hr 于 Lk) A ™" Rn] CN 二 只 = 十 Hs 
ZL = HOs 或 ZL = Hifms, 
#7 三 zr 人 ， 
副 模 型 输出 估计 向 量 公 /就 是 系统 输出 向 量 z 由 线性 不 相关 的 数据 向 量 丰 ,四 ,…， 
hn 所 张 成 的 空间 上 的 正 交 投影 ,或 者 说 输出 残 差 向 量 si 重 直 于 该 空间 , 这 时 ,对 
数据 加 权 不 会 影响 正 交 关系 ， 


3.5 ” 景 小 二 鞠 估 计 的 统计 性 质 


(3-11) 式 和 (3-10) 式 给 出 了 模型 (3-3) 式 的 最 小 二 条 居 计 和 加 权 最 小 二 乘 司 
计 , 因 式 中 数据 息 阵 下 和 输出 向 量 z 均 具 有 随机 性 , 故 参 数 估计 值 全 或 ws 亦 
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为 随机 向 量 . 当 模型 的 噪声 满足 -- 定 条 件 时 ,它们 具有 如 卜 : 些 优良 的 统计 性 质 . 
3.5.1 无 偏 性 


无 坊 性 是 用 来 衡量 参数 估计 值 是 否 围绕 真 值 波动 的 一 个 性 质 . 
定理 4 ”如 果 模 型 (3.6) 式 咖 声 向 量 zj 是 零 均 值 且 与 数据 怎 阵 Hi 统计 独立 ， 


则 最 小 二 乘 参 数 估 计 值 命 。 或 加 权 最 小 二 乘 参 数 居 计 值 6 是 无 偏 司 计量 , 即 
三 全 < 二 0 或 ElOusl = 和 机， 

其 中 本 为 模型 参数 真 值 . 

3.5.2 参数 估 讨 偏 益 的 协 方 盖 阵 性 质 

参数 估计 偏差 的 协 方差 阵 是 用 来 评价 参数 估计 精度 的 - .个 重要 依据 . 

定理 5 如果 模型 (3.6) 式 的 噪声 向 量 m 是 零 均值 目 与 数据 知 阵 Hi 统计 独立 
的 随机 向 量 , 则 加 权 最 小 二 乘 参数 估计 仿 差 外 ws = 名 - 6wis 的 协 方差 阵 可 写成 : 

cov| 6 mms! = EICHIALH) HIAD ArH( HIAH,)!}, 


其 中 三 是 噪声 协 方差 阵 , bo 为 模型 参数 真 值 . 
推论 2 ”如 果 模 型 {3-6) 式 的 噪声 向 量 ni 是 霍 均 和 值 白 噪声 ,县 可 权 矩阵 取 丰 : 


= 了 , 则 最 小 二 乘 参数 估计 偏差 和 is = 和 - 命 s 的 协 方差 阵 为 


covj 和 = oF HIH)-!!, 
其 中 o 是 噪声 方差 ,加 为 模型 参数 真 值 ， 
推论 3 ”在 定理 5 条 件 下 ,如 果 加 权 和 矩阵 取 4&， = 互 :, 则 模型 (3-6) 式 的 参数 
居 计 慎 为 


Gy = CHIE-H,) -HUE:!a, (3-13) 
相应 的 参数 估计 偏差 6 ww = 和 - wv 的 协 方差 阵 为 


cov | 从 Mr] 三 EI(HIE-IH,)-! | : 
如 果 模 型 噪声 a() 又 同时 服从 正 态 分 布 , 则 (3-13) 式 给 出 的 参数 估计 值 仿 差 
的 方差 将 达到 最 小 值 . 这 时 的 参数 估计 称 的 最 小 方差 佑 计 .也 称 为 马尔 可 夫 (A.A. 
MarkoY) 估计 . 显然 ,马尔 可 夫 信 计 是 加 权 最 小 二 鞠 估 计 和 芍 - -种 特例 . 


3.5.3 ”一致 性 


一 致 性 描述 参数 估计 值 的 收 敏 捕 训 . 
定理 6 在 推论 2 条 件 下 ,最 小 二 乘 参数 估计 是 一 致 收敛 的 , 即 有 


lim@s— 0 (W.P.1). 
3.5.4 有效 性 
有 效 性 表明 参数 估计 值 偏差 的 协 方差 阵 将 达到 下 界 . 


3 ”最 小 二 乘法 -603 : 


定理 7 在 推论 2 条 件 下 , 设 模型 噪声 服从 正 态 分 布 , 则 最 小 二 乘 参 数 估 计 什 
6u 是 有 效 估计 值 , 即 参数 估计 值 偏差 的 协 方 差 阵 达 到 克拉 默 - 拉 奥 (Cramer-Rao) 
不 等 式 的 下 界 : 

cov| 8 sl = oAE {HIH)!) = -1 


其 中 时 为 费 希 尔 (B.A.Fisher) 信息 矩阵 


jg {2% | 9] " [22 Ce | 8) :上 


推论 4 在 推论 3 条 件 下 , 设 模型 噪声 服从 正 态 分 布 . 则 马尔 可 去 参数 估计 
6w 也 是 有 效 估计 , 即 


coy| 在 nt 二 EI(HIZ-'H,Y-!) = M-' 
3.5.5 ” 渐 近 分 布 性 质 


定理 $ 在 推论 2 条 件 下 , 设 模型 噪声 服从 正 态 分 布 , 则 最 小 二 屁 傅 计 具 有 如 
下 一 些 分 布 性 质 : 


le 8 1s ~ ND,olEl(CHIH,)-!|), 
2 g1 ~ NOD,ad),H EIGseT} = 0, 
了 下 
入 人 _， XL _ dim#}, 
证 piE le -3 
| 一 上 一 ~ 一 出 [= 本 ee 
4 G (ES) ~ Ldim0) (i 1,2,%,N), 


其 中 p; 是 矩 阵 [ HLHL]"' 第 守 个 主 对 角 线 元 素 . 
推论 5 ”在 推论 3 条 件 下 , 设 模型 曲 声 服从 正 态 分 布 , 则 马尔 可 夫 参 数 估 计 值 


芥 w 也 服从 正 态 分 布 , 即 
日， 到 ( 和 0 下 | 下 -4 下)- 昌 ). 
3.5.6 嗓 声 方差 估计 的 性 质 


定理 9 ”在 推论 2 条 件 下 ,模型 噪声 方差 cw 的 佑 计 值 
人 - elsr 
-dm 
是 无 偏 一 致 估计 ,其 中 = zi - Gis ,定义 为 输出 残 差 向 时 . 
综 上 分 析 , 最 小 二 乘 参 数 估 计 具 有 许多 优良 的 统计 性 质 ,它们 可 以 总 结 成 一 条 
重要 的 结论 :对 模型 (3-3) 式 来 说 ,如 果 模 型 曝 声 nt 上 ) 是 均值 为 零 , 且 服从 正 态 分 
布 的 白 噪 声 , 则 模型 参数 8 的 最 小 二 乘 居 计 值 是 无 护 . 一 臻 有效 估计 . 
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3.6 “最 小 二 乘 递 推算 法 
所 谓 递 推 工法 就 是 根据 新 的 观测 数据 实时 修正 参数 和 个 计 值 , 随 着 时 间 的 推移 ， 
逐步 获得 满意 的 辨识 结果 的 方法 . 
3.6.1 递 推 荐 法 形式 
在 2n 阶 “ 持 续 油 励 ” 输 人 信和 悚 的 作用 下 ,模型 (3-3) 式 的 加 权 最 小 二 乘 解 为 
Gs = [HAH ] HVAz, 
= (Da DadamD) > 4A(DaCDz(D) 


其 中 A(i) 为 加 权 因 子 . 
记 时 刻 的 参数 估计 值 为 


HR) = (CACORCOORTOO) (COSACOACDzAD), (3-14) 
令 (E) = DJA(DRCDRT( ,利用 


上 -| 
Rk- Gk- 1)= 2 ACDR(CD sD, 
出 有 


{08 = BEI) RURRCEACEI CR) -ATOEIOCE - 1)), 
RR) = RR 1) + ACEIRCRYRT EY). 


又 设 R(E) = 了 站 (#), 可 导出 如 下 的 加 权 最 小 二 乘 估 计 递 推算 法 , 记 作 
WRLS(Cweighted recursive least aquares algorithm) : 
G8) = Hk) + RRR ACE — RRCE - 1)), 
I = RCE -D+ TACRCEMTE) ~ RCE 1)]. 
(3-15) 
置 PO&) = 上 R14) = ( D140)hCDNT()) ,并 利用 矩阵 反 演 公式 ， 
{A+ CBC™)-! - ACCH + CTA- CTCTIA- ， 
那么 算法 (3-15) 式 就 可 演变 成 下 面 所 示 的 另 一 种 递 推 算法 形式 ，; 
Bk) = BCE 1) + KOK)CZCR) -有 下) 有 (天 - 1)), 
ja = P(E — DRCEYCERTUOEI POE 一 DRER) + A (3-16) 
POE) = [了 于- KOE)BRTHE)}IPCE - 1). 
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上 面 给 出 的 两 种 加 权 最 小 二 滋 居 计 递 推算 法 形式 都 是 很 常用 的 ,其 中 (3-15) 
式 多 用 于 理论 分 析 , 而 (3-16) 式 比较 适用 于 在 线 计 算 ,如果 取 加 梭 因 子 AC(k) = 1， 
六 大: 则 两 种 加 权 最 小 二 乘 递 推算 法 就 变 成 普通 的 最 小 二 乘 递 推算 法 , 记 作 
RLS(recursive least squares algorithmy) . 
由 算法 (3-16) 式 还 可 以 推导 出 如 下 一 些 关 于 和 矩阵 PC) 的 递 推 关 系 : 
PERCE)Y = PE DROEYL + BUORIPEE RCERYACEY]!, 
Pik — LRCE) = POEYRCOEILL ~ BRYCERYPOEI BCEIACE)Y]!, 
ROEY PORORCE) = RUEYPEE — 1) 大 [下 [1 十 RTOEY POE DRERYACEY], 
RR PE — 1ACE) = HTCEY PCOEYRERIL 一 RUE PIRIR(CEYACEY]!, 
RE) POEIRCE)Y = RUE PR — DhORYEL 二 EURYPEE - DRERYACRY), 
RTOEY POE ~ 1 h(E)Y = HTOEY POE RCR ET — RTORY PRIRCEY ACEY] TE?. 
另外 ,由 于 算法 (3-15) 式 中 的 P(E) 是 一 个 对 称 . 非 增 的 算 阵 . 为 了 保证 计算 
过 程 中 P(E) 矩阵 始终 是 对 称 的 ,算法 (3-16) 式 的 第 3 式 可 采用 下 面 的 计算 式 , 以 
保证 不 破坏 P(E) 矩阵 的 对 称 性 : 


P(E) = P(E 21) KORKTCALATOI PGE DACK) + 二] 


在 计算 过 程 中 ,增益 矩阵 KK(£) 可 能 产生 误差 ,经 过 算法 的 寺 代 ,造成 误差 傅 
递 和 累积 ,最 后 将 影响 辨识 算法 的 准确 座 . 为 此 ,可 有 求 用 下 面 的 计算 式 , 以 截断 误 
差 的 传递 , 召 证 辨识 精度 ; 
PikEY = [了 一 KORYETOE) Pik DT- KORYRTOER)]T + KOEYA(EY RT EY. 
3.6.2 ”初始 值 的 选择 


递 推荐 法 (3- 16) 式 的 初始 值 一 般 可 取 为 
[2 = o27， 


G0) = F， 
其 中 e 为 充分 大 实数 ， # 为 充分 小 实 向 量 ， 这 是 因为 (3- 14) 式 可 以 号 成 


E(k) = [P-L0) + > 4(Dadi BT ILP (OB(0) + 六 4 hi) zi)]. 


显然 ,上 式 要 与 (3-14) 式 保持 一 致 ,在 选择 初始 值 时 ,必须 使 P-!(0) 和 全 (0) 都 很 
小 ,应 接近 于 0. 


3.6.3 ”准则 函数 的 北 推 计算 
根据 {3-16}) 式 算法 ,可 以 导出 残 差 e(8) 与 新 息 (上 ) 的 关系 为 


elk) 二 7 上 
或 1 + 和 (后 天 【臣下 站 (天 


eK) = [1 一生 (下 7) 三 T 下 ) (二 7 三 [此 ) ] 3 (Ck). 
由 此 可 推出 准则 钞 数 je 的 递 推 计 算式 为 
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了 2 


RICEP( = DRO) 4 由- 二 


其 中 了 人 6) = 2 人 一 ANT)BCE- 1) ,是 天 时 肇 的 新 息 . 它 与 上 -工时 经 的 参数 估 
计 值 有 关 . 

3.6.4 P( 友 ) 给 阵 的 基本 性 质 

如 果 模 型 {(3-3) 式 的 输入 是 2r 阶 * 持 续 激励 ” 信和 叶 , 则 和 矩阵 P(Ek) 具有 如 下 一 
些 基本 性 质 : 

”P(E) 是 对 称 . 非 奇 异 矩 阵 ; 

2 有 -区 | 于 CD 
其 中 1， 上 + ,+ 表示 矩阵 的 最 小 特征 值 ; 


上 = 一 1) 


¥ limAmal PR) = op; 
上 
1 nn. 
人 PKOOT = 14 PE rm 0 
名 limp(#) = 0 {W.P.1). 


3.7 ”最 小 二 乘 递 推算 法 的 收 语 性 


上 面 提 到 的 两 种 最 小 二 先 递 推算 法 (3-15) 式 和 (3-16) 式 都 涉及 时 变 差 分 方程 
的 运算 问题 ,其 收 令 性 并 不 是 无 条 件 地 成 立 的 . 
定理 切 ”考虑 模型 {3-3) 式 的 最 小 二 乘 辩 识 问 题 ,只 有 当 风 声 nt 上) 为 零 均值 


自曝 声 时 , 递 推算 法 (3- 16) 式 给 出 的 参数 居 计 值 8(&) 才 是 -- 致 收敛 的 , 即 有 
lim@( &) = 人 (W.P.1.), 


其 中 bo 为 模型 参数 真 值 . 
定理 10 的 证 明 依 靠 以 下 一 些 事实 : 


(由 全 (6 = PP -1)0 (k -1 -K(k)n( 上 ), 可 以 得 到 
0 (k) = I 1)0 (0) - wT pCO)P-'G DPON ROY nO) 
和 i=1 j=1 i=j+1 
8 (6 = 二 PC (0) - PCB DBD nA): 
(2) lim P(E) = 0 (WP.1.); 人 
(3) 由 于 噪声 n(4) 是 白 噪声 , 故 有 
PE) Dyant)) = t [Fadacda)] s[F ad) 


RACORTO ENRAGED = 0. 


3 最 小 二 乘法 " 607 ， 


定理 11 考虑 模型 (3-3) 式 的 最 小 二 乘 辩 识 问题 ,如 果 噪 声 n( 不) 为 零 均 值 白 
噪声 , 则 递 推 算法 (3-15》 式 给 出 的 参数 估计 值 合 (8) 是 一 致 收 伍 的, 即 有 
limO() = 和 (WwW.P.1.)，, 


其 中 如 为 模型 参数 真 值 ， 
定理 11 的 证 明 愿 路 如 下 ; 
(1) 算法 (3-15) 式 的 伴随 微分 方程 为 


是 eu(r) = 同 !(r)7(6)， 


-RD(z) GO) - Rntr)， 
FOn) = lim El h(E)(C zk) 一 ATCkRI GDL)), 
G00) = limElh(ROET(E)!, 


其 中 z = (十 )， 


(2) 考虑 到 ak) 是 零 均 值 白 嵌 声 , 则 微分 方程 (3-17) 式 的 平衡 点 65 = 四. 
(3) 构造 被 分 方程 (3-17) 式 的 李 雅 兽 诺 夫 {Lyapunorv》 节 数 


Kbp) = DEl{e(k, 00) - nk) 11, 


其 中 el 天, 和) = 天) 一 RTCRYOD. 
(4) 推导 局 


二 VC Op) = EATCANOD 0] a0 (V0,). 
(5) 由 此 可 以 得 到 微分 方程 [3-17) 式 的 不 变 集 为 Dr = 1 ,吸收 域 访 , 为 全 


{3-17) 


平面 . 
(6) 微分 方程 (3-17) 式 的 平衡 点 由 = 86 就 是 辨识 算法 (3-15) 式 参 数 居 计 慎 


看 () 的 收 敲 点 . 


(7) 微分 方程 (3-17) 式 bofr) 的 收 雹 轨迹 就 是 辨识 算法 (3-15) 式 (CE) 的 潜 
近 收 敏 路 径 . 


3.8 最 小 二 莱 递 推算 法 的 几 种 变形 


最 小 二 乘 递 推算 法 有 允 种 不 同 的 变形 ,常用 的 有 士 种 ; 

(1) 基于 数据 所 含 的 信息 内 容 不 同 ,对 数据 进行 有 选择 性 的 加 权 ; 
(2) 在 认为 新 近 的 数据 更 有 价值 的 假设 下 ,逐步 于 弃 过 去 的 数据 ; 
(3) 只 用 有 限 长 度 的 数据 ; 

(4) 加 权 方 式 既 考虑 平均 特性 义 考虑 跟踪 能 力 ; 

(5) 在 不 同 的 时 刻 , 重 调 协 方差 阵 P(E); 
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(6) 设法 防止 协 方差 阵 P(E) 赵 于 零 ; 

(7) 有 约束 的 最 小 二 乘法 . 
其 中 第 (2)、(4)、(5) 和 (6) 种 变形 算法 的 重要 性 在 于 使 最 小 二 先 算 法 有 可 能 用 于 
时 变 系统 ,这 就 大 大 扩展 了 最 小 二 乘法 的 应 用 范围 . 


3.8.1 选择 性 加 权 最 小 二 乘 算 法 
把 加 权 最 小 二 乘 递 推算 法 (3-15) 式 改 写成 
OE) = BE) + ECRY( Ck) — TCKIGCE - 1)， 
(xen = 站 (用 (二 一 DROEYACEIRTCEY POE — RCE) + 1)-!, (3-18) 
Piky = [7 - 三 (天 下 让 天 有 -1). 
算法 中 引进 了 了 加权 因 子 ,其 目的 是 使 于 考虑 观测 数据 的 可 信和 庚 , 选择 不 同 的 加 权 
方式 对 算法 的 性 质 会 有 影响 ,下 面 是 几 种 特殊 的 选择 . 
(1) 当 40 取得 委 大 时 ,在 极限 情况 下 ,算法 (3-18) 式 就 退 北 成 正 交 投影 算 
法 . 也 就 是 说 , 当选 择 
A(D = 
这 样 就 构成 了 正 交 投影 算法 ; 


BCEY = BCE 1) + KOE)LsCR)Y — hICOEIBCE - 1)]， 
PC - Dh(E) 

K(k) = TR PE DRO) 

PCE) = [1 KOORTUE)] PO -1). 


算法 的 初始 值 取 P(0) = [及 全 0) = 8{ 任 给 定 值 ), 当 RCE) P(E 1kCk) = 0 时 ， 
令 KEK(E) = 0., 
定 于 了 2 (3-19) 式 正 交 投影 辨识 算法 具有 如 下 一 些 性 质 ，: 
te P{ 上 &) 是 等 竹 矩 阵 , 即 PC(K) = P(EK); 
PIO (= POR): 
3 P(E- TREE) 是 (1) ,A(2),… ,有 (4) 的 线性 组 合 ; 
P(E)x = V0 的 充分 必要 条 忻 是 ++ 为 01),(2),… ,上 (上 ) 的 线性 组 合 ; 
POE -TYhCE) SRO, kDY, ,FEE 1) 下 上 交 . 
定理 12 表明 , PGE- 1h( 上 是 为 (1 和 (2)、… (上) 的 线性 组 合 , 且 与 (1)， 
下 (2) , 轿 ( 上 -1) 正 交 . 可 抑 和 矩阵 P(t- 1) 是 实现 这 种 正 交 投 影 的 一 种 算 子 . 
(2) 第 (1) 种 加 权 因 子 的 选择 显然 是 一 种 极端 情况 . 由 于 要 求 无 限 的 数值 精 
度 , 且 数 据 被 简单 分 成 接受 或 丢弃 两 种 可 能 ,因此 算法 的 鲁 棒 性 比较 差 ,为 了 使 算 
法 具有 较 好 的 鲁 棒 性 ,可 把 第 (1) 种 加 权 关 子 的 选择 方案 修改 为 ; 
人 HT(kE)PP(E — 1) h(E) ss €， 
A = ay, TP DR(CE) < e， 
其 中 必 六 4 > 0,s 是 指定 的 阔 值 . 这 时 算法 对 数据 作 了 不 同 的 加 权 ,但 不 排斥 任 


的 ， RFPOE - DhCE) = 0, 
0 RTOE)PCOE 1}hCE) = 0, 


(3-19) 


3 “最 小 二 乘法 : 609 - 


何 数据 . 
(3) 按 下 式 选 择 加 奴 因 子 ,意味 着 它 是 过 去 数据 信息 其 的 -- 种 度量 : 
A (后 下 (一 WR) rRCE) 
_ * 0 
A(#) = 1 hhCE) RUE)R(CE) = 0. 


{4) 如 果 让 噪声 、. 建 模 不 准确 等 因素 引起 的 误差 上 界 已 允 . 则 可 按 下 式 选 择 加 
权 因 子 ; 
[zk) - 下 TAI) 全 (二 - 1) 下 
1] 3 hEYP(R ~ 1)h(CEY 
[zk) -ATAIBCE - DY 
1 + hk PR 1)8(E) 


2 A > 心 ， 
ACk) = 


0, < A » 0. 


3.8.2 ”遗忘 因子 划 法 


各 种 加 权 最 小 二 乘 算 法 只 不 过 是 对 数据 进行 加 权 处 理 , 过 去 的 数据 并 没有 被 中 
忘 . 贿 着 时 间 的 推荐 ,新 数据 所 握 供 的 信息 将 被 济 没 在 老 数 据 的 海洋 之 中 . 如果 不 大 
减 掉 老 数 据 所 合 的 信息 ,新 数据 的 信息 就 无 法 用 -上 ,算法 就 会 慢 慢 朱 去 梅 正 能 力 . 

遗忘 因子 算法 通过 对 数据 加 下 忘 因子 的 办 法 来 降低 老 数 据 的 信息 量 ,为 补充 
新 数据 的 信息 创造 条 件 . 取 准 则 函数 为 


HO0) = Pet ek) - RTCEIGT, {3.20) 


其 中 称 为 踪 忘 因子 ,取信 为 0 < wn < 1. 由 极 小 化 这 个 准则 阴 数 ,可 得 到 模型 
(3-3) 式 的 参数 辩 识 算法 ， 


Gr = (0 


其 中 
ai = CHR), R22) ,rt L))T, 
产生 区 
Hi 三 | 
下 人 工 ) 
HF=p. 


这 种 参数 辨识 方法 称 作 遍 记 因 闻 法 , 记 作 FFCforgetting factor algorithm) . 剥 果 
遗忘 因子 x = 1, 则 算法 退化 成 普通 最 小 二 乘法 . 与 推导 加 权 最 小 二 先 递 推算 法 一 
样 ,同样 可 以 推导 出 遗忘 因子 算法 的 递 推 计算 形式 : 

BOE) = BCR 1) + KORYLz(R) -TCD - 1]， 
你 = PE — DRCEYCARTCOEI POR — DRCR) 4 pp}!, 


{3-21) 
P(E) = 和 [1 KONORTUE) PC - 1). 
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其 中 遗忘 因子 jp 可 按 下 面 的 原则 取 值 : 
(1) 车 要 求 7, 步 后 数据 衰减 至 36%, 则 p = 1 - 六 ; 


(2) pg 取 作 时 变 因子 , 即 
HCE) = popt tk 1} + tl po), 
其 中 po = 0.99,gt0) = 0.95. 

远 忘 困 耶 上 的 取 值 大 小 对 算法 的 性 能 会 产生 直接 的 能 响 .y 值 增加 时 ,算法 的 
跟踪 能 力 下 降 ,但 算法 的 鲁 棒 性 增强 ;ww 值 减 少时 ,算法 的 跟踪 能 力 增 强 ,但 算法 的 
鲁 棒 性 减弱 ,对 噪声 更 显得 茹 感 ,在 实际 应 用 中 要 折 圳 考虑 这 两 方面 的 情 痪 . 

比较 (3-8) 式 和 (3-20) 式 两 种 准则 函数 后 会 发 现 ,遗忘 因子 法 似乎 可 以 看 成 是 
加 权 最 小 二 乘 算法 的 一 种 特 前 ,相当 于 加 权 因 子 A(4) = je * 的 情况 . 实际 上 这 
个 观点 是 不 对 的 ,这 两 种 算法 不 能 简单 地 等 同 , 主 要 的 莽 别 有 : 

(1) 加 权 方 式 不 同 ”加权 最 小 二 乘法 的 各 时 刻 权重 是 不 相关 联 的 ,也 不 随时 
间 变 化 而 变化 ;遗忘 因子 法 的 各 时 刻 权 重 是 相关 联 的 ,满足 

A(k) = LA(k -1) 
关系 ,各 时 刻 权 重 的 大 小 随时 间 变 化 而 变化 ,当前 时 刻 的 权重 总 为 1. 

(2) 加 权 的 效果 不 一 样 ”加 权 最 小 二 乘法 获得 的 是 系统 的 平均 特性 ;遗忘 因 
子 法 能 实时 跟踪 系统 的 变化 ,具有 跟踪 能 力 . 

(3) 算法 的 协 方 差 矩阵 P(E) 的 内 容 不 一 样 ”二 者 的 关系 为 Pipt#) = 
A(kK) Pmstk). 

和 加 权 最 小 二 雏 递 推算 法 一 样 ,运用 遗忘 因子 算法 的 准则 函数 (3-20) 式 也 可 
实现 递 推 计 算 . 根据 (3-21) 式 , 可 以 导出 过 忘 因 于 算法 下 的 残 差 et 上 &) 与 新 息 


z 《点 ) 的 关系 : 


k 


人) = n+ Rk)PCE — 1AhCE). 


或 
elk)} = [1 HUERYPCE)RCE)]z Ck). 
由 此 可 推出 准则 函数 上) 的 递 推 计 算式 : 
2 2 

RTEYPOE — I RCE) 十 2) ' 
其 中 全 C= zk) 一 TCEYGCL - 1), 是 时 刻 的 新 宕 , 它 与 上 - 1 时 刻 的 参数 估 
计 值 有 关 . 

3.8.3 ”限定 记忆 算法 

加 松 最 小 二 乘 或 遗忘 因子 递 推算 法 在 递 推 计算 过 程 中 数据 长 度 是 不 断 增 长 


的 ,不 论 多 老 的 数据 都 在 起 作用 . 也 就 是 说 , 老 数据 所 会 的 信息 在 算法 中 会 不 断 暴 
积 , 长 期 下 去 新 数据 的 作用 会 被 前 弱 . 这 种 数据 长 度 随 上 的 增加 不 断 增 长 的 辩 识 


J) = pp- D+ 


3 最 小 二 磁 法 - 611 : 
算法 称 做 增长 记忆 法 , 另 一 类 辩 识 算法 电 艇 腿 定 记 所 尘 , 它 依 粮 于 有 限 长 度 的 数 
据 , 每 增加 -= 个 新 的 数据 信息 ,就 要 去 掉 一 个 老 数 据 的 信息 ,数据 长 座 始 终 保 持 不 
变 . 这 种 方法 的 参数 估计 递 推算 法 如 下 : 
全 (+ = 
Rk tlt Eo) = 开赴 二 天) 下 (和 EUR PR + EYRERYY-!, 
Pik+lk+L) = (T+ Klk+1,k+ LRURYY P(E, Kk + 二 )， 


BE FE = ERE Rk + kt DD A LO + LE- 1)), 
Klik,ErE) = Pikk rE- WDhkE+ NR PE + LDR + LY 
Pikk+t Ly = Ct Ek Rt DR LNPiR E+ EL- 1). 
上 上述 算法 前 三 个 式 子 用 于 去 掉 老 数据 的 信息 ,后 三 个 式 子 用 来 增加 新 数据 的 
信息 ,初始 值 取 


{2 = ef 
00,0) 二 四， 
其 中 & 为 充分 大 的 实数 ;zs 为 充分 小 的 实 向 量 . 相应 的 准则 函数 递 推 计算 式 为 
i 
NR) = ktL DT RP kr IR) + 


总 > 2(E 十 | 
1 + Rk LPEEEr LL- RE+t LY) 
其 中 


> (RY) = zk) hITCEIOCE, k + L), 
it + 了) = sk+ LAk+ OK, E+ LL -1). 
3.8.4 折 息 法 
折 息 法 把 加 权 最 小 二 乘法 和 遗忘 因子 法 融合 起 来 ,形成 如 二 递 推算 法 ; 
人 = BE I) + KOE)CCE) — TORO - 1)), 
KOK) = POE DA (ROD POE -DRCD + 人 名】 ， 


P(E) = zl - KORIRTOE)) POE - 1). 


折 盘 因子 与 加 权 因 子 和 进 忘 因子 之 阿 的 关系 为 05) = A(i [we 当 


遗忘 因子 取 常 数 时 , 折 息 因子 又 可 表示 成 (上 ,2) = 和 (Ar . 折 息 法 同时 具有 加 
权 最 小 二 乘法 和 遗忘 因子 法 的 作用 , 既 可 获得 系统 的 平均 特性 ,又 具有 时 变 跟 贬 能 
力 . 
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3.8.5 协 方 差 重 调 最 小 二 乘 算 法 


在 辨识 递 推 计算 过 程 中 , 协 方 差生 阵 P(E) 误 碱 很 快 , 此 时 算法 的 增益 矩阵 
ft) 也 急剧 衰减 . 这 种 现象 的 出 现 , 促 使 人 们 去 考虑 一 种 修正 的 方案 , 即 在 指定 
的 时 刻 重 新 调整 协 方 差 矩阵 P(E) ,使 算法 始终 保持 较 快 的 收 匣 速 度 . 这 种 协 方 盖 
查 调 的 最 小 二 科 算 靶 可 措 述 如 下 : 

BEY = 入 1) + 是 (ECzCE) — TOMIOCE - 1)), 
(xn = PE ROEYCRTCOE)I POE — UhCR) + 1)-1, 
Pik) = CFT- KORIRTOE)I) POR — 1). 

当主 七 |; 和 | 时, P(E) 按 上 式 算法 计算 ; 当 上 = 再 扯 于 有 本 | 

时 ,把 P(E) 重 调 为 
Pik) = af, 站 < en 和 

3.8.6 坊 方 差 修 正 晨 小 二 末 其 法 

对 时 变 系 统 辨 识 来 说 ,为 了 防止 矩阵 中 ) 趋 于 零 , 当 参 数 估 计 值 超过 其 阔 倩 
时 ,和 矩阵 P{) 将 自动 加 上 附加 项 如 ,具体 算法 如 下 


BE) = BOE 1 + ECE CECE) ~ HIROCE - 1)), 
KER)Y = PE- DRCR)CRTORI POE ~ DhCE) + 1)-', 
PK) = CF ROR)IATCOERY) POE - 1), 

Pl(kK) = P(E)+O 【全 > 办， 
3.8.7 有 约束 的 最 小 二 磁 算 法 
在 辨识 问题 中 ,有 可 能 需要 把 参数 情 计 值 约 东 在 某 个 范围 内 . 设 要 考虑 的 约 


束 范围 是 参数 空间 中 的 一 个 闭 凸 集 , 记 作 . 多 奶 果 参数 估计 值 大 好 和 .多 到 按 最 小 
二 乘 算 法 (3-16) 式 继续 计算 ;否则 需 进行 下 列 变换 : 
(1) 建立 参数 空间 的 变换 坐标 基 
p = P-2(Ek)0, 
其 中 (P-L2(E))TP-2IE) = P11(k). 


(2) 在 变换 坐标 P-# (8) 下 ,将 参数 约束 空间 .多 变换 成 像 空间 .用 
(3) 在 变换 坐标 P-3(#) 下 ,将 参数 估计 合 (£) 变换 成 像 方 (下 ) , 即 作 如 下 变换 : 
BEY = 瑟 - 立 (大 ) 合 (天 )， 
(4) 将 参数 估计 值 合 (&) 的 像 六 有 正 交 投影 到 像 空间 .如 的 边界 上 ,生成 边界 
上 的 像 pr(). 
(5) 在 变换 坐标 Pi (4) 下 ,将 像 空 间 . 罗 的 边界 上 的 像 P*(#) 变换 回 参数 估计 
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值 全 5 , 即 作 如 下 变换 ， 
富有 = 于 (人 (有 )， 
这 时 参数 估计 值 8() 系 将 返回 到 约束 空间 . 罗 内 ,然后 继续 进行 运算 ， 


3.9 ”最 小 二 和 算法 的 UD 分 解 实现 


考虑 模型 (3-3) 式 最 小 二 乘 参数 辨识 问题 , 设 噪声 n( 上 ) 为 零 均 值 白 蝶 声 , 记 
作 ef) ,又 设 (3-4) 式 返 延 算 子 和 多项式 4(Z-1) 和 Bt{Z-') 的 阶 次 相等 , 取 作 =, 则 模 
型 (3-3) 式 可 成 如 下 的 最 小 二 乘 格式 : 

ztk) = 中 大) 和 + b(tE), 
其 中 
人 { 三 Cans bos ni bnts "sa bh), 
RE) = 2 

叉 定 义 

pak) = 
使 数据 向 量 h,(k) 和 qp,tk) 共有“ 移 位 性 质 , 即 


hk 
.CD = | i + 


hk) = jy 站 - "] 


置 R,(k) = 2 (站 ART 六 和 SN) = AT 
利用 “ 物 位 ” 性质， 了 if) 分 解 成 


了 
SO -| 六 rc [2 so] gp, 中. 


其 中 五 。 为 2n 维 单位 阵 ; 他 (本 和 天 (分 别 为 模型 阶 次 取 = 时 的 参数 估计 值 和 对 
应 的 准则 函数 ,其 表达 式 分 别 为 


人 = Ri'(k) 2 hp) a0)), 


Uk) = DD) - BOOBR CK)O CR). 
同样 ， T RR,(&) 亦 可 分 解 成 


四 - 天 -| 外 0 1) 0 || fo Wl 
R, 1 ET 人 TD 


其 中 ,| 为 2n - 工 维 单位 阵 ; 合 -1) 和 了 (KE - 1 分别 为 
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人 -1) = Sai(k -D2 pul)), 


点 
Pk) = (有 -全 人- DSal(k - DO -1). 


重复 忆 () 和 S$.(&) 上 述 的 迭代 关系 ,可 得 到 矩阵 $-1(4) 的 UD 分解 形式 为 
SCE) = DED UTE), 


其 中 
1 {Rn) 
1 Bk- n+1) 人 
Do - 1 …， 
和 If 一 
人 1 会 《有 
1 
Jo'(k -nn) 
iE-n) 0 
DL) - {kn+tl) 
人 天 -TUE -了 


大 
令 全 (kk) = $al( 科 ,由 土 述 讨论 表明 ,CC (KE) 证 阵 包 售 的 信息 都 是 有 用 的 ,其 


中 恒 (E- n+ 站 和 (一 + 站 ,= 12mn, 分 别 代表 大 -ma + 时刻; 阶 模 
型 参数 佑 计 值 和 准则 函数 . 也 就 是 说 ,从 工 阶 到 = 阶 的 参数 估计 值 和 准 财 函 数 都 浓 
缩 在 怎 阵 妇 (1 中, 对 托 阵 记 C4) 进行 UD 分 解 , 即 可 一 次 获得 各 阶 次 的 模型 套数 
估计 值 和 准则 函数 ,以 此 可 以 间 时 确定 模型 的 阶 次 和 参数 估计 是 . 下 面 把 最 小 二 
乘 算 法 的 UD 分 解 递 推 计算 步 又 归纳 为 ; 
(1) 初始 化 到 (0) 和 D,(0), 使 局 (0)D 0070) = ce 其 中 为 充分 大 的 
实数 . 
(2) 由 kK-1) 和 D,{ -1, 计 算 
Bont hk) = [gk), goth gy th) = Dk LF Ck), 
a = (后 六 (有 
N= dm+l= 2n+l, 
其 中 和 (5 为 数据 向 量 , 是 可 测 的 . 
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(3) 置 spc) = AD) 其 中 (下 ) 为 引信 的 遗忘 因子 ;从 了 = 1 到 六 ,第 (4) ~ 
(7) 步 计 算 


(4) 计算 sk) = gtk) + h(E) gE), 
_ dR Ds kk) 
HE) = CA) 
ritk} :一 局 (下 )， 
fh) 
A Rk) :三 salk) 站 


其 中 机 (8 代表 Dt 第 j 个 对 角 线 元 案 ;X := 工 表示 将 了 是 赋 给 工 . 

( 相 夫 语 = 1 到 i = j -1, 按 第 (6) - (7) 步 计算 ,车 j= 1, 跳 回 第 (4) 步 . 

(65) 计算 {0 = 1) + RE), 

Yk) :二 y(k) 十 wa 一 Dy). 

其 中 机 (天 ) 代表 书 (5) 第 i 行 第 j 列 元 素 . 

(7) 根据 给 和 阵 DCE) 和 DD,(#) 的 组 成 结构 ,确定 各 阶 模型 的 参数 估计 恒 和 准 
则 函数 . 

(8) 置 上 := +1, 返回 第 (2) 步 . 如 此 不 断 递 推 下 去 , 直至 辨识 计算 结束 为 止 . 


4 最 小 二 乘 类 法 


最 小 二 系 法 是 一 种 最 基本 的 辨识 方法 ,但 如 果 模 型 的 噪声 不 是 白 品 声 ,用 最 小 
二 乘法 不 能 得 到 无 偏 .一 救 估 计 . 本 章 着 重 讨 论 当 模 型 品 志 为 有 色 噪 声 时 ,各 种 最 
小 二 莱 辨 识 的 方法 . 


4.1 增 广 最 小 二 乘法 


4.1.1 增 广 最 小 二 来 法 原理 
考虑 如 下 模型 : 
ACZT aCE) = BAOTOU E) + NZ) vk). (4-1) 
其 中 wt) 和 zt 交 ) 分 别 为 模型 输入 和 输出 变量 ;v(t#) 是 均值 为 零 方 差 为 oz 的 不 
相关 随机 噪声 ,或 称 白 噪声 ; NY(Z"') 为 噪声 模型 ;4(Z-) 和 8B(Z 为 迟延 竹子 冤 
项 式 , 记 作 
HZ = 1 + GZ + ooZ 2 十 … 二 an 2 
(gc. = HE + bn 2， 
其 中 sm 和 nn 为 模型 阶 次 . 为 了 运用 最 小 二 乘 原 理 来 状 识 这 种 模型 的 参数 ,需要 把 
模型 (4-1) 式 写 成 量 小 二 乘 格 式 : 
zh) = HCEIO + ot), {4-2) 
这 样 就 必须 把 只 声 模型 的 参数 包含 在 参数 育 量 8 中 ,从 调理 出 " 增 广 ” 的 概念 ,用 
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它 来 构造 (4.2) 式 的 参数 向 量 上 和 数据 向 量 丰 (大 ) ,具体 的 构成 形式 会 因 品 声 模型 
的 钳 析 不 同 而 不 周 . 下 面 是 三 种 不 同上 灌 声 模型 的 数据 向 量 构 成 方法 . 

(0 车 N(Z) = BTD) = 4 2 dz 4 + 机 Z m4, 则 可 按 下 式 分 别 

构成 参数 向 量 和 数据 向 量 ; 

REY = Co zk 1) wk 2), 

sk oR) na) )T, 
0 = {01,02 G0 1 brs bosrrrs bos dis dass dn )}'s 


人 bb = z(D+ DBE - De PIR- Du 0) DRG Ak i). 


=1 


(2) 若 N(2) = 一 一 = 和 二 , 则 参数 向 量 和 数据 


人 (zz lr ea t+ rar + C2 
向 量 分 别 为 
ROEY = (Co zk 1), — zk 2 1 


,uk fo), -eh -1), -ek 2 ~ ek. n)), 


0 = (alo, rin :61 ba,* 名， sr cor, cn) 


E(k) = 2(k) + 3 -zf 开门 - 过 7 Duk -i). 


D(z7') 1+ Adis + dz 由 z 
(3) 若 Na) = C2-t} TT lt erilt er i++ ca " 
则 参数 向 量 和 数据 向 量 分 别 状 
heky 一 { 一 开关 一 1), 一 ztk 一 四 一 下 一 所 一 Dutk 一 一 m), 
-De 
人 一 {aI 2 bi :bas bt, ; ,由 


也 


WD = el + sek Doh- - PAE Dk- 


2(k) = ak) + Dok 0: (Fk-i)- 3 Da(k ~ i). 


以 上 这 种 构成 参数 向 量 和 数据 向 量 的 思想 就 是 所 谓 的 增 广 原理 ， 它 是 增 广 最 
小 二 乘法 葛根 本 . 


4.1.2 ” 增 广 最 小 二 来 算法 
对 模型 (4-2} 式 运用 最 小 二 乘 原理 ,可 导出 如 下 的 增 广 最 小 二 屁 批 处 理 算法 : 
Oers = (CHE) HI, 
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其 中 zr = (7(1) ,22) ,LY), 


A 
ty - “0 | 
AR) 


了 又 有 如 下 与 之 对 应 的 参数 估计 递 推 算法 , 记 作 RELS(recursive extended least squares 
algorithim) : 


Kk) = PEk ~ TRCEICHTOAY POE 一 DRCE) + 1), 
PlRY = 【下 一 KOEIRTCOR)) PR — 1), 
其 中 数据 向 量 h(t 上 ) 视 不 同 的 只 声 模型 可 以 具有 不 同 的 增 /“ 结 构 . 

这 种 参数 估计 算法 的 实质 ,在 于 把 噪声 模型 参数 混在 参数 向 量 8 中 一 起 进行 
辨识 .就 这 种 意义 土 说 ,可 称 之 为 增 广 最 小 二 乘法 . 它 是 普通 最 小 二 鞠 法 的 一 种 推 
广 , 其 递 推 形式 和 性 质 与 普通 最 小 二 乘法 的 完全 相同 . 优点 是 可 用 来 解决 有 色 蝇 
声 模 型 的 辨识 问题 , 则 噪声 模型 部 分 本 身 的 办 识 并 不 是 无 俩 .一致 估计 . 


4.1.3 增 广 和 最 小 二 乘 算 法 的 UD 分 解 实现 


当 (4- 1) 式 陷 声 模型 取 NCZ) = DCZ-1n) ,又 设 迟 延 算 子 多 项 式 4(Z-1) 、 (20 
和 D(z"') 的 阶 次 相等 ,都 取 作 nn 时 ,模型 (4-1) 式 的 最 小 二 来 格式 为 
xz) = RUF + vk), 


[ee = BCE 1) + KOR)CCE) ~ RUEYOCE - 1)), 


其 中 
#, 二 (Can; br Qnr dss hats Gt ds bi 


二 三 【《 一 或 下 一 nk nk a), zk vk Cn )), 
机 


WE) = 8 -TCR 合作- 1). 
车 在 数据 向 量 中 加 入 当前 的 数据 信息 , 则 可 构成 具有 “ 移 位 "性质 的 新 数据 向 
其 为 


中 CE) 

= 人] to [人 
并 有 人 
Ck) = Wp ]. 


上 述 这 三 个 数据 向 量 构 成 的 “ 移 位 ”结构 是 利用 UD 分解 方 法 来 实现 增 广 最 小 
二 咎 算法 的 基础 . 和 3.9 节 最 小 二 飞 算 法 的 UD 分 解 实 瑞 的 步 晤 一 样 , 对 矩阵 


Ca 有 = SiC = [70) 和 (站 ] ”进行 UD 分 解 ,可 同时 获得 各 阶 模型 的 参 
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数 居 计 值 和 准则 消 数 . 
4.2 ”辅助 变量 法 


4.2.1 辅助 变量 法 原理 


考虑 如 下 模型 : 
A{ZT aR) = 可 (EC 二) + elk). {4-3) 
其 中 ut) 和 st) 分 曾 为 重型 输入 和 输出 变量 ;elt 上) 是 均 信 为 零 、 方 差 为 这 的 有 
色 咯 声 ;4(Z-) 和 B(Z-!) 为 迟延 算 子 多 项 式 , 分 别 记 作 
4 人 Z) = + GZ + GZ 
| sz = 和 ZJ2Z 二 0 bn 2 人， 
其 中 和 中 为 模型 阶 次 .由 于 elk) 是 有 色 暴 声 , 利 用 最 小 二 冬 原 理 不 能 获得 模型 
敌 数 的 无 篇 .有 效 ,一致 佑 计 . 
把 模型 (4-3) 式 写 成 最 小 二 乘 格 式 : 
3 兰 HO 十 er: {4-4) 
其 中 


= {Ql qa Gn 3 Bis das, bn ), 
五 二 Caefl), zt2) ET 


hn"{1) 
H, - 区 | 
h(EL) 


Rk) = (~ zt), -zk 2) ,rk me， 
uk 
和 = {ell),e(2),, et L))T. 
为 了 获得 (4-4) 式 模 型 参数 的 无 偷 、 一 致 估计 ,准则 师 效 不 能 再 用 (3-9) 式 的 
形式 . 设 模型 残 差 为 
EL = we- Hb. 

可 以 证 央 ,如 果 能 够 设法 使 上 式 中 的 残 差 序列 = (ef1) ef2) et) 与 过 去 
的 数据 序列 不 相关 , 则 可 获得 模型 参数 8 的 无 偏 估 计 . 为 此 ,就 须 从 过 去 的 数据 集 
合 中 设法 衍生 出 一 个 有 限 维 的 向 量 和 "(4) ,使 之 与 残 差 序列 不 相关 , 即 


上 
lim 2 7h (k)e(k) = 0, 
的 上 =1 


这 样 ,准则 活 数 就 可 瑟 成 如 下 形式 ;: 
J(0) = 2 再 ?7 再; 全， (4-5) 


其 中 
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下 “TD) 

H;? = 0 

hr) 

比较 (4-5) 式 与 (3-9) 式 可 知 ,(4-5) 式 可 以 看 做 加 权 阵 取 及 : = 圭 ? 和 ?7 的 一 


种 加 检 准 则 函数 , 对 于 极 小 化 (4-5) 式 , 当 7H? 非 奇 恒 时 ,可 以 获得 (4-4}) 式 模 
型 参数 的 辅助 变量 估计 


Gy = (CHETHL)-I HL zr. (4-6) 

这 种 辨识 思想 称 为 辅助 变量 原理 ,对 应 的 辨识 方法 称 为 辅助 变量 法 .h* (上) 

是 从 这 法 数据 集合 中 引申 出 来 的 向 有 量 , 称 为 辅助 向 量 . 由 此 组 成 的 吾 ; 称 为 辅助 矩 
阵 . 不 难 证 明 ,如果 下 面 两 个 条 件 能 够 满足 , 即 


PHi 下 一 (| 是 非 奇 并 的 ， 
TH Eh (Fel! = 0, (WP.1.), 


则 由 算 兴 (4- 人 6 式 获得 的 模型 参数 人 悄 计 是 收敛 的 , 即 有 
Gr WP.1.). 
道 过 适当 选择 辅助 变量 向量 "(Ek) ,上 人 述 两 个 条 件 是 可 以 满足 的 ， 
4.2.2 辅 点 向 量 的 选择 
当 赚 声 sf) 与 模型 输入 zt) 不 相关 , 且 输 入 wt&) 为 持续 汶 励 信和 号 时 ,可 按 
下 列 方 法 之 一 选择 辅助 向 量 ; 
Rk) = {— xk 1) x ks 
(1 uk ,nk 2 uk mg)), 
wk) = kTORIOUE), 
BK) = (1 oO- D+ dd) (a= 0.0- 01d =0.~ 10), 


C2) BR) = 人 和 1 一 让 
ulk 一 ,ut 一 2 二 一 no)), 
3) HCE) = Co -1 -下 


uk ,uk 2 

(4) BRE) = 《二 一 1) 一 了 sm 
其 中 m 为 由 声 模 型 e() = DZ p(k 的 院 次 . 

特别 应 该 指出 ,如果 选 第 (4) 种 辅助 向 量 ,以 此 构成 的 辅助 变量 法 相当 于 另 一 - 
种 称 作 相关 二 步 法 的 辨识 方法 . 这 可 简要 分 析 如 下 . 

(1) 当 辅 助 向 是 选 

大 = 《RE 一 1 

时 ,所 构成 的 辅助 变量 算法 相当 是 如 下 正则 方程 : 
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ih (Ka(E) = ( 2 和 (DAT 0 + v,. 
的 最 小 二 乘 解 ,其 中 vw = (1 ,5(2),…' ,wv( 上 )) 7 为 模型 曲 声 向 量 . 
(2) 如 果 数 据 是 平稳 的 ,那么 上 述 正则 方程 也 可 写成 以 相关 函数 表示 的 最 小 
二 乘 格 式 : 
人 ky = 十 二)， 
hk) = -RE A), RE re RAE -1 KR rm Ik) 
其 中 相关 冰 数 定 交 为 


Rllk) = Ek- Dz(k), 
下 = 


Rl k) = 二 ua{k- Duk). 


(3) 对 上 述 以 相关 函数 表示 的 正则 方程 ， 运用 量 小 二 乘 原 理 , 亦 可 获得 模型 
(4-4) 式 的 参数 佑 计生 . 

{4) 这 种 先 建立 相关 胃 数 正则 方程 , 即 模型 (4-4) 式 两 边 同 恩 以 wt- 站 ,并 
取 数 学 期 望 , 再 求 最 小 二 乘 解 的 方法 ,就 称 为 相关 二 步 法 . 它 与 辅助 同 量 到 "(FE) 
= Cw 时 的 辅助 变量 算法 蚌 等 价 的 . 


4.2.3 北 推 荐 法 


和 推导 最 小 二 乘 递 推算 法 一 样 ,由 辅 柄 变量 批 处 理 算法 (4-6) 式 可 导出 如 下 
的 递 推 计算 形式 , 记 作 RIV(recursive instrumental variable algorithm) : 


BOCK) = BCE 1) + KCRGC2(R) -TCD 一 1)), 
{xen = PCE RY CERCARTOEI PE — Dh* CK} + 1)-!, 
Pk) = CT- KORIRTORII PE- 1). 


同 理 , 也 可 推导 出 辅助 变量 法 的 残 差 e(k) 与 新 息 z () 的 关系 
天 


ek) = 1 + 大玉 下 有 (一 13 (EY 
或 
cfg = [1 — RTOEI POE)R* (CR)]z Ck). 
以 及 准则 函数 元 的 递 推 计算 式 


z _ 
RE)POE- Ih"Ck) + 
其 中 了 人) = zk) -TEGOCE - 1), 是 上 时 刻 的 新 息 . 
加 助 变量 法 的 思想 是 可 贵 的 ,适当 选择 辅助 向 量 就 可 以 沟通 它 与 其 他 各 种 辨 
识 算法 之 间 的 联系 . 辅助 变量 法 可 以 适用 于 有 色 噪 声 模型 的 辨识 ,但 对 参数 估计 
的 初始 慎 比 较 葡 感 ， 


RD = TR)+ 


4 巩 小 二 乘 关 法 ”， 6321 : 


4.3 “三 只 最 小 二 乘法 


4.3.1 ” 批 处 理 算法 
考虑 如 下 模型 
A(Z-) (A) = BOL) ulh) + Fen 
其 中 u(t) 和 zt 上 ) 分 别 为 模型 输入 和 输出 变量 ;w(tk) 是 饼 值 为 零 、 方 差 为 c* 的 日 
噪声 ;迟延 算 子 多 项 式 4(Z 5 .BEZ 0 和 CCZ7 1) 分 别 记 作 


A(Z) = 1+ aIZ + WL + 
B21) = ht ht 
C2 = 1 + ol + cl + … + ca 
其 中 n,、ns 和 mm 为 模型 阶 次 . 令 
ef 天) = 


vik). (4-7) 


1 
Cz "th), 


且 定 立 


RECKEY = (Cz) ko 2 
uk — 1) ,wh 2) uk — mm)), 
则 模型 (4-7) 式 可 窟 成 如 下 的 最 小 二 乘 格式 : 
z= Hrtre, {4-8) 


t 二 (al 025", gn 1 bs Bas br) 


其 中 
Tr 二 【zf1) ,zf27 57) 


下 二 
T 
， Ek 中 
hr{L) 


er = {ef{1), el2),* ,el L))'. 
为 了 获得 (4-8) 式 模 型 参数 的 无 偏 ,一 致 居 计 ,可 运用 马尔 可 夫 居 计算 法 , 获 
得 如 下 的 模型 参数 估计 
人 rs = CHIE7HL) I HIE Y,, {4-9) 
其 中 五 为 噪声 向 量 包 的 协 方差 阵 . 根据 噪声 et 上) 和 st) 之 间 的 关系 ,可 求 得 
.= oa CTC)!, 
其 中 
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| 1 0 
| 1 
C= en : 1 1 
0 Cn : | 1 
0 … 0 ca ol ] 
若 令 Hr = (和 ,和 = Cz , 则 算法 (4- 和 0 式 可 写成 
Bus = (HM) HY. (4-10) 


加 果品 声 模 型 已 知 , 则 由 {4-10) 式 可 直接 估计 出 模型 参数 和 . 如 果品 声 模 型 未 
知 , 则 要 用 过 代 的 方法 先 求 得 参数 和 的 司 计 值 , 再 求 噪声 模型 参数 各 = (el,c2,*…， 
ca )" 的 估计 值 .求生 估计 值 的 方法 依然 可 以 是 最 小 二 乘法 . 把 噪声 ef 和 和 vw( 卡 ) 


之 间 的 关系 写成 最 小 二 乘 格式 ,有 
elk) = 下 人 下) 本 于 vk), 


其 中 
h(E) = (elk ~ 1),e(k 2), elk — ne)), 
则 有 
6, = (HTH,) HY,, (4-11) 
其 中 
z, = (201) ,z(t2) ,zt LY), 

hIC1Y 

h'(2) 

hl(L) 


(4-10) 式 和 (4-11) 式 构成 选 代 计算 ,这 种 选 代 估 计 模 型 参数 的 方法 , 称 为 广义 
最 小 二 乘法 . 这 种 方法 的 基本 思想 是 对 数据 先进 行 一 次 滤波 预 处 理 , 然 后 利用 最 
小 二 乘 算法 来 辨识 模型 的 参数 . 广义 最 小 二 乘 参 数 佑 计 存 在 全 局 收 伍 问题 , 当 昌 
声 较 大 时 ,一 - 般 难以 获得 好 的 辨识 效果 . 


4.3.2 递 推 荐 法 


由 {4-10) 式 和 (4-10 式 可 以 进一步 推出 广义 最 小 - 乘 递 推算 法 , 记 作 
RGLSI recursive generalized least squares algorithmy) : 


5 梯度 校正 法 " 623 ， 


BE) = HEI) + BE CAEk) - RHOGCE - 1)), 
KE) = PE DRAORYCRE EY PPAR LRA EE) + 1)-1, 
PAEY = (CF — KARYREE)) PA — 1), 


BE) = OR + ECR) ~ ATCRIGCE - 1)), 
KCE) = PEE RCECHM AIP AE DRCOKR) + 1)7i, 
PR) = (FE— 天 (大 站 以 天) 有 (天 一 1), 

其 中 
hk) 


(— zk 1), sk), -ak a), 
wk Dyk 2 hs 

ho(R) = (elk 1), elk 2) elk- rn)), 
ek) = zk) — TRIOCE). 


5 梯度 校正 法 
梯度 校正 参数 辨识 方法 ,是 沿 着 准则 耳 数 负 梯 度 方 种 去 寻找 佑 数 居 计 值 的 方 
法 ， 


5.1 。 关 识 问题 及 随机 逼近 解 


考虑 如 下 模型 辨识 问题 : 
zk) = ROR)O + elk), {5-1) 
其 中 zt 多 ) 为 模型 输出 ;h(E) 为 数据 向 量 ;6 为 模 弄 参数 ietf) 为 零 均 值 申 声 . 定 多 
准则 函数 为 


1(8) = DEI(2(k) -AT( 有 0) ， (5.2) 
通过 极 小 化 0 ,也 就 是 解 下 列 方 程 

ElR(CkY{ a k) — hk) = 0, 【5-31 
可 以 求 得 模型 参数 和 办 的 佑 计 值 . 


由 于 嗓 声 etk) 的 统计 性 质 未 知 ,方程 (5-3) 式 难 以 下 解 , 若 数学 期 望 1:! 用 
Ye ) 来 近似 , 则 上 述 辨 识 问 题 退 化 成 最 小 二 乘 辨 识 . 


依据 焰 度 校正 法 的 思想 ， 使 礁 则 函数 (5-2) 的 开 人 数 售 计 ， 可 
襄 着 准则 消 数 的 贷 梯 度 方向 搜索 , 即 可 将 模型 参数 估计 ? 


KR) = Hk- 1) - pi) (20) | 


a » (5-4) 
pik=-i1) 
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其 中 负 号 表示 搜索 方向 . 根据 (5-2) 式 定义 ,准则 天 数 关于 参数 的 一 阶梯 度 为 


(2 ) = 一 Efh(E(z(E) 一 hE)O)!, 


利用 随机 加 近 原理 ,可 将 (5-4) 式 写成 


OR) = BF- 1) oRCR CGE) ~ TORO - 1)), (5-5) 
其 中 pt) 为 随机 收 徊 因子 , 它 的 选择 应 使 得 
0) [Bn < OO) Hey. (5-6) 


通过 上 述 迁 代 算 法 ,可 逐步 通 近 求 得 方程 (5-3) 式 的 解 . 若 选 择 ot 上 ) 满足 下 列 条 
件 : 

tb otk)>0 (Vkh): 

ud lim plk) = 0; 


3? >)1o(b) = op 
中 Vip) < m0. 
则 可 保证 (5-6) 式 成 立 , 且 使 模型 参数 在 均 方 意义 下 收 化 ,也 就 是 
lim EI(OCE) - 00)*) = 0, 
其 中 0 为 模型 参数 走 值 . 


当选 择 p(k) = 1 和 时 ,(3-5) 式 与 (3-15) 式 的 最 小 二 乘 递 推算 法 RCE)ACK) 
= 了 的 情况 是 等 从 的 . 


5.2 ”随机 牛顿 辨识 算法 


算法 (5-5) 式 是 梯度 校正 法 思想 的 具体 表现 ,也 称 最 速 下 降 法 . 当 准 则 函数 值 
接近 极 小 值 时 ,这 种 算法 的 效率 恋 得 很 低 . 为 提高 等 法 的 效率 ,典型 的 做 法 是 用 随 
机 牛顿 方向 来 代替 (5-4) 式 中 的 搜索 方向 . 对 准则 函数 (5-2) 式 来 说 ,随机 牛顿 方 
向 为 

CE 
3 了 看 * 
也 就 是 说 ,这 时 应 沿 着 随机 和 牛顿 方向 去 搜索 模型 参数 估计 和 值 ,以 使 准则 函数 (5-2) 
式 法 到 极 小 什 , 即 
a ~ 2 (8) -| 21(8) 了 
本 ( 下 三 可 (大 一 1) 一 ob a ) ( 站 ) 全 
令 RCt) = 6) 称 RCE) 为 黑 塞 (Hessian] 年 阵 . 依据 (5-2) 式 定义 , 短 阵 


Ei 
串 ( 志 ) 可 写成 


(5-7) 


ROCKRY = Elh(kRYRT EY)!, 
或 EIR(R) 一 ROK)RTCEY = 0. 


6 极 大 相 然 法 ， 用 25 ， 


再 次 利用 随机 逼近 原理 ,可 得 到 时 塞 矩 阵 及 (#) 的 递 推 计算 形式 ; 
RIEk) = ROK 1) + oR)CRCORI BITE) 一 ROE — 1)), (5-8} 
综合 (5-7) 式 和 (5-8) 式 ,就 可 构成 (5-1) 式 模型 参数 的 随机 牛顿 辨识 算法 ; 
人 = Oh = 1) + oR) RORCE) CR) — ROEIOCE - 1)); 
RIKE) = 本 (二 一 上 + pORICRCEIRTE) - ROE - 1)), 
其 中 p( 上) 为 随机 收 敏 因子 . 当 取 p(k) = 二 时 ,算法 (5-9) 式 就 是 最 小 二 乘 递 推 
算法 . 


{5-9) 


5.3 ”梯度 校正 竺 识 算法 


令 PE) = pt 有 RCE), 则 (5-9) 式 就 或 为 (5-1) 式 模型 参数 的 递 推 辨识 算法 ; 


BCEY = G(R 1) + KCRYCCR) BTLEIOCE - 1)), 
K(kK) = PGE DROECARTCE POE DACRE) + p(k))-!, 


l 


nh) = A - pl), 
其 中 py( 上 ) 为 遗忘 因 于 . 着 遗志 因 子 为 常数 , 则 收 襄 因 于 与 遗忘 因子 的 关系 为 
p(k) = 1 各 


6 极 大 似 然 法 


极 大 似 然 法 是 一 种 参数 辨识 方法 , 它 是 按 奈 统 输 出 的 条 件 概率 密度 函数 最 大 
逼近 原则 去 寻找 模型 的 参数 估计 值 . 


6.1 极 大 似 然 原理 


系统 辨识 和 参数 估计 涉及 到 从 随机 观测 数据 中 提取 信息 的 问题 . 如 果 寻 找到 


模型 参数 人 ,使 系统 的 输出 在 6 条 件 下 的 概率 密度 最 大 可 能 地 通 近 输出 在 6 条 件 
下 的 概 宰 密 度 , 则 认为 模型 最 大 限量 地 包含 了 数据 中 的 信息 . 这 种 办 识 思想 可 表 


达成 p(zt 上 ) 1 合 ) 一 > plztk} | #0). 

定 当 1 设 系 统 输 出 变量 (8) 在 模型 参数 站 条 件 下 的 概率 密度 为 p{z(#199), 独 
立 观 测 的 随机 数据 向 量 z = 《zfly,zf2) sf) 的 联合 概率 密度 记 作 
ptz 1 如), 则 对 一 批 确定 的 观测 数据 来 说 ,p{z 1 8) 是 以 异型 参数 8 为 自 变量 的 概 
率 窗 度 函 数 , 这 个 明 数 称 次 属 热 函数 , 记 作 L(x 1)， 
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Lz 1 6) 反映 被 观测 事件 确实 应 当 发 生 的 “可 能 性 ”, 与 和 尽 集 概率 密度 基数 的 
关系 为 L(z 1 8) = 1 ptz(&) 1 8), 对 应 的 对 数 伏 然 晒 数 记 作 Mz 1 8) = 


上 . 
Xlnpts( ky | 0). 
定 多 2 称 所 二 ,0) = Elinp(z(#) | 00)} - Ellnp(z(k) | 8)) 


plz(k}10) 1 
为 库 尔 贝 克 - 莱 布 勒 (Koullback-leibler) 信息 测度 . 
可 以 证 明 所 和 ,0) 六 0, 可 见 模型 参数 9 的 合理 估计 是 选择 它 使 信人 0,0) 为 最 


小 ,也 就 是 售 = arg mgxL(z 10), 即 Gin 使 极 天 伺 然 函数 LCz 18) 达到 最 大 值 . 这 


时 (52), -0 


上 式 为 极 大 似 然 原 理 , 其 中 6 称 为 极 大 似 然 估计 , 它 实 更 了 
plztk)} | 全 -一 一 一 > pilaztk) | do). 


6.2 极 大 似 然 参数 估计 


考虑 如 下 模型 
ACZTI)z( KE) = BP) uk) + DIP) eth), (6-1) 
其 中 (和 zl 分别 为 模型 输入 和 输出 迹 量 ;wi 上 ) 基 均 值 为 零 , 方 差 为 二 ,上 且 服 
从 正 态 分 布 的 不 相关 随机 曲 声 ;4(Z-0 BCZ-0 和 BCZ 0 为 迟延 算 了 于 包 项 式 ,分 
别 记 作 
dT7- II = T+ GZ 二 GZ 二 十 Hn 如 
B(Z71) = BZ + B22 + + bn LY, (6-2) 
DD) = I+ dD + hi + 
其 中 ,nm 和 no 为 模型 阶 次 .及 设 e(k) = D(CZ- Dv(E), 其 协 柱 差 阵 记 作 工 .对 模 
型 [6-1) 式 运 用 极 大 似 然 原理 ,可 以 获得 如 下 结果 ， 
P 如 果 噪 声 e() 的 协 方差 阵 五 已 知 ,定义 模型 参数 8 = (aaz，… am ,Bl， 


Bar bs, )7, 则 其 极 大 似 然 佑 计 为 Bq = 《再 卫 : 矶 -18 全 :其 中 数据 矩阵 厂 


和 输出 向 量 z, 的 定义 与 (3-7) 涉 的 相同 . 这 时 的 极 大 似 然 估计 全 与 马尔 可 夫 情 计 
是 等 价 的 . 
2 如 果品 声 e( 上 ) 的 协 方差 阵 于 = sc 好 , 则 模型 参数 9 的 极 大 似 然 估计 变 为 


# 极 大 似 热 法 * 627 ， 


Gm, = (HIH,)-' Hh, 
这 时 的 极 云 似 然 知 计 全 与 最 小 二 荚 估 计 是 等 阶 的 . 

3* 如 果 噪声 e( 各 的 协 方差 阵 五. 未 知 ,定义 模型 参数 8 = (ol ,oa ,1， 
2 则 模型 参数 的 极 大 似 然 估计 问题 可 以 归结 为 如 下 的 非 
强手 优化 问题 : 

优化 目标 VBg) = FO 一 min; 

约 东 条 件 gE) = 4 区 并) -BOZO uk) (DEED) 一 1 二) 
同时 还 可 以 获得 虞 声 wf 让) 方 营 的 估计 值 

z2 -= minV(8) = VO ). 

显然 ,优化 目标 卫 数 (8) 是 参数 ,5.,d 的 函数 , 它 关 于 a,, 是 线性 的 ,而 

关于 本 是 非 线 性 的 ,因此 ,需要 用 解 非 线性 优化 问题 算法 进行 夫 代 求解 . 
6.3 ” 极 大 似 然 递 推算 法 


如 果品 声 e( 上 ) 的 协 方差 阵 五 未知 , 则 (6-1) 式 模型 参数 0 > (elyez, Gn ， 
bi bs di dz，…,d,)T 的 极 大 似 然 估计 递 推 算 法 为 : 
GOR) = OE 1) + KEEYCZ(KR) — RTOEYOGCE - 1)), 
K(k) = POE — DhAR)CRFCOEY PCE — 1) hk) + 1)71, 
P{k) = (了 一 KCKR)RTCE)) POE - 1), 
hE) = CC— atk 1), stk 2) ,zk ), 
uk os 


Dk 2 ) 
hk) 三 (- ztk 一 全 ， 一 zf 天 一 2 一 2 一 He) 
iAE— 1), utk— 2),, mA(k ns), 


vAk -Dok 2 ok ra)), 
sh) = 2 ka 2) 
“一 Ads (kylk 一 na), 
wk) = ek) dR AE 1) wk 2) 
dk na), 
SAA 
or- ng), 
wR) = zh) — RTCEYOCE - 1), 


Dy(k) 
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记 作 RML(recursive maximum likelihood estimation algorithm). 
6.4 ” 极 大 似 然 估计 的 统计 性 质 


当 输 入 信号 ut 上) 满足 n(n = max( 局 my nn 阶 " 持 续 激 励 " 条 件 时 ,(6-1) 
式 模 型 参数 的 极 太 偶然 估计 具有 如 下 和 良好 的 统计 性 质 : 


1 一致 性 ( 相 容 性 ) , 即 
A L— mm 


go 和 【a.s. ) . 
2 渐 近 正 态 性 ,有 即 
/E(B ~ 00) — ep ~ N (0, Mal), 


其 中 M6 为 真实 模型 参数 bo 条 件 下 的 平均 费 希 尔 信息 矩阵 ， 
多 有 效 性 , 即 ElC@w - 90) (Gm - bo) = 于 天 1 


7 预报 误差 法 


7.1 ”预报 误差 模型 


考虑 一 般 的 模型 类 
zk) = fk OO) + vk), (7-1) 
其 中 zt 上 E Rn 为 模型 输出 ; 2! 表示 上 -1 时 刻 以 前 的 输出 数据 上 集 合 |z(* 一 1)， 
zk -2) ,|; Ut 表示 时 刻 以 前 的 输入 数据 集合 x(k (站 一 1 人) 
R';8 为 模型 参数 和 同 量 ;wv( 上 1 为 模型 新 息 序 列 ,在 给 定 的 数据 集合 -1, 下, 它 
上 有 具备 生 件 均值 等 于 零 的 性质., 即 Eiv() 1 ET = 这 种 模型 称 为 预报 误 效 
模型 (prediction emoc modet ,简称 PEM) , 它 特别 适合 用 于 参数 估计 . 


7.2 ”预报 误差 准则 


在 获得 数据 集合 下 -1 , [ 严 的 条 件 下 ,对 模型 输出 2(8) 的 * 最 好 ”预报 可 取 它 的 
条 件数 学 期 望 ,即食 106) = E51ZCkY | 芝 - 于 ,四 |, 它 使 


E{ | a{k) ~ ek 8) 2] st > min 
这 种 “最 好 ”的 输出 预报 应 该 是 "最 好 " 模型 的 输出 . 对 于 特定 的 8 值 ,(7-1) 式 模型 
的 预报 误差 可 写成 


z (Ck) = 了) -ZE 0) = zk) FO ,0), 
或 写成 拟 线性 回归 的 形式 


7 预报 误差 法 * 629 ， 


z (EO) = zk) TELO) = zk) - PRD, 


其 中 下 上 为 由 过 去 数据 构成 的 数据 向 量 . 对 应 的 预报 误 状 序列 人 (二 , 及 )| 的 样本 
协 方差 为 
D(0) = OE Ck,0) FT(k,0). 

显然 ,一 个 好 的 模型 应 该 具有 比较 小 的 预报 误差 ,因此 ,可 用 D(9) 的 某 种 正 
标量 薄 数 作为 预报 误差 准则 . 通常 选用 的 标量 师 数 有 

(1 J) = tr 六 ,D(C0)) ,如 果 pt) 服从 正 态 分 布 , 均 和 值 汶 区 ,其 协 方 差 阵 为 
{上 , 且 了 预报 误差 淮 则 硝 数 (6) 中 的 加权 短 阵 取 为 1 = 12 ,其 中 上 次数 
据 长 度 , 草 极 小 化 (8) 的 结果 与 极 友 似 然 估计 是 等 价 的 ， 

(2) (C8) = ln detD(98)., 如 果 of) 的 协 方差 阵 为 五 (#8) 未 知 , 则 极 小 化 
(和) 的 结果 与 要 大 似 然 估计 是 等 价 的 . 

预报 误差 准 风 (0 的 男 一 种 写法 为 

HO) = ZUR OA (hk,0). 

为 了 去 掉 对 样本 的 依 斑 性 ,引入 如 下 画 煞 作为 预报 误差 准则 ; 


1(0) = BEIZ TEOMALZ (8)1， (7-2) 
这 是 一 种 最 常用 的 预报 误差 准则 函数 . 


7.3 “预报 误差 算法 


极 小 化 (7-2) 式 预 报 误差 准则 六 和 ) ,使 预报 误差 变 得 尽 可 能 的 小 . 这 种 估计 
模型 参数 的 方法 就 称 为 预报 误差 法 , 其 递 推 形式 称 递 推 预报 误差 法 , 记 作 
及 PEMI recursive prediction error method) . 显 杖 ,预报 误差 算法 与 所 用 的 模型 输出 预 
报 器 结构 有 关 . 对 于 给 定 的 一 种 预报 器 结构 ,通过 极 小 化 J/{6) 可 以 合计 出 该 结构 
下 的 模型 参数 8 . 这 个 过 程 包 括 求 出 预报 器 的 构 威 及 对 预报 值 关 于 8 的 求 导 , 这 是 
预报 误差 算法 复杂 性 的 根源 . 


7.3,1 预报 误差 法 的 一 般 结 构 


利用 随机 牛顿 搜索 方向 ,在 准则 函数 (7-2) 式 意义 下 , (7-1) 式 模型 参数 估计 
算法 可 写成 


T 
BR = Bk DodRD( BE) | 


其 中 及) 是 黑 塞 短 阵 并 的 近似 表达 式 ， 


若 定义 (Ck,0) = 【 开 作 上 97) , 则 有 
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(5 ) = ElWCE,O) Az (k,0)1. 


RD = SID Elk 0 A 0) 
设 加 权 和 矩阵 
A = Fri) = Ets 《有 人) TOE, BOY), 
再 利用 随机 通 近 原理 ,对 ?大红 ,RCE) 和 号 ;!(8) 分 别 导出 它们 的 递 推 计算 形式 ， 
由 此 就 可 构成 如 下 预报 误差 算法 的 一 般 结 构 形式 : 
Z {kGR-1)) = zk) ZR OE 1)), 
BE) = OE) + pORE WR GCE — DESL)T (kG 1)), 
RF) = ROGE A) + oR EE OG 一 DE WE GO - DD) — RCE ~ 0)), 
PALE 
Xk+1) = ACOC) rE) + BOOCE)) uC), 


Tk | BCEY) ~ 
(re = CV) 
其 中 p(k) 为 随 检 收 仇 因 子 : 状 态 变量 gt 及) ,系数 条 阵 4.8,C 的 定义 见 (2.9) 式 ， 
上 式 表 明 , 预 报 误差 算法 的 关键 在 于 求 出 硕 报 器 结构 和 预报 值 关于 参数 9 的 导数 ， 
需 报 器 的 结构 与 具体 的 模型 形式 有 关 ， 下面 介绍 三 种 特定 模型 的 递 推 牟 报 误差 参 
数 状 识 算法 . 


7.3.2 ARMAX 模型 的 RPEM 


考虑 ARMAX 模型 
ACE zh) = BAZTOutk) + DIP) vt k), 
其 输出 预报 器 为 
. 和 ~ _ 下 人 B{Z-1) 
zk Ii) = z(tk)- DZ) (Kk) + D(z) CK) 
置 人 参数 向 量 站 二 《arr ez Gn 61 取 加 权 答 阵 为 单位 


阵 , 用 3 表示 输出 预报 值 , > (8) 表示 预报 误差 ,9() 表示 预报 值 关于 参数 6 的 
一 阶梯 度 , 套 用 (7-3) 式 预 报 误 差 算 法 ,可 导出 ARMAX 模型 的 预报 误差 辨识 算法 为 


2 (kk) = zfk) -2 站)， 


人 有) = HCE- 1) + p(BIRI OR GCE) F (Ch), 
RK} = RE- 1 + oiky gpg (hp) — RE- 1)), 


D7-!y | zen (kk) = (CD!) 一 A 1)) | EA 十 Br ') | 2 


7 预报 误差 法 . 631 ， 
DZ ) | oe- nCk) = hk), 
RE) = (zk ,x(k 2 a Roa), nk 1) ,uk 2), 
pk Chk), C2 na)). 
7.3.3 ”SISO 模型 的 RPEM 
考虑 一 般 的 SISO 模型 


加 _ B(Z-') D(z-!) 
ACZTI)z( Ek) F(Z- 7) uk) 十 CY "(A): 
其 输出 预报 器 为 
人 _ 4(Z-0C(Z-0 B(Z-DC(Z-0) 
x(k 1 0) = ztk)— DUCZ-') zk) + FZ) DECZT) 世间， 
置 参数 身 基 


0 = (a 92 ,Gms bys Ban's ba, 1 C2 Cn» dys da dn rfl fa fn) 


取 加 权 矩 阵 为 单位 阵 ,用 -205) 表示 模型 输出 预报 值 , > (#4) 表示 预报 误差 ,9( 局 
表示 现 报 值 关 于 参数 的 一 阶梯 度 ,引信 辅助 变量 


1, BOE) 
{kk) 三 FZ Yk), 
vk) = A(DI) RE) — (Fk), 


则 输出 预报 器 可 写成 
DZ TD | ap yh) = DZ | a wy (EF) - CZ) | vhs &), 
oC) = AC | sr nk) — "(Ou#), 
| wk) = BZT) [oes tk). 

输出 预报 值 关 于 参数 的 一 阶梯 度 向 量 P(E) 由 下 列 元 素 组 成 : 


ER = Ek i) {= 1,2,°°, to), 
Se = pS (1 = 1,2,., n), 
家 的 = i) (= 1,2,.,m), 
和 _ me “(ki) (i = 1,2,°, ne), 
3 - pz DE (Ki) 全 


由 此 可 构成 一 般 模型 的 预报 误差 辨识 算法 : 
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了 (Kk) = zk) -zk), 
lac OE 1 + oR PE) 2 (Ck), 

Rk) = RFE- 1) + pth) gritk) p(k) — RE 1)), 
其 中 pl) 为 收 敲 因子 . 


1 旧 


这 种 算法 相当 一 般 化 . 当 迟 延 算 子 多 项 式 A(Z71), B{ZD), C42Z-1), DL(Z-1) 和 


F(z!) 中 某 风 个 多 项 武 为 1 时, 上述 算法 可 直接 演化 成 多 种 常用 算法 . 比如 , 当 
cfz-0 = _F(Z-0) = 1 时 就 演化 成 极 大 似 然 递 推算 法 . 


7.3.4 线性 新 息 模 型 的 RPEM 

考 虚 如 下 线性 状态 空间 模型; 
人 + 1) = ACO)XCE) + BOO LCE) 二 了 
zh) = er) + valk), 


其 中 uC 上) ,zt 分 别 为 模型 输 人 和 输出 变量 ;x() 为 模型 状态 变量 ;6 为 模型 参 
数 ;vL(&) ,vat 上 8) 为 不 相关 的 办 均值 白 曲 声 . 


根据 卡尔 曼 (R.E.Kalman) 滤波 器 原理 ,模型 输出 预报 值 z( 上 ) 可 写成 


[a 
r + 1 = ABR DXA + BOOCE - Du kk) + 


K{CE) CR) — eT BCE - rk)), 
3K) = eB — DTC), 


其 中 KC(E) 为 卡尔 曼 增 益 ;预报 误差 # (£) = z() - z(); 预 报 值 关于 参数 8 的 
一 阶梯 度 g(&) 的 第 ; 


个 元 素 为 
nk) = 2(80 = De hk) + c(G(E- D) 下 的) 
其 中 
2 = SE - 1) + 4k - D) (= 


3B(OC: - 1)) C8) 
ET 


El (ED)- KOE- p(k-t) 
那么 状态 空间 模型 的 预报 误差 辨识 算法 可 写成 


f (天 ) = zk) (RY, 


GC) = BE 1) + plRI RE gE) 2 (Ck), 
R(E) = ROE - 1) + ph gh) pk) - RE 1)), 
其 中 pt 上 为 收 仇 因子 . 
第 3 章 至 第 6 章 讨论 了 三 类 辨识 算法 ,它们 是 最 小 二 乘 类 方法 .梯度 校正 法 和 
极 大 似 热 法 . 其 中 最 小 二 索 法 是 最 常用 的 办 识 方法 ,其 收敛 速度 快 , 鲁 棒 性 强 . 可 
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能 的 话 ,应 当 尽 量 使 用 最 小 二 乘 类 算法 . 第 了 章 还 讨论 了 顷 报 误差 法 的 辨识 框架 . 
这 种 方法 的 原理 非常 一 般 ,可 用 于 更 广泛 的 辨识 问题 . 


8 ”模型 结构 辨识 


各 种 模型 参数 闪 识 方法 一 般 需 要 假定 模型 的 结构 已 知 ,但 实际 上 在 多 数 情 况 
下 这 是 不 现实 的 . 当 没 有 模型 结构 的 先 验 知识 时 ,需要 利用 系统 的 输 人 、 输 出 数据 
来 确定 模型 的 结构 . 这 就 是 所 谓 的 模型 结构 辨识 向 题 . 对 单 输 人 单 输出 4SISD) 系 
统 来 说 ,模型 结构 辨识 也 就 是 模型 阶 次 辨识 .下面 介绍 各 种 模型 结构 辨识 方法 . 


8.1 残 差 方差 检验 法 


考虑 如 下 模型 
ACZT IT) zk) = BD)u( Kk) + vl k). {8-1) 
其 中 wt) 和 z{#) 分 别 为 模型 输入 和 输出 变量 ;sv(#) 是 均值 为 零 , 方 差 为 2 不 相 
关 随 机 陈 声 ;4{(Z-) 和 B8(2Z"') 为 迟延 算 子 专项 式 , 记 为 
人 = 1+ a + Lt 
吾 (Z-I = 而 Zr + 让 
其 中 m 为 模型 阶 次 . 
模型 (8-1) 式 的 最 小 二 乘 格式 可 写成 
zt) = RACE)O, + vk), {8-2) 
其 中 数据 向 量 种 参数 向 量 分 别 定 立 为 
他 2 = (Cs Ro ,uk 1), RR nT, 
= {a bs 02, bem bn) 
对 (83-2) 式 运用 最 小 一 飞 原 理 , 可 获得 模型 参数 6 的 最 小 一 罪 估计 为 


0, = (HIH) -HY,, 


数据 皂 阵 和 和 编 出 向 量 分 别 定 沁 六 
hI(1) zf1) 
HH - 名人) xz -= 攻 | , 
hr) ztL) 
其 中 工 为 数据 长 度 . 


当 模 型 防 次 为 n 时 ,输出 残 差 向 量 可 写成 


es pt 
=- He, = 明寺 了 各 


其 中 
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人 = Hod, — HO,, 
p= (Col), v2) ,ee, vo L) YT, 


及 残 差 的 方差 Vin) 具有 如 下 性 质 : 
P lm Wn) = Phim (Lele) = P lim( TRIE o) + P lim( rb), 
它 具 有 如 图 8-1 所 示 的 变化 特性 .这 样 ,通过 观察 残 差 方差 Km) 的 变化 情况 ,可 确 
定 模型 的 阶 次 ,具体 步骤 如 下 : 
(1) 阶 次 n 逐一 -增加 , 当 n 增加 至 4 时 ,车 VY(n) 呈现 加 著 下 降 趋 势 , 则 确认 模 


型 阶 次 为 1. 
(2) 引进 统计 量 
Va) — Vins) -2n 
Vinm) 20na 一 ny Fi2(n - ni),L - 2n), 
1 服从 下 分 布 ,自由 杖 为 2( Ht 一 nm) 和 也 一 了 na。 
(3) 设 零 假设 为 


上 一 


有 :ma > 此 | 之 hp 
取 风 险 水 平 ec = 5 癌 , 则 对 应 的 病 植 和 = RE(2(nz -#0) .4 -2m). 
(4) 按 下 式 判 断 模 型 阶 次 : 
当世 mn 上 时， 拒绝 而 :ne mi 
当 区 mn 近 雪 时 ， 接受 而 :吉之 四， 
这 时 模型 阶 次 的 估计 值 应 为 五 = 心 . 
(5) 如果 横 型 (8- 1) 式 噪声 是 有 色 陈 声 , 引 人 哄 声 模 虑 措 述 后 , 定 阶 的 方法 与 
上 述 类 似 ， 


8.2 AIC 定 阶 法 


8.2.1 A 准则 


考 虚 如 下 线性 模型 ; 
zk) = 直人 二) 局 于 ha RB + 7 + hn kD + ef), 
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其 中 zt 庆 ) 为 模型 输出 ;CE ,i = 1,2,… ,NN, 为 入 个 独立 的 模型 输入 变量 ;# ,i = 
1,3 ,并 ,为 个 独立 的 模型 参数 ;el 上 ) 为 模型 噪声 . 为 了 确定 这 类 模型 的 独立 
参数 个 数 ( 相 当 于 模型 阶 次 ) , 赤 池 (Akaikey 引进 如 下 准则 ; 
AIC(N) = — 2inL(O) + 2N， 
其 中 NW 是 模型 的 参数 个 数 
| 三 dim8 ， 
8 = {01,0 ,Br), 


L() 是 全 条 件 下 的 似 然 函 数 , 这 个 准则 通常 称 为 AIC(C Akaike information eriterion) 
准则 . 当 AIC{ A 达到 最 小 时 ,对 应 的 RW 可 次 模型 相对 舍 理 的 阶 光 估计 值 ， 


8.2.2 定性 解释 

当 模型 阶 次 N 低 于 真实 阶 次 所 时 ,AIC 准则 中 的 伺 然 函数 5( 合 将 随 着 六 的 
增加 而 增 天 ,这 时 AIC 淮 则 的 AICCN) 呈现 下 降 趋 势 . 当 模 型 防 次 NW 超过 真实 阶 次 
No 时 , 似 然 函数 LLB) 增长 的 趋势 将 大 大 放 慢 ,这 是 因为 借 型 已 经 接近 真实 系统 ， 


似 热 函数 L($) 不 再 会 有 大 的 变化 . 这 时 NW 的 增加 速度 会 超过 似 然 函数 5( 人 9) 的 增 
长 速度 ,从 而 邱 AIC 准则 的 AICCAD 呈现 上 升 趋势 . 为 此 ,AIC 准则 一 定 存 在 极 小 
值 ,如 图 8-2 所 示 . 


图 8.2 
以 使 AIC 准则 达到 极 小 的 产 作 为 模型 酚 次 的 估计 值 ,或 者 说 以 此 确定 模型 的 
独立 参数 个 数 , 这 种 模型 防 次 辨识 方法 称 作 AIC 定 阶 法 ， 


8.2.3 AIC 定 阶 法 


1. 和 白 品 声 情 况 
考虑 如 下 模型 ; 
ACZ HI) zk) = 再 (Ze + vlk). {8-3) 
其 中 af 和 2 分 别 为 模型 输入 和 输出 变量 ;wv() 基 均 值 为 零 、 方 差 为 a$、 服 从 
正 态 分 布 的 不 相关 随机 噪声 ;A(Z"') 和 B(Z"1) 为 迟延 算 于 多 项 式 , 分 别 记 作 
人 = 1+ a i+ GZ 二 二 dL "a 


B27') = 有 Zr1 + bh2 7 + + bn Zs, 
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其 中 心 和 应 为 模型 阶 次 . 
依据 所 给 条 件 ,可 导出 模型 (8-3) 式 的 AIC 准则 为 


AIC(n, , n,) = Linot + 2(n + 7 贡 }， 
其 中 人 涡 为 曲 声 方差 估计 值 . 选择 使 AIC{ ,ns) 达到 最 小 的 n,m 作为 模型 的 阶 
次 


2. 有 色 吃 声 情况 
考虑 如 下 模型 : 
ACZ-D ak) = 下 1) (8-4) 
其 中 (上 训 和 zl8) 分 别 为 模型 输入 和 输出 变量 ;v(#*) 是 均值 为 零 、 方 差 为 避 、 服 从 
正 态 分 布 的 不 相关 随机 噪声 ;4({Z-9 , BCZ-1) 和 DD(Z-') 为 迟延 算 子 多 项 式 , 记 作 
4fZ-1 = 1 + GZ + w+ + an ia， 
再 (Z-1) = BZ 4 bt bo ZL ， 
DZ TD) = 1+ di2 + d2 t+ dL 


其 中 ,ns 和 ny 为 模型 阶 次 ， 
依据 所 给 条 件 ,可 导出 (8-4) 式 AEC 准则 为 


AICUa ,noi ng) = Enez + 2(n, + ng + ma), 


其 中 伙 为 噪声 方差 千 计 秆 .选择 使 AIC(n, , ns, ns) 达到 最 小 的 n,ns 和 下 作为 模 
型 的 阶 次 . 


8.3 ”最终 预报 误差 法 


8.3.1 概念 


AIC 定 阶 法 需要 确定 似 然 函数 ,这 就 要 求 模 型 风 声 的 概率 分 布 必须 为 已 知 . 如 
果 模 型 曲 声 的 概率 分 布匹 法 知道 , 则 需要 用 最 终 预报 误差 准则 来 估计 模型 的 阶 
次 . 应 该 说 ,“ 最 好 " 的 模型 能 给 出 “最 好 ”的 输出 预报 值 ,也 就 说 最 终 巴 报 误差 准 
则 达到 最 小 的 模型 是 “最 好 ” 的 模型 . 根据 这 一 道理 , 当 模 型 阶 次 逐一 增加 ,最 终 现 
报 误差 准则 达到 最 小 时 ,对 应 的 阶 次 可 当做 模型 阶 次 估计 值 . 这 种 模型 阶 次 辨识 
方法 称 作 FPE 定 阶 法 . 


8.3.2 FPE 定 阶 法 


1, 白 曲 声 情况 
考虑 如 下 模型 
ACTI) zk) = 五 (ZK) + p(k). (838-5) 
其 中 utf) 和 z( 如 分 别 为 模型 输入 和 输出 变量 ;vw(#) 是 均值 为 零 .方差 为 a2 的 不 
相关 随机 隐 声 ;A(Z-1) 和 8(2Z-1) 为 迟延 算 子 包 项 式 , 记 作 
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1 + a2 + GZ 二 … + an Za， 


信人 
BZ AZ 


B21) 


其 中 5 和 为 模型 阶 次 . 

依据 所 给 条 件 ,可 导出 模型 {8-5) 式 移 FPE 准则 为 
二 下 CA, + Rg ) 
L- (nt mm) 


其 中 0 为 嗓 声 方差 估计 值 , 选择 使 FPE( me,m) 达到 最 小 的 n,m 作为 模型 的 阶 
次 


FPE( Nar ns ) 二 


2. 有 色 品 声 情 况 
考虑 如 下 模型 
ACZ zk) = 县 (ZE 人) + DUCE )} vk). (8-6) 
其 中 wut) 和 zi) 分别 为 模型 输入 和 输出 变量 ;of 是 均值 为 零 、 方 差 为 只 的 不 
相关 随机 噪声 ; 4(2-) ,BCZ ) 和 DCZ-') 为 迟延 算 子 包 项 式 , 记 必 
[a =1+ a + ot an 


Biz-') 三 hi! + ba 二 "十 Be, 
D{Z-) 


其 中 fy Tp 和 Ry 为 模型 阶 次 . 
依据 所 纵 条 件 , 可 导出 模型 (8-6) 式 的 FPE 准则 为 
FPE(no, nes ne) = Lte~2B + 7- 20+ A 


l-a+23-7Y+28- A 
其 中 新 为 噪 疡 方差 信 计 值 ; 且 
«= > > 50 FR - i),， p= > 25 58 Ralj -i), 
;y= D2 He 5 Ri i), 3 = > GLO - 9 
->> 9 9drd; Op - 让， 
其 中 3(E) 为 噪声 vk) 估计 值 ;1(8) 为 辨识 参数 的 准则 函数 , 定义 (8) = 


En); ;上 为 数据 长 度 ; R。,(j - i) 为 对 应 的 相关 函数 . 选择 使 FPE( n,n， 
ns) 达到 最 小 的 ns :ng 和 ny 当做 模型 阶 次 估计 值 . 


1+ d+ di2 ?+ + dD Ys, 


9 系统 辨识 的 试验 设计 


辨识 就 是 根据 含有 噪声 的 输入, 输出 数据 ,从 一 类 模型 中 确定 与 系统 特性 等 从 
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的 模型 的 过 程 . 在 实际 应 用 中 ,除了 合理 选择 模型 类 和 辨识 方法 外 ,还 有 许多 准备 
工作 需要 做 ， 比 如 ,掌握 辨识 对 象 的 先 验 知 识 ,明确 辨识 的 目的 ,确定 办 识 实验 方 
案 和 辨识 模型 的 验证 等 . 


9.1 可 辨识 性 


9.1.1 可 辨识 性 概念 


如 果 根 据 系统 的 输 人 输出 或 状态 变量 的 调 量 可 以 唯 -- 地 确定 状态 空间 模型 的 
系数 矩阵 或 差分 方程 的 壕 延 多 项 式 参 数 , 则 系统 是 可 辨识 的 . 

不 可 控 或 不 可 观 的 系统 是 不 可 辨识 的 . 因为 这 时 可 控 性 矩阵 或 可 观 性 矩阵 不 
满 秩 ,使 系统 的 外 部 描述 仅 依存 于 那些 可 控 下 观 的 状态 ,所 以 待 辨识 的 系数 息 阵 中 
那些 属于 不 可 控 或 不 可 观 状态 的 未 知 参数 是 无 法 利用 系统 的 外 部 可 测 信 号 确定 
的 . 


9.1.2 可 辨识 性 条 件 


开 环 系统 的 可 辨识 性 除了 要 求 系统 模型 是 完全 可 控 和 刘 观 的 以 外 ,辨识 所 用 
的 输入 信号 必须 能 “持续 激励 ”系统 的 所 有 模 态 . 

闭环 系统 的 可 辨识 性 可 归纳 如 下 : 

(1) 如 果 反 馈 通 道 不 存在 扰动 信号 ,但 反馈 通道 的 模型 阶 次 不 低 于 前 向 通道 
的 模型 阶 次 , 则 系统 是 可 辨识 的 . 反馈 通道 或 前 向 通道 含有 症 迟延 将 有 利于 闭环 
可 辨识 性 条 性 前 满足 . 


(2) 如 果 反 局 通道 拥有 ! > 1+ 二 (7 为 输入 个 数 ,m 为 输出 个 数 ) 种 不 同 参数 


的 模型 结构 , 且 它 们 相互 切换 工作 , 则 闭环 系统 是 可 辨识 的 . 
(3) 如 果 反 局 通 道 存在 摄 动 信号 , 划 系 统 是 可 辨识 的 . 
(4) 如 果 反 馈 通 道 模型 是 非 线 性 或 时 变 的 , 则 系统 是 可 辨识 的 . 


9.2 实验 设计 


辨识 实验 设计 包括 选择 测量 嫩 些 信号 ,什么 时 候 测量 它们 ,以 及 控制 哪些 信号 
和 怎么 控制 它 科 ,使 甩 生 成 的 数据 是 充分 提供 信息 的 . 

当面 临 着 要 辨识 的 实际 系统 时 ,首先 过 到 的 问题 是 选择 哪些 信号 作为 输出 ? 嘱 
些 信 号 作为 输入 ?在 实验 期 间 用 什么 信号 去 激励 系统 ?其 次 是 选择 数据 采样 间隔 和 
输入 激励 信号 . 关于 输入 信和 号 的 选择 有 两 个 问题 需要 考虑 : 

{1) 输入 信和 号 的 二 阶 统计 和 矩 性 质 ， 

{2) 输入 信号 的 形状 ,常用 的 输入 信号 有 正弦 信 号 的 全 加 白化 后 的 曲 声 或 仿 
随机 信号 等 ， 
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9.2.1 输入 以 号 的 选择 


在 辨识 实验 期 间 ,给 人 信号 必须 能 充分 激励 系统 的 所 有 模 态 . 从 谱 分 析 和 角度 
看 ,这 意味 着 输入 信和 号 的 频谱 必须 足以 覆盖 系统 的 频谱 .这 就 是 所 谓 的 持续 激励 
问题 . 童 进 一 步 的 要 求 是 选择 一 种 输入 信和 号 使 给 定 问题 的 辨识 模型 精度 最 高 . 这 
种 具有 “优良 性 ”的 输入 六 号 称 为 最 扰 输 入 信号 , 它 使 费 希 尔 信 息 算 阵 的 道 的 某 种 
标量 函数 达到 最 小 . 这 个 标量 函数 是 用 来 评价 模型 精度 的 度量 函数 , 记 作 

1 = $M), 
其 中 彤 为 费 希 尔 信息 矩阵 ， 
al #8}1 TT aln 各 
elles 0 Tomeds 0} 


上 两 式 中 ,xz 表示 系统 输出 数据 |z(#), 上 = 1,2,…, 上 | 的 集合 ;p(z169) 表示 在 模型 
参数 8 条 件 下 z 的 条 件 概率 密度 ;# 为 某 种 标量 函数 ,典型 的 有 

(1) 起 扰 化 准则 了 = tr[ 和!]， 

(2) D 优化 准则 J 了 = detM-1. 

如果 系统 的 输出 数据 是 独立 同 分 布 的 高 斯 {G.F.Gauss) 随机 序列 ,那么 使 DD 优 
化 准则 达到 最 小 的 输入 信号 是 具有 脉冲 式 自 相关 函数 的 信号 , 白 噪 声 或 好 序列 信 
号 可 以 请 昨 这 一 本 求 . 

就 工程 意义 上 说 ,输入 信和 号 的 选 掺 还 更 考 虑 如 下 一 些 要 求 : 

(1) 输 人 信和 号 的 功率 或 幅度 不 宜 过 大 ,以 免 系统 工 况 进 人 非 线性 区 ; 

{2) 输入 信号 对 系统 的 “ 净 扰 动 ”要 小 ; 

(3) 工程 上 容易 实现 . 


9.2.2 采样 间隔 的 选择 


采样 间 隐 的 选 挥 至 少 需要 考 典 如 下 两 个 因素 : 

{1) 满足 采样 定理 , 即 采 样 速 度 不 能 长 于 数据 信和 号 截止 频率 的 2 售 ; 

《2) 与 模型 应 用 的 采样 间隔 时 间 羡 可 能 保持 一 致 . 

如 果 系 统 的 主 时 间 常 数 记 作 r, 则 采样 间隔 的 最 优选 择 应 该 位 于 = 的 附近 . 特 
别 应 该 指出 的 是 ,使 用 太 大 的 采样 间隔 比 使 用 太 小 的 采样 间隔 的 辨识 效果 要 坏 得 
多 . 例如 采用 10r 的 采样 间隔 ,所 产生 竟 参 数 估 计 演 偏差 的 方差 将 是 采样 间隔 等 于 
zc 的 1 地 倍 , 而 采用 0.1+ 的 采样 间 思 所 产生 的 参数 居 计 值 偏 差 的 方差 不 会 太 于 采样 
间隔 等 于 + 的 10 售 ， 


9.2.3 数据 的 预 处 理 


辨识 实验 收集 到 的 观测 数据 可 能 含有 高 频 扰动 ,也 可 能 含有 偶然 的 爆发 .异常 
值 .漂移 和 调 零 偏差 或 周期 性 低频 挑动 . 高 频 扰 动 通 常 基 因为 采样 间隔 和 预 处 理 
滤波 器 选择 得 不 够 理想 引起 的 . 料 发 和 腊 常 值 可 以 通过 选择 好 的 准则 三 数 ,或 用 
故 乔 检测 算法 去 掉 二 数据 来 克服 . 漂移 , 调 零 侦 差 或 周期 性 低频 扰动 除了 可 采用 
零 均 值 化 和 差分 数据 法 消除 外 ,还 可 以 采用 调整 虞 声 模型 结构 的 方法 来 消除 . 
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9.3 ”模型 结构 的 选择 


的 选 反对 成 功 的 北江 二 分 重要 - 选择 一 种 正确 的 模型 结构 至 少 包 括 
如 下 三 项 : 

(1) 选择 模型 类 型 ,如 选择 线性 模型 或 非 线 性 模型 ; 

{2) 选择 模型 阶 次 ,包括 准备 将 哪些 变量 包含 在 模型 的 描述 中 ; 

(3) 模型 集 的 参数 化 ,如 果 (98) 为 辨识 的 准则 函数 , 则 要 求 8) 关于 参数 8 
是 可 微 的 . 

一 种 合理 的 模型 选择 需要 同时 兼顾 模型 的 灵活 性 和 殿 音 性 . 灵活 性 表现 为 模 
型 各 要 包含 更 多 的 参数 或 把 参数 放 在 "关键 位 置 ” 上 ,使 之 其 有 描述 不 同 模 型 的 能 
力 , 且 使 模型 的 偏差 更 小 . 殿 音 性 表现 为 模型 不 要 包含 不 必要 的 参数 ,否则 模型 偏 
差 的 方差 会 随 着 参数 个 数 的 增加 而 增 大 . 模型 结构 的 选择 还 会 影响 辨识 算法 的 复 
湛 性 ,这 是 因为 计算 预报 值 和 预报 值 关 于 参数 8 的 梯度 时 ,所 用 的 计算 量 与 模型 结 
构 有 关 . 此 外 ,模型 的 预期 用 途 和 准则 函数 的 性 质 也 将 影响 模型 结构 的 选择 . 有 时 
同一 个 系统 ,可 能 需要 选择 多 个 模型 结构 ,用 以 描述 不 同 操作 点 或 不 同时 间 尺 度 下 
系统 状况 . 选择 模型 结构 的 一 个 基本 原则 是 ;， 先 远 简 单 的 ”. 如 线性 情形 下 ,选择 
ARX 模型 ; 非 线 性 情形 下 , 尽 可 能 变换 成 线性 表达 式 . 


9.4 ”准则 及 数 的 选择 


在 系统 辨识 中 ,通常 用 某 种 准则 画 数 来 衡量 模型 的 优 秒 ,比如 用 某 段 时 间 上 内 和 模 
型 输出 与 系统 输出 之 差 的 平方 和 ,或 样本 均 方 4 步 超 前 预报 误差 ,或 极 大 优 热 准则 
等 作为 准则 函数 . 准则 函数 的 选择 不 仅 影 响 辨识 的 精度 , 且 与 淮 识 算法 的 鲁 榨 性 
有 关 . 如 果 采 用 极 大 做 热 准则 作为 辨识 的 准 副 函 数 , 则 可 保证 参数 悦 计 值 偏差 的 
内 方差 阵 达 到 克拉 默 - 拉 奥 不 等 式 下 界 . 如 果 系 统 噪 声 服从 高 斯 正 态 分 布 , 则 以 模 
型 输出 与 系统 输出 之 差 的 平方 和 作为 准则 函数 ,在 无 二 数据 情况 下 可 获得 满意 的 
辨识 精度 . 要 求 辨识 算法 具有 便 梯 性 意味 着 算法 对 一 些 反 常数 据 , 或 称 坏 数 据 要 
有 较 强 的 适应 能 力 .合理 地 选择 准则 三 数 ,可 以 障 低 辨识 算法 对 坏 数据 的 灵敏 度 ， 
达到 提高 辨识 算法 鲁 棒 性 的 目的 . 


9,5 模型 检验 


模型 检验 就 是 评价 辨识 所 获得 的 模型 是 否 "足够 好 ”,- ' 般 包 插 以 下 几 个 方面 : 

(1 模型 的 输出 是 否 与 观测 数据 充分 一 致 : 

(2) 对 建 模 的 预期 目的 ,模型 是 否 足 够 好 ; 

(3) 模型 是 否 描 述 真 实 系 统 . 

要 回答 上 述 三 个 问题 ,必须 在 模型 中 使 用 与 实际 一 样 凶 的 信息 ,包括 验 前 知 
识 .实验 数据 .使 用 者 的 经 验 等 ,因此 ,要 准确 回答 上 述 问 题 不 是 容易 的 事 . 一 种 简 
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单 综合 的 方法 是 ,检验 模型 残 差 的 统计 福 质 ,或 残 差 与 过 去 的 输入 数据 是 否 独 立 ， 


这 是 因为 在 计算 模型 预报 值 2z(k18) 时 ,假设 模型 驱动 噪声 是 独立 随机 桌 声 . 下面 
几 种 方法 可 用 于 检验 模型 残 差 的 独立 性 或 称 白色 性 ,以 及 残 差 与 过 去 葵 人 数据 是 
否 独 立 ， 
(1) 设 1efb 光 = 1,2,… ,上 上 | 代表 模型 残 差 序列 ,上 为 数据 长 度 , 令 e() 的 相 
关系 数 为 
此 
其 中 R(:) 代表 elE) 的 相关 函数 . 


Lt 
Ri) = Del kelk+1), 
当 工 充分 大 时 , 若 1e( 5 确实 是 白 噪声 序列 , 则 
1 = Lop ~ 和 2(m)， 


因此 ,可 用 + < x:(m) 来 检验 模型 残 差 le( 6 的 独立 性 和 白色 性 ,其 中 a 为 风险 
水 平 . 若 工 比较 天 ,出 严 取 妨 ~- 3 了 0 即 可 满足 工程 上 的 要 求 . 
(2) 若 满 足下 列 条 件 : 


Eletk)l 一 心 ， 
lol {1 = 1,2,..…,20), 


或 LY pi) Sm+l6vim (m= 2 .~ 30), 
1=] 


则 eC 大 = 12 为 自曝 声 序 列 . 
(3) 若 模 型 三 盖 e( 上 &) 和 输 人 信号 ut£) 的 互相 关上 郴 数 满足 


上 
[RD| < Psi 


其 中 ,RGs) = Efeth)elk+ sl, RCs) = Elulk)utk + s)}, 
凡 表示 正 态 分 布 内 (0,1) 当 风 险 水 平 为 a 时 的 阔 值 ,二 为 数据 长 度 , 则 模型 残 差 
eal} 和 输 人 信号 wut) 相互 独立 ， 

最 后 要 强调 ,模型 检验 的 客观 标准 应 该 是 模型 的 实际 应 用 效果 . 
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引 言 


自 加 世纪 为 年 代 开 始 ,大 系统 理论 逐渐 形成 为 一 个 专门 的 学 科 , 它 综 公 了 现 
代 控制 埋 论 ,控制 论 , 图 论 \ 运 筹 学 和 决策 论 等 方面 的 成 果 , 是 系统 工程 理论 基础 之 
一 .大 系统 一 般 是 指 规模 庞大 (模型 的 维 数 很 高 )、 结 构 复 杂 ( 儿 层次 、 互 关联 )、 目 标 
众 儿 (目标 间 有 冲突 ) 、 时 标 各 异 ( 同 一 系统 内 有 多 个 时 标 ) ,地理 位 置 分 散 , 并 常常 
具有 随机 性 和 不 确定 性 的 复杂 系统 . 它 不 仅 把 复杂 的 工业 系统 作为 研究 对 象 ,而 且 
已 扩展 应 用 到 社会 .政治 .经济 和 生态 环境 等 系统 中 . 

大 系统 理论 涉及 大 系统 模型 简化 、 大 系统 结构 、 大 系统 稳定 性 以 及 大 系统 的 递 
阶 和 和 分散 控制 等 理论 . 国内 外 已 把 大 系统 理论 成 功 地 应 用 于 电力 系统 、 城 市 交通 
网 ,数字 通信 和 网络 ,计算 机 集成 制造 系统 (CIMS) .生态 系统 ,水 资源 系统 和 社会 经 济 
系统 等 各 方面 ， 

本 篇 将 结合 工程 应 用 背景 ,从 大 系统 结构 入 和 手 , 简 要 地 介绍 大 系统 理论 的 主要 
概念 和 算法 。 


1 大 系统 结构 


大 系统 结构 取决 于 组 或 大 系统 的 子 系统 集合 和 名 于 系统 之 间 的 关联 .大 系统 
的 结构 决定 了 大 系统 的 功能 .不 同 的 结构 就 产生 不 己 的 总 体 功能 .由 于 大 系统 的 受 
控 对 象 分 散 , 变 量 数目 多 ,关联 复杂 ,不 宜 采 用 集中 式 结 构 . 在 各 种 工程 和 非 工 程 的 
大 系统 中 ,在 在 着 两 种 基本 结构 ; 递 阶 结构 (层次 结构 ) 和 分 散 结构 ， 

0) 递 阶 结构 ”在 递 阶 结构 中 ,整个 大 系统 分 成 独立 平行 处 理 的 许多 了 于 系统 ， 
且 用 一 个 协调 器 来 苏 调 各 子 系 统 之 间 的 关联 ,通过 上 级 {协调 器 ) 和 下 级 间 反 自 的 
信息 交 撞 实 现 协 调 过 程 . 康 则 .上 协调 器 可 以 拥有 局 部 控制 器 所 有 的 全 部 信息 .所 以 
递 阶 结构 具 有 "经典 信息 模式 ”. 

(2) 分 散 结构 ”在 分 散 结 构 中 ,各 子 系 统 独 立 工作 ,整个 系统 不 存在 协调 侨 , 各 
子 系统 只 拥有 局 部 信息 , 它 只 能 通过 各 子 系统 之 间 的 信息 交换 来 调整 总 性 目标 , 故 
分 散 结 构 具 有 “ 非 经 典 情 息 模式 ” 

按 研 究 问题 的 目的 ,系统 的 分 解 和 分 级 有 不 同 的 方式 .从 控制 的 角度 出 发 , 递 
院 结 构 又 可 分 为 多重 递 阶 结构 ,名 层 递 阶 结构 和 多 级 递 阶 结构 等 . 


1.1 多 重 递 阶 结构 


多 重 递 阶 结构 如 图 1-1 所 示 . 
所 谓 备 重 递 阶 结构 荐 指 用 一 组 模型 ,从 不 同 的 抽象 程度 来 对 系统 进行 描述 的 
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第 三 重 


图 1-1 

结构 ,这 就 形成 了 不 同 的 层次 ,每 一 重 都 有 相应 的 描述 系统 行为 的 变量 .需要 服从 
的 规律 ,等 等 .例如 对 于 一 个 复杂 的 自动 化 工业 过 程 , 可 以 按 以 下 三 重 来 研究 ( 见 图 
1-1): 

第 一 重 ,把 系统 看 成 是 按照 一 定 的 物理 规律 变化 的 物理 对 象 . 

第 二 重 , 从 信息 处 理 和 控制 的 角度 出 发 ,把 过 程 春 成 是 一 个 受 控 的 系统 . 

第 三 重 ,从 经 济 学 的 角度 出 发 ,把 系统 看 成 一 个 经 济 实体 , 它 涉 及 到 评价 系统 
的 效益 和 利润 . 


1.2 ”多 层 递 阶 结构 


多 层 遵 阶 结 构 是 按 奈 统 决 策 的 复 匠 性 来 分 级 的 .例如 ,对 于 具有 不 确定 因素 的 
复杂 系统 ,控制 功能 可 以 按 四 个 层次 来 实现 ,如 图 1-2 所 示 . 


图 
{1) 直接 控制 层 或 调节 层 。 它 的 
变量 维持 在 预先 给 定 的 设 定 值 上 . 


1-2 
务 是 面 对 扰动 的 影响 ,力图 把 过 程 的 有 关 


HH 
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(2) 优化 层 或 监控 层 。 它 的 任务 是 按照 一 定 的 最 优 性 指标 来 规定 直接 控制 层 
各 控制 器 的 设 定 值 .解决 这 个 问题 通常 都 要 用 到 对 象 的 模型 ,而 其 中 的 某 些 参数 是 
不 确定 的 ,需要 上 一 级 来 设 定 . 

(3) 学 习 层 或 自 适 应 层 ” 它 的 任务 是 根据 对 实际 系统 的 观测 来 辨识 优化 层 中 
所 使 用 的 模型 的 参数 ,使 得 模型 尽量 和 变化 的 实际 过 程 保持 一 致 . 

(4) 自 组 织 层 。” 它 的 任务 是 按照 系统 控制 的 总 目标 来 选择 下 层 所 采用 的 模型 
结构 控制 策略 ,等 等 .如 果 总 目标 有 了 变化 ,那么 , 它 可 以 目 动 改变 乱 北 层 中 所 用 
的 性 能 指标 ,或 者 当 参 数 辨 识 不 能 令 人 满意 时 它 可 以 下 改 适应 层 的 学 习 策 栈 . 


1.3 ”多 级 递 阶 结构 


多 级 递 阶 结构 系统 由 若干 个 明显 可 分 的 相互 关联 的 子 系统 组 成 . 所 有 的 决策 
单元 按 一 定 的 支配 关系 递 阶 排列 . 同一 级 的 各 个 单元 要 受到 上 一 级 的 干 甫 ,同时 又 
对 下 一 级 的 决策 单元 施加 影响 .虽然 各 自 都 有 一 定 的 自由 度 , 但 一 般 间 级 的 决策 单 
元 醋 能 会 有 互相 冲突 的 决策 目标 ,这 就 需要 上 级 的 协调 . 

按 系 统 的 复杂 程度 和 控制 目标 ,这 类 结构 可 以 分 为 单 级 单 目 标 、. 单 级 多 目标 和 
过 级 密 目 标 等 三 种 类 型 .多 级 名目 标的 递 阶 结构 如 图 1-3 所 示 . 


图 1-3 


这 类 系统 的 决策 单元 处 和 在 不 同 的 级 别 , 按 递 阶 排列 , 呈 金 字 塔 结构 ,只 有 上 下 
级 间 才 有 信息 交换 , 同 级 之 间 不 交换 和 信息. 目标 可 能 有 冲突 , 它 通 过 上 一 级 的 协调 
来 解决 .协调 的 最 后 结果 应 该 就 是 或 者 近似 于 按 全 局 优化 的 结果 ， 

以 上 所 述 的 三 种 大 系统 的 莽 本 弟 阶 形式 ,是 从 不 同和 前 度 考 虚 而 形成 的 . 多 重 措 
述 主要 是 从 建 模 来 考 虚 的 ;多 层 措 述 是 把 一 个 复杂 的 决策 问题 进行 纵向 分 解 , 按 任 
务 的 复杂 性 分 成 若 于 子 决 策 层 ;而 多 级 搬 述 则 是 考虑 各 子 系 统 的 关联 ,把 决策 问题 
进行 横向 分 解 .它们 的 共同 特点 归纳 如 下 : 

第 一 , 越 蚌 处 于 高 层 的 单元 ,对 系统 行为 影响 的 范围 也 就 越 广 . 

第 二 ,高 级 单元 的 决策 局 期 ,要 比 恬 级 单元 的 决策 周期 长 ,这 主要 是 因为 要 处 
理 涉及 到 系统 行为 中 变化 较 慢 的 因素 . 
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第 三 , 越 是 姓 于 高 级 的 问题 ,其 问题 的 描述 就 会 过 到 更 多 的 不 形 定 性 ,因而 更 
难于 定量 地 了 予以 公式 化 . 

应 该 指出 ,三 种 形式 的 递 阶 结构 不 是 互相 排斥 的 ,有 时 它们 可 同时 存在 于 一 个 
系统 之 中 . 


2 大 系统 的 模型 简化 


由 于 大 系统 包含 的 元 件 多 ,元 件 之 间 关 联 复杂 ,输入 和 输出 的 数目 也 很 名 , 建 
立 大 系统 精确 数学 模型 不 仅 困难 ,而 且 存 在 计算 上 的 复杂 性 ,因此 ,需要 对 大 系统 
的 数学 模型 进行 简化 .通常 采用 的 简化 方法 有 集结 法 和 奇异 摄 动 法 . 


2.1 集结 法 简化 大 系统 模型 


所 谓 集结 法 ,就 是 把 原 系 统 中 众 名 的 状态 变量 按 线 性 组 合 ,合并 成 数量 较 少 的 
新 状态 变量 的 方法 .集结 后 的 简化 模型 保持 了 原 模型 的 主导 特征 秆 ,使 简化 后 模型 
的 动态 特性 与 康 模型 的 动态 特性 无 很 大 的 差异 .如 原 模型 的 阶 次 为 ,集结 后 简化 模 
型 的 阶 次 为 m,n > m, m 的 选择 是 集结 法 简化 模型 的 关键 ,实质 上 也 是 一 个 系统 阶 
次 的 辨识 问题 ,1968 年 阿 奥 基 (M. Aoki) 首先 把 集结 法 用 于 简化 大 规模 动态 系统 . 

对 于 大 规模 线性 时 十 变 系统 ,集结 过 程 可 表示 如 下 : 


考虑 线性 能 控 系 统 
Tt) = Axr(t} + Bult), 
XO0) = xo, (2-1) 
FE) = Dxtt), (2-2) 


其 中 x¥(2) ,w(t) 和 yf 分别 鸭 nx 1,mx1 和 rx 1 的 状态 ,控制 和 输出 向 量 ;A4， 
8 和 是 nx n,n x mm 和 rx 的 拭 阵 ,要 求 上 述 系统 的 时 间 特 性 用 下 式 进行 描述 ; 

zt) = Cx(t), 7z(0) = 20 = Cro， (2-3) 
其 中 CC 是 !x at < mn) 常 数 和 集结 矩阵 jz 是 fx 1 向 量 , 称 为 x 的 集结 . 另 一 方面 ,人 根 
定 * 存 在 ,并 从 zw = Cro 开始 ,希望 保持 (2-3) 式 的 关系 , 不 失 一 般 性 ,假定 秩 
rank(C) = 这样, 集结 系统 可 表示 为 


tC) = Felt) + Gutt), 
z(t0) = wm, (2-4a) 
?= 栈 ( 昌 . (2-4b) 
其 中 (F,G) 对 满足 以 下 所 谓 动态 精确 性 (理想 集结 ) 条 件 : 
FO = CA, (2-5) 
G = CB, (2-6a) 
KC = DD, (2-6b) 


向 莉 了 是 一 个 r x 1 的 近似 输出 ,注意 到 ,如 果 ! < ma, 并 假定 系统 (2-2) 式 是 不 可 简 
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约 的 , 则 (2-5) 式 ~ (2- 人 0 式 是 不 能 同时 满足 鸭 . 因 此 ,条 件 (2-6b) 是 近 概 的 ， 
如 果 定 义 误差 景 为 
ett) = {ft} CC 
则 它 的 动态 特性 由 
e= Fett} TFT 
给 定 .如果 杀 件 (2-5) 式 ~ (2-6) 式 请 足 , 则 8 C1) = Fett1). 因 此 ,如 果 e(0) = 0， 
则 对 于 所 有 上 > 0,eft) = 0. 若 ef0) zz 0, 但 FF 是 稳定 咎 阵 ,到 
jim er ty 一 全， 
即 动 态 精 斑 性 条 件 (2-.5) 式 ~ (2-6) 式 是 渐 近 满足 的 . 
确定 集结 矩阵 (F,G) ,可 用 如 下 二 种 方法 ， 
(1) 刘 罗 斯 法 
彭 罗 斯 (Penrose) 方法 是 根据 豆 罗 斯 可 解 性 条 件 来 求 集结 算 阵 (FR,G) 的 , 即 
F = Cd4CTCCT] (2-7) 
一 旦 知道 , 受 集结 的 矩阵 下 就 可 从 (2-7) 式 得 到 ,但 它 必须 满足 (2- 引 ) 式 ~ (2-6) 
式 的 条 件 . 此 时 下 的 特征 值 构成 了 4 的 特征 值 的 子 集 ,这 个 方法 的 缺点 就 是 要 求 有 


站 的 所 有 特征 值 的 知识 ， 
(2) 阿 奥 基 方 法 
这 种 方法 是 由 阿 奥 基 提出 的 ， 
考虑 能 控 和 矩阵 
mi [B,AB,:, A"!B] (2-8) 
和 修正 后 (2-4) 式 的 能 控 算 阵 
We [6G, FG 1G]. (2-9) 
由 (2-5) 式 和 {2-6b) 式 可 知 , 上 述 二 惩 阵 三 和 到 满足 
Wr = 《CRWN. (2-10) 
利用 广 灾 ( 盆 ) 道 ,矩阵 忆 可 以 由 下 式 著 得 
C= WW = WW WB). 《2-11) 


因为 由 初始 能 控 性 的 假设 , 秩 rank( W》= n. 如果 指定 下 ,例如 下 = diag(41,42,…， 
A ,选择 如 使 (2-4) 式 完全 能 榨 , 即 秩 rank( WF) = 5 于是,C 可 从 (2-11) 式 求 得 . 


2.2 ” 摄 动 法 简化 大 系统 模型 


用 摄 动 法 简化 大 系统 模型 是 科 科 托 维 奇 (P.Y.Kokotovic) 在 1972 年 提出 的 .所 
谓 摄 动 法 是 指 在 系统 数学 模型 中 用 某 些 数量 级 较 低 的 小 参数 的 变动 来 模拟 真实 系 
统 和 近似 系统 响应 差别 的 方法 . 当 小 参数 摄 动 不 致 严重 地 改变 动态 特性 时 , 称 为 正 
则 摄 动 , 它 可 以 用 来 简化 “ 弱 确 全 ”的 大 系统 .用 小 参数 气动 方法 研究 系统 某 些 特 
萄 情况 下 的 特征 , 称 为 奇异 摄 动 . 对 * 紧 三 全 ”大 系统 就 用 奇异 摄 动 法 来 简化 . 它 把 
大 系统 动态 过 程 中 快 变 横 和 人 慢 变 模 分 开 , 先 略 去 快 变 模 , 使 系统 简化 ,然后 用 * 伸 长 
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的 时 标 ” 计算 边界 层 校 正 ,旅人 快 变 模 的 效应 ,以 改进 通 近 庶 . 
2.2.1 弱 者 全 模型 


在 许多 工业 控制 系统 中 , 可 忽略 某 些 动态 耦合 纵 减 轻 系统 分 析 、 设 计 的 计算 
量 .考虑 以 下 分 成 上 个 子 系统 的 大 系统 : 


Yi A ep eA BB eB 和 
x _ eA 2 ed [| | <sB2 Bl ** || 
i. cA eA A eBil eB "* BB- 
(2-12) 
其 中 :是 一 个 小 的 正 艳 合 参 数 ;xi 和 & 分 别 是 第 i 个子 系统 的 状态 和 控制 向 量 ;所 
有 有 妇 和 B 外 阵 假设 为 恒定 . 


对 于 (2-12) 式 系统 ,基于 正则 摄 动 建立 的 模型 称 为 绊 耦 合 模型 . (2-121 式 的 特 
原 情 况 是 当 上 = 2 时 , 科 科 托 维 奇 等 称 之 为 "e 耦合 ”系统 , 即 


[中 -= [2 [es [1 
显然 , 当 @ = 人 0 时 ， 上 述 系统 解 太 而 成 一 个 子 系 统 : 
全 < 由 全 + 吾 家 ， 


A 三 4 + B,n;. { 了- 14} 
这 就 是 二 个 近似 的 集结 模型 . 它 大 大 减轻 了 锥 次 n 和 上 :大 于 2 的 大 系统 的 设计 和 分 
析 的 计算 量 . 
2.2.2 强 灶 合 模 型 


强硬 合 系统 是 指 其 变 重 具有 差别 很 大 的 变化 速度 的 系统 .对 于 这 种 系统 ,基于 
“奇异 摄 动 ” 建 立 的 模型 称 为 强 看 合 粮 型 . 它 与 弱 焕 合 模 型 的 区 别 在 于 摄 动 放 在 状 
态 方 程 的 左边 , 即 小 参数 身上 状态 变量 的 学 数 . 


考虑 由 以 下 方程 描述 的 育 异 摄 动 系统 : 

人 AIxCt) + Apnztt) + Bin(r), 

#0) = Ko, (2-15) 
人 Ct) 三 CE) 十 A2z(t) + Butr). 
zi) = zo, (2-16) 
如 果 4; 是 非 奇异 的 , 则 当 & 0 时 ,(2-15) 式 和 (2-16) 式 变 成 

EC0) = (4 ApAT' ANIR+ (BI - A1A7! Ba)R, {2-17) 
全 = 一 二 了 太守 及 71 BB (2-18) 


方程 (2-17) 式 是 (2-15) 式 和 (2-16) 式 的 近似 集结 模型 ,实质 上 意味 着 原 系 统 的 n 
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个 特征 值 由 (4 - 4iz42 42 7 箔 阵 的 1 个 特征 值 来 近似 . 


3 大 系统 递 阶 控制 


递 阶 控制 的 概念 是 20 世纪 加 年 代 , 由 米 沙 罗维奇 (M.D. Mesarovyic) 等 人 提出 
来 的 .根据 受 控 对 象 的 性 质 , 存 在 稳 访 大 系统 递 阶 控制 和 动态 大 系统 递 阶 控制 两 种 
控制 ,前 者 适用 于 过 程 变化 较 慢 的 工业 系统 , 它 关 心 的 是 稳 态 工 况 的 优 劣 , 按 给 是 
的 指标 决定 最 优 的 稳 态 工作 点 ;后 者 关心 的 是 系统 的 动态 剖 质 , 按 纵 定 的 指标 决定 
最 优 的 状态 轨迹 ， 

递 阶 控 制 的 基本 思想 是 将 大 系统 分 解 成 苦于 相对 独立 的 于 系统 ,并 桔 成 控制 
系统 的 下 层 , 而 用 上 层 的 协调 器 来 处 理 各 了 于 系统 之 间 的 关联 作用 .不论 是 稳 态 的 还 
是 动态 的 大 系统 ,协调 所 采用 的 方法 主要 有 关联 预测 法 和 头 联 平衡 法 等 两 种 . 

(1) 关联 预测 法 。 关联 预测 法 是 协调 器 预 测 各 子 系统 的 关联 输入 和 输出 变 
量 , 下 层 各 决策 单元 按 预 测 的 关联 值 求解 各 自 的 决策 问题 ,然后 把 达到 的 性 能 指标 
送 给 协调 器 , 迪 调 器 再 修正 预 调 值 ,直到 总 悼 目标 达到 最 优 为 止 .由 于 在 协调 过 程 
中 模型 中 引入 了 约束 ,这 方法 也 称 模型 协调 法 ,这 个 方法 的 中 间 结 果 是 物理 上 可 实 
现 的 ,因此 也 叫 可 行 分 解法 . 

(2) 关联 平衡 法 ”关联 平衡 法 在 下 层 各 决策 单元 求解 自己 优化 问题 时 ,不 考 
虑 关联 的 束 ,协调 器 通过 干预 信息 来 收 正 各 决策 单元 的 优化 目标 ,以 保证 最 后 关联 
约束 得 到 满足 .这 时 目标 修正 项 的 值 也 趋 于 零 , 达 到 原 目 标的 最 忧 肯 .此 方法 也 称 
目标 协调 法 . 其 中 间 结 果 不 能 施加 于 实际 系统 中 , 故 也 叫 丰 可 行 分 解法 . 

下 面 分 别 介 绍 稳 态 大 系统 各 动态 大 系统 的 递 阶 优化 控制 . 


3.1 ” 稳 态 大 系统 的 递 阶 控制 


大 工业 生产 过 程 都 比较 自 杂 ,涉及 到 许 包 相互 关联 子 系 统 ,包含 很 多 个 控制 输 
人 变量 、 输 出 变量 和 内 部 的 关联 变量 ,这 些 变量 还 相互 受到 呈 些 约束 的 限制 .对 于 
这 种 系统 如 果 还 是 采用 单一 的 控制 器 并 按照 常规 的 数学 规划 来 决定 整个 系统 的 区 
态 最 优 工 作 点 ,就 会 遐 到 计算 工作 量 和 存储 上 的 困难 .20 世纪 70 年代 初 期 米 沙 罗 
维 奇 等 人 提出 的 多 级 和 递 阶 榨 制 的 概念 为 解决 这 样 一 种 复杂 大 系统 的 优化 提供 了 
新 途径 ， 


3.1.1 稳 态 大 系统 递 阶 控 制 问题 的 提 法 


一 个 受 控 复 杂 大 系统 可 以 看 成 是 若干 (NN) 个 和子 系 统 的 关联 组 合 , 如 图 3-1 所 示 。 
对 于 第 i 个 子 系统 , 它 的 稳 态 输 出 向 量 y; 和 控制 庙 址 ec;, 关 联 辆 入 向 量 wi 以 
及 外 界 指 动 向 量 z 之 间 的 关系 一 般 可 表示 成 : 
pi = fic, MM ,Zi) (= (3-1) 
其 中 7 所 Rise Ru EE Ri;z EE Ri;f? 表示 基 -- 特 定 的 访 维 向 量 函 数 关 
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图 3.1 


系 , 一 般 都 是 非 线 牧 的 .关联 给 入 向 量 ui? 来 自 其 他 子 系统 (也 包括 第 i 个 于 系统 本 
身 ) 的 输出 ,它们 之 间 的 艳 合 约束 关系 为 


nt = ZHy), (3-2) 


其 中 有 是 x n 维 的 布尔 型 第 阵 ,其 元 素 由 0 或 组 成 ,反映 了 从 第 j 个 子 系统 的 
输出 到 第 ; 个 子 系统 输 和 的 关联 ， 


如 果 设 
def 
二 一 (el,cl,.,ch) T， 
和 def 电 和 性 
$$ 一 一 Cyi T, yz Te ph YT, 
不 ” = [i WT ,WA ) 了 ， 


站 三 【 zl, 了 了 zh) DD 


i 二 Ch, rf) D, 


Hi Ha 2** Hin 
再 = | : : : | 
Hy Hw * Hw 
则 整个 系统 的 输 人 输出 关系 和 关联 约束 关系 为 
yy =F (cn ,2), 
su" = Hy". (3-3) 
假设 对 于 加 到 实际 系统 (3-3) 式 上 的 每 一 控制 向 量 e 和 扰动 向 量 z, 系统 将 产 
生 唯 一 的 输出 y*' .这 样 整个 系统 从 数学 上 又 可 看 成 是 从 e 和 zx 到 y“ 的 单 值 映射 


KK: 
Dm 其 NA Ym 
y* = K’(e,z). 

对 于 每 一 个 子 系统 ,都 可 以 规定 一 个 具体 的 控制 性 能 指标 0,, 它 翁 上 ,ar 和 
y? 而 定 , 记 作 (ea ,y? ). 它 是 一 个 标量 ,其 大 小 从 某 些 方 面 反 映 了 生产 效果 
的 好 坏 . 另外 从 安全 和 系统 中 的 物理 性 能 以 及 实际 条 件 的 限制 等 方面 来 考虑 ,控制 
量 cj、 关联 输入 gn; 和 y; 之 间 , 往 往 还 要 受到 一 定 的 约束 .这 些 约 束 条 忻 在 数学 上 
可 用 一 组 等 式 或 不 等 式 所 规定 的 集合 CUY, 来 表示 ,其 一 般 形式 是 
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del 
{er ,3 ) 它 CH 一 一 Ce ts ye) 1, 
PA QE (i = 1,2,.. .NN), (3-4) 
其 中 gy, = 1,2,… ,上 是 一 组 线性 或 非 线 性 的 痛 数 ,其 变 元 可 以 包括 ei, wi,y;, 也 
可 仅 含 其 中 的 一 个 或 二 个 .所 期 望 的 稳 态 量 优 控制 就 是 要 选取 所 有 子 系统 的 控制 
输 人 向 量 ej,i = 1,2,…… 上 几 ,使 得 整个 系统 的 性 能 指标 
2 = 之 ,Ce il 1 
取 极 小 值 或 极 大 值 ,同时 又 保证 不 违反 各 子 系统 所 要 求 的 约束 (3-4) 起. 

要 解决 以 上 问题 所 遇 到 的 困难 是 ,实际 上 并 不 可 能 准确 地 知道 各 系统 的 特性 
(3-1) 式 , 而 只 能 用 近似 的 数学 模型 来 描述 . 另外 ,外 界 扰动 z, 作 为 时 间 的 郑 数 也 
很 难 准确 地 估计 ,但 只 要 其 变化 不 士 分 频繁 ,都 可 以 认为 它 在 整个 控制 局 期 内 可 取 
某 一 平均 常量 ,也 就 是 说 , 它 对 系统 的 影响 是 固定 的 ,因而 也 就 可 以 从 模型 中 略 去 . 
这 样 就 可 用 


Pi = f(t, Hi), 
让 
ui = Hy = Hy {i = 1.2,..,N), 
+ 
H: = (H,, Hs,, Hn), {3-5) 


近似 描述 各 子 系统 的 特性 .其 中 y, 和 &; 分 别 是 模型 的 输出 变量 和 关联 输 人 变量 ， 
对 于 整个 系统 ,写成 集合 问 量 的 形式 ,有 


J = fc,w), 
= Hy, (3-6) 
种 
= Kte) {3-7) 


按照 模型 (3-5) 式 求 下 述 癌 题 的 解 ; 
minQ{e,u,y), 
5a... ¥ 二 Fe,n), 

n= Hy, 

(em yp) € CUY, 
得 到 的 即 是 开 环 的 最 优 解 , 它 可 以 离线 地 求 出 .但 由 于 和 f? 的 差异 ,实际 系统 的 
输出 y: 和 3, 并 不 相等 ,因此 ,不 能 保证 系统 运行 于 实际 的 最 优点 ,其 至 连 约束 
(3-4) 式 有 时 也 不 一 定 能 够 请 足 . 于 是 ,又 提出 了 用 模型 和 反馈 信息 来 决定 真实 系 
统 次 优 控 制 的 方法 ,这 就 是 所 谓 的 在 线 (闭环 }) 递 阶 控制 算法 . 


3.1.2 关联 预测 法 


关联 预测 法 又 叫 直接 协调 法 或 模型 押 调 法 . 它 的 基本 起 想 是 用 指定 子 系统 模 
型 关联 输出 变量 y, ,i = 1,2,… ,入 (同时 也 就 规定 了 关联 输入 变量 wu) 的 办 法 将 各 
子 系统 去 耦 . 
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如 用 数学 语言 来 具体 描述 下 级 各 决策 单元 和 上 组 协调 器 的 任务 ,可 以 写成 : 
对 于 第 个 局 部 决策 单元 ,其 任务 为 


对 于 协调 器 指定 的 y E 了 , 求 出 控制 向 量 全 ,使 得 
LP, Ci = arg minQ:{ Cr Hy , 3,), 


(i = 11,2 ,NN) 同时 满足 六 = fle,, Hy)，, 
(ei, Hy, EEC， 


(3-8) 


其 中 集合 
cor - 殖 fe, wes yi) | Eyl isi) 0 一 1 ,2 了 | 

集合 了 定义 为 当 y E 了 时 ,集合 efy) 关 引 = 12 ,NY. 而 c(ty) 是 指 满 足 
y= ftc, Hy) WM 和 ir;, Hy yi) © CUTY. 的 所 有 c; 的 集合 ， 

显然 各 局 部 决策 单元 求 出 的 都 是 协调 变量 y 的 函数 .在 求 出 c,(y) 之 后 ,各 
局 部 决策 单元 把 相应 的 性 能 指标 值 OCe,(y) ,Hy,y) 送 给 上 级 协调 器 ,协调 颖 的 
任务 是 

找到 了 E 了 使 得 


my 
CP DQ:(eY) ,HDSY) (3-0) 


= mp2 Qc), Hy yi), 
这 里 集合 Y 的 定义 同 前 . 
fy)，1 = 1,2,… ,NN, 就 是 束 个 系统 基于 模型 的 晤 优 控 制 向 量 .在 这 组 控制 向 


量 的 作用 下 ,模型 的 关联 输出 向 量 和 输 人 向 量 分 别 为 了 和 6 ,它们 之 间 清 足 模 型 
方程 和 约束 条 件 : 
Ti = feAF), HY), 
CF HY YY E CU (i = 1,2,.,N), (3-10) 
整个 问题 的 求解 是 通过 亚 次 校正 协调 变量 ,并 重复 求解 各 局 部 决策 单元 的 优 
化 问题 这 样 一 个 选 代 过 程 来 实现 的 .协调 器 按照 所 选 定 的 其 种 寻 优 程序 进行 搜索 ， 
协调 变量 的 设 定 值 每 改变 一 次 ,各 局 部 决策 单元 就 进行 一 次 优化 计算 ,并 把 求 得 的 
最 优 性 能 指标 值 告 诉 协调 器 , 以 便 为 下 一 步 搜索 提供 依据 . 这 个 过 程 -- 直 继续 到 求 
得 最 优 的 总 体 性 能 指标 值 为 止 . 
关联 预测 法 的 一 个 重要 优点 是 ,在 协调 器 寻 优 过 程 中 的 每 一 步 ,各 子 系统 求 得 


的 eify),i = 1,2,…, VN, 虽然 还 不 是 整个 系统 最 优 的 控制 向 量 ,但 把 它 加 到 系统 
上 ,模型 方程 和 约 东 条 件 都 船 满足 ,因此 ,都 是 可 行 提 , 正 因为 有 这 个 特点 ,所 以 这 
种 方法 也 称 为 可 行 协 调 法 . 
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3.1.3 关联 和 平衡 法 


关联 平衡 法 又 称 为 目标 协调 法 或 价格 协调 法 . 它 的 基本 思想 是 ,出 断 各 于 系统 
之 间 的 耦合 ,各 局 部 决策 单元 把 关联 输 人 变量 当做 独立 寻 优 变量 来 处 理 . 而 实际 存 
在 的 关联 约束 式 
-Day (i = 1,2,.…,N), 


通过 引入 拉 格 关 日 (.L. Lamar 乘 子 向 县 4 ,i = 1,2,…, 凡 ,将 其 归并 到 系统 的 
性 能 指标 中 去 作为 对 目标 的 修正 .一 般 对 于 任意 给 定 的 一 - 组 A = 1,2,…, 刘 ,各 


局 部 决策 单元 所 求 得 的 使 修正 性 能 指标 为 极 小 的 <(4) 和 如,(4) 并 不 满足 关联 的 
束 条 件 : 

三 ZH 
其 中 = fi(e,w). 


协调 帮 的 任务 则 是 ,通过 选择 适当 的 拉 格 电 日 桑子 (协调 变量 ) 来 协调 各 子 系 
统 的 控制 性 能 指标 , 以 保证 最 后 关联 约 东 条 件 得 以 满足 ,也 就 是 达到 关联 平衡 
考虑 关联 约束 后 ,整个 系统 的 拉 格 关 晶 函数 为 
Lie,n,y,A) = Zien pi) + Al — 2 Hy;)1, 
它 可 以 分 解 成 六 个 拉 格 朋 日 函数 之 和 


由 
人 


点 = 人 ci + :ye) + A - Da 


其 中 第 i 个 拉 格 朗 日 函数 只 与 第 个 子 系统 的 控制 守 呈 < , 关联 输 人 疝 量 wu; 和 关联 
输出 向 量 只 有关; = 1,2,…, 皮 ,是 由 协调 器 指定 的 ;到 即 是 收 正 后 的 第 个 子 
系统 的 性 能 指标 . 显然 ， 当 最 终 达 到 关联 平 街 时 ,对 性 能 指标 的 修正 也 就 消失 了 .这 
样 ,第 i 个 局 部 决策 单元 所 适 解 决 的 同 题 为 

对 于 协调 器 指定 的 入 = (X42 Aw)， 


求 出 (4) 和 人 洛 :(%4) ,使 得 


ip, A ou 
(i=1 2 N) (ca), Ht)) = arg minl( 6i, Wis Pi, 4), {3-11) 
st. 外 = flcis i), 
(es ti EC， 
其 中 blcs, Wis YN) 一 A + A 一 之 Ji， 
和 


def 
CU 一 一 fp,, ts :) | 有 忒 习 4 三 1,2,." ,1)|. 
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显然 二 ,全 都 是 2 的 函数 . 
协调 器 的 任务 为 


求 到-= (AL Az, A) ,使 得 
cr| 


A 9 A (3-12) 
RR) - > 本 (人 = 0 (i= 1,2,…,N), 
1 
其 中 他 (全 ) = fc) ,R(X)). 
如 果 定 义 对 偶 函 数 为 


DDO) = DBA RAM FAM), RA)) ,4), 
并 注意 到 D(%4) 对 和 的 导数 为 
Dla) = HX) - 2 HX). 


Yl ) 二 Feci(h) 1 Mi(A })，, 
那么 这 一 协调 器 问题 就 等 效 于 寻找 对 偶 函 数 D( 和 4) 梯度 为 零 的 点 .根据 拉 格 朗 日 
对 俱 原 理 可 知 ,如 果 原 问题 的 拉 格 朗 日 函数 具有 鞍点 ,那么 鞍点 就 是 D(X) 的 极 大 
值 点 ,而 且 DA4) 的 极 大 值 就 等 于 原 问 题 的 极 小 值 , 即 

maxD(》) = minQ{ e ,4 ,7), 


st ¥ = fle,y), 
yu 二 Hy, (C3.13) 
(eR) EE CUY. 
所 以 协调 器 可 采用 十 分 简单 的 梯度 法 来 校正 外, 使 对 个 隙 数 达到 最 大 . D(A) 


对 和 的 梯 庆 即 为 关联 平衡 失调 向 量 22) - 到 Ce( 和 A) ,W(X)), 当 Dp(4) 取 极 大 值 
时 ,梯度 为 零 ,也 就 是 实现 了 关联 平衡 . 

与 关联 预测 法 相 比 ,关联 平衡 法 具有 以 下 的 特点 ; 

(1) 各 子 系统 决策 单元 的 寻 优 变量 数 比 用 关联 预测 法 要 多 ,除了 控制 向 量 外 ， 
还 有 关联 输入 向 量 . 

(2) 协调 变量 的 个 数 等 于 关联 约束 条 件 的 个 数 . 由 于 可 以 采用 梯度 法 ,因此 ， 
协调 算法 比较 简单 . 最 早 用 这 种 方法 来 解决 经 济 学 中 的 一 些 问题 时 ,需要 处 理 的 党 
常 是 供求 平衡 这 样 一 些 关联 约束 ,这 时 协调 变量 4 有 着 明显 的 实际 意 尺 ,就 像 价格 
一 样 起 着 调节 供求 平衡 的 作用 ,所 以 这 种 方法 也 叫价 格 协 调 法 . 

(3) 一 般 对 于 各 子 系统 ,不 要 求 控制 向 量 的 维 数 一 定 到 大 于 关联 输出 向 重 的 
维 数 ,协调 变量 4 可 在 整个 实数 范围 内 取 值 . 


(4) 这 种 方法 的 一 个 重要 缺点 是 , 选 代 过 程 的 任 一 中 介 结 果 01) ,RE(2)， 
3(4) 愉 满 足 模型 方程 和 约束 集合 , 即 谢 足 
A) = Fe(A) wt)), 
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和 (A) RA PAN) E CUY, 
而 不 满足 关联 约束 条 件 #(4) = (CC(4),#( 久 )) ,因此 ,其 解 是 不 可 行 的 , 只 有 到 


和 迭代 终止 ,找到 4 后 ,关联 约束 才 得 以 满足 ,这 时 <( 人 ) 加 于 实际 系统 才 是 安全 的 ， 
所 以 这 种 方法 是 不 可 行 的 协调 法 . 


3.1.4 混合 法 
在 汤 言 法 中 ,协调 变量 不 仅 有 拉 格 并 日 秉 子 ,还 有 种 于 系统 之 间 的 关联 变量 ， 
它 也 是 一 种 不 可 行 方法 ,其 基本 思想 及 方法 兼 有 关联 预测 法 和 关联 平衡 法 的 特点 . 


3.2 ”动态 线性 大 系统 的 递 阶 控制 


3.2.1 动态 线性 大 系统 的 互联 数学 模型 


假定 ,如 图 3-2 所 示 的 互联 数学 模型 ,整个 系统 由 互相 连接 的 N 个 于 系统 组 
成 .对 于 任何 子 系 统 i,x; 是 鼎 维 的 状态 问 量 ,上 是 mi; 维 的 控制 同 量 ,zx; 是 由 其 他 于 
系统 的 状态 产生 的 r; 维 输入 癌 量 .各 子 系统 本 身 可 以 由 线性 微分 方程 来 描述 , 即 


图 3-2 
Fift) = AxltY + Bultt) + Celi), {3-14) 
{0) = rn, 
再 进一步 假定 输 人 同 量 二 是 上 个 子 系 统 状 态 的 线性 组 合 , 即 
-说 (19 


大 系统 递 阶 优 化 问题 就 是 选择 控制 本 ,2,…, ty; 使 下 述 形式 的 二 次 性 能 指标 函 
数 为 最 小 : 


/= > ( 广 Lxn) 4] 二 Lx) Natl we D+ ar) . 
(3-16) 
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其 中 Q;,p; 是 正 半 定 和 矩阵 ; R;, 5; 是 正定 矩阵 ; 和 二 上 很 灼 给 以 一 定 的 物理 意义 ， 
但 加 上 这 一 项 ,可 避免 求解 过 程 中 的 奇异 问题 . (3-16) 式 受 (3-14) 式 和 (3-15) 式 的 
约束 . 

3.2.2 目标 协调 法 

用 目标 协调 法 {关联 平衡 法 ) 求解 动态 线性 大 系统 优化 控制 的 主要 思想 是 ,把 
原始 的 最 小 化 问题 转化 成 较 简 单 的 最 大 化 问题 ,然后 用 二 级 迭代 计算 结构 来 求解 . 


为 此 , 需 定义 一 个 对 侦 函 数 于 (4), 这 里 
A) = minL(xr,mw,z,A) {3-17) 


服从 于 (3-1) 式 的 约束 .其 中 
Lxsusza) = En 


als + A - >i) , (3-18) 


其 中 4 和 为 分 别 是 r 维 和 5; 维 拉 格 朗 日 秉 子 向 量 ,r = > )5, L(x,w,z,4) 是 通过 


引 和 大 控 格 朗 日 乘 子 而 组 成 的 拉客 朗 日 算式 .根据 拉 格 朗 日 对 偶 定 理 , 像 现 在 所 有 约 
束 为 线性 理性 能 指标 函数 为 二 次 列 的 铺 沉 ,有 
max P(A) = miny ， {3-19) 
也 就 是 说 , 受 (3-14) 式 和 (3-15) 式 约束 ， 求 (3- 16) 式 的 极 小 问题 ,等 效 于 对 揭 晒 数 
对 4% 求 极 大 值 的 问题 . 
对 于 这 种 问题 ,可 以 给 定 和 4 = 和 4" ,于 是 (3-18) 式 可 写 为 


二 了 
rw ) = > 
N 
lt as AF Th )) di) 


= Sn. (3-20) 
这 就 是 说 , 拉 格 并 日 算式 可 以 分 解 威 VW 个 独立 的 子 拉 格 朗 日 算式 .对 于 每 一 个 子 
系统 , 拉 格 朗 日 莱 子 是 已 知 的 ,在 (3-14) 式 的 约束 下 ,使 (3-20) 式 最 小 ,其 中 4? 可 
以 作为 已 知 函 数 由 递 阶 结构 的 第 二 组 给 定 . 每 个 了 于 系统 的 最 小 化 结果 可 决定 
(3-17) 式 的 对 偶 画 数 加 (4'"). 在 第 二 级 中 所 有 子 系 统 的 解 为 已 知 ,(A") 可 以 用 
鼻 型 的 无 约束 的 优化 方法 ,譬如 牛顿 法 .梯度 法 或 共 示 梯 度 法 来 改善 .用 梯度 法 的 
理由 是 因为 者 (4) 的 梯度 就 是 子 系统 的 关联 误 莽 ， 即 


Vs BA) | -Da (i = 1 2， : ,ND). 《3- 21) 
这 样 ,可 以 得 到 如 图 3-3 所 示 郑 样 的 二 :级 递 阶 算法 结构 ， 图 3.3 中 第 一 级 ,在 第 二 级 
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供给 4 = 4'" 之 后 ,使 受 子 系统 动态 约 东 的 上 最 小 ,其 所 得 的 结果 x, 送 回 第 二 
级 ,在 第 二 级 ,将 这 些 向 节 集 合 起 来 , 代 人 人 (3-21) 起 ,得 到 关联 误差 ， 


图 3-3 
这 个 误差 ,在 梯度 法 中 用 来 产生 新 的 入 .例如 ,从 上 次 连 代 到 上 + 工 次 选 代 : 
Rr) = A 4 oy Darts DD), (3-22) 


其 中 ot 是 步 长 ;of 是 搜索 方向 .从 计算 观点 来 看 , 共 因 梯度 法 是 比较 好 的 ,在 这 种 
情况 下 ,有 


(tt) = ee) BEG) (0 17), {3-23) 
其 中 
[er Ten (nat 
1 = 一 一 ， (3-24) 
| Ca)re a 
上 


加 = 坎 ， 
一 且 ef 二 < 7) 足够 地 接近 于 稚 , 就 达到 全 局 最 优 . 
这 个 方法 又 称 为 关联 平衡 法 ,因为 在 最 优 时 ,梯度 为 笃 ,关联 直到 平衡 ， 


Fe ZL 
由 于 在 先 代 过 程 中 ,各 子 系 统 的 目标 将 不 断 地 修正 ,所 以 一 开始 称 它 为 目标 协 
调 法 .这 个 方法 的 主要 缺点 是 ,在 第 二 级 中 数值 计算 收效 慢 , 它 反 过 来 又 会 影响 到 
第 -- 级 的 计算 ; 它 不 能 用 较 少 的 选 代 次 数 来 获得 次 优 解 ,这 是 因为 在 第 二 级 中 未 收 
化 的 次 优 解 是 不 可 行 的 , 即 不 到 收 敏 终点 不 能 满足 以 下 条 件 ; 


二 iv 
3.2.3 关联 预测 法 


另 一 个 用 在 闭环 和 开 环 的 递 阶 控 竺 方法 是 关联 预测 法 .这 种 方法 可 避免 在 第 
二 级 中 司 用 梯度 型 的 迭代 . 
设 整 个 系统 由 N 个 互相 连接 的 线性 子 系统 组 成 ， 
t= Ami+ Bi 二 人 2 
{3-25) 
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其 中 
t= Di (3-26) 
其 目标 是 要 使 以 下 的 性 能 指标 最 小 
1 SF sn ss ed dd) . (3-27 
这 里 要 注意 ,在 二 次 项 中 没有 z 这 一 项 ,其 拉 格 记 日 函数 为 
NE 


AIR — 之 0) + pI x + Ax 十 B+ cz))dj , (3-28) 


其 中 p, 是 m 维 的 尾随 向 量 ,和 是 疡 维 拉 格 朗 日 乘 子 向 量 . 对 于 给 定 的 4; = 和 如” ,和 
= 2 ,(3-238) 式 就 成 为 可 分 的 了 , 即 


i Dh > (二 ECT MA 
方 上 mC) 名 + Mi Te — D+ 
pi(- x; 十 A + Bs: + Cz” ya) < {3-29) 


这 里 ,不 像 目标 协调 法 那样 其 协调 向 量 只 是 拉 格 朗 日 乘 子 ; 现在 协调 向 量 是 [ > ]， 


这 出 目标 协调 法 的 协调 向 量 的 阶 次 要 高 ,然而 在 第 二 级 中 算法 却 极 其 简单 ,所 以 用 
较 复 杂 的 协调 向 量 并 溉 有 什么 缺点 ,只 要 用 本 次 选 代 所 得 的 向 量 值 当 作 下 次 选 代 
的 向 量 值 即 可 , 即 
1 A ) 
( 4 = 忆 “让 + (3-30) 
而 等 式 的 右边 可 以 用 驻 点 的 条 件 获 得 , 即 
ar 
az 
4”= Cp 
所 以 在 第 上 大 + 1 次 的 迁 代 中 ,第 二 组 产生 癌 量 


k+l Ch. 
(2. 1) = Si ] (3-31) 
在 第 一 级 ,在 给 定 4: 和 x? 的 情况 下 ， 子 系 统 只 是 解 一 一 个 标准 的 两 点 边 什 问 
题 .对 于 第 i 个子 系统 ,其 哈密 顿 {Hamilton} 函数 林 以 定 习 为 


H. = 二 Tu + pa + 了 — DATLiri + 
1=1 


= 人, 
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有 [4ri + 有 Bi + Cizi]. (3-32) 
优化 的 必要 条 件 可 以 写成 
PP = 一 本 = - 妇 - Ap: + 2 LHR), (3-33) 
a xT(T) Pa T)) 

Pi = 一 = Pa(?), (3-34) 

an 
9 = 了 = Ami(t) + Bui(t) + Calt), 02.35) 

Xi(0) = ro 
a = R(t) + Bp(t) = 0. (3-36) 


在 第 一 级 中 ,这 里 的 A.(1) 和 有 (5 不 再 是 未 知 的 ,为 了 解 第 一 级 问题 ,从 (3-36) 式 ， 
得 
mt) = - Ri'BIp(t), (3-37) 
将 上 式 代 人 (3-33) 式 ~ (3-35) 式 , 得 
{EE = A SP) + Crtt), 
X00) = rn: 


Pi) =- Ox(t) -Alt) + Pep), 


pAT) = Pa 7). 
这 就 是 一 个 线性 两 点 边 值 问题 , 且 S$ = B.R;'BT. 引 人 人 炬 阵 里 卡 蒂 {J.F.Riccati} 方 
程 , 这 问题 可 以 去 耦 . 候 汗 
= (3-38)} 
其 中 g() 是 一 个 n; 维 开 环 “伴随 ”与 * 补 楼 ”向 量 . 将 (3-38) 式 两 边 微 分 ,并 把 
(3- 扫 ) 式 和 (3-35) 式 代 人 其 中 ,经 过 演算 就 可 以 得 到 以 下 的 矩阵 和 向量 微分 方程 : 
后 [= -时 (0 -天 (十 是 (SEC - 2., (3-39) 


ED = [A SKC) gt) RCD Calt) + Dn, (3-40) 


从 (3-34) 式 和 (3-38) 式 , 求 终 值 条 件 所 (7 和 不 52, 可 得 
KCT) = PF., 
g(tT)y= 0. (3-41) 
于 是 第 一 级 控制 规律 变 为 
u(t) =— RBIKCODN() — RiBE(t), 
其 中 具有 一 个 部 分 反馈 { 闭 环 ) 项 和 一 个 前 镇 ( 开 环 ) 项 . 
这 里 要 注意 两 点 : 
第 一 ,微分 答 阵 里 卡带 方程 的 解 涉 及 mm + 1 个 非 线 性 标量 方程 , 它 与 初 
始 条 件 xifD0) 无 关 ; 
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第 二 ,在 (3- 各 ) 式 中 ,zt 和 下 (gl 站) 不 辐 , 它 实质 上 与 初始 条 件 wk0) 有 
关 ， 

关 卫 预 测 法 在 第 二 级 的 计算 要 比 则 标 协 调 法 简单 得 多 ,而 且 不 存在 奇异 问题 . 
计算 表明 ,关联 预测 法 在 第 二 级 的 收 化 是 相当 快 的 . 


3.2.4 离散 大 系统 的 三 级 协调 法 


离散 大 系统 的 三 级 协调 法 首先 是 由 塔 婚 拉 {J.Tamura) 坦 出 来 的 ,因此 广 叫 堪 
姆 拉 方 法 , 它 是 建立 在 自 标 协 调 的 基础 上 的 ， 
要 解 的 问题 是 使 下 式 特性 指标 最 小 ; 


/= 2 (3 上 < | w+ 2 4( xc lo + la) lsc ls) 


其 中 地 直上 zk 和 (各 是 终点 的 指标 ; 这 里 边 的 各 项 表示 优化 序列 其 余部 分 的 指 


标 ， 邮 全 站 到 天 - 工 , 
最 小 化 过 程 必须 受 子 系统 的 动态 约束 , 即 


k(t) = Ax(k) + But ky + Cet) (3-42) 
C= Le Nk = O12 ,K-11), 
假定 初始 条 件 已 知 , 即 
XO) = Xn (3-43) 
像 在 连续 系统 一 样 , 是 关联 输 人 向 量 ,来 自 其 他 子 系统 , 即 
wk) = Lp) (3-44) 


{= O02 ,K-11 = ,2,.…,N), 
为 了 解 这 个 问题 , 像 连续 系统 一 样 ,要 对 拉 格 妆 日 彬 子 4 求 对 俩 函数 二 (4) 的 最 大 
值 ,这 里 
TA) = minL(x, HZ ， (3-45) 


它 受 (3-42) 式 和 (3-43) 式 的 约束 .构造 拉 格 朗 日 函数 
Lx, c,h) = >{ 二 Dx) lon + (十 be + 
二 和 
Alz(k) - Dron)) } = > (3-46) 
其 中 
[= LC) en + 汉人 Ln) b+ 


pl mk) RE) 十 二 | zi(k) | 名 (0 + 


A 
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4A) - Da (有 . (3-47) 


这 样 , 像 连续 系统 一 样 ， 对 于 由 第 二 级 给 定 的 序列 4 = 4”, 有 可 能 将 拉 格 朗 日 工分 
解 成 赂 个 独立 的 、 受 (3- 和 所 ) 式 和 (3-43) 式 约束 的 子 拉 格 朗 日 函数 二, 拉 格 妆 日 乘 子 
向 量 序列 可 以 用 梯度 型 算法 在 第 二 级 得 到 改善 ， 


ya 20)| .= 4) - Pg) -ell) (3-48) 


{i = 2 = 0,1,2,." ,K-11). 

塔 姆 拉 三 级 协调 方法 的 基本 出 发 点 是 两 级 结构 的 “第 一 级 ”的 解 可 以 用 对 偶 
原理 进一步 分 解 ,而 不 去 解 六 个 独立 的 子 问题 ( 受 13-42) 式 和 (3-43) 式 限制 ,使 上 
最 小 化 ), 即 在 这 一 既 中 ,对 每 一 个 子 系统 的 子 拉 格 朗 日 函数 ,可 用 离散 时 间 指 数 进 
一 步 分 解 .这 样 将 一 个 二 级 结构 中 第 一 级 的 "函数 ”优化 问题 变 成 三 级 结构 中 第 一 
级 的 “参数 ”优化 问题 .这 种 分 解 是 按时 间 进 行 的 ,而 不 是 像 前 面 讲 的 按 子 系 统 进 
行 的 . 

为 了 确定 这 个 三 级 结构 的 最 优 策 略 , 定 义 受 (3-42) 式 约束 ,使 (3-47) 式 最 小 化 
前 对 颂 问 题 为 

ma p;) (i = 1,2,.…,N), (3-49) 


其 中 
Mt{p:) = .min [六 lx) | G+ 和 (十 z | si 有 + 


+ > | ntk) | + 3 2 | zk) 3 SH) 十 
DC + 可 本 并 直 十 Ce(k) 一 Tk+ 1))}+ 


4 a — Pam) | (i = 1,2,.%,N) 《3-5 和 0) 


服从 于 已 知 初 始 状态 x{0) = 3. 

为 了 在 数值 上 解决 这 个 对 情 问 题 , 必 须 用 给 定 的 户 = p? ,来 计算 对 人 惕 函数 
4(pi) ,然后 用 某 些 梯度 技术 来 对 p, 求 上 H(p,) 的 极 大 值 , WCpi) 的 梯度 由 下 式 给 
出 : 

V» W(PD cp = 一半 (+ 有 + (有 + Calk) (3-51) 
tk =0,1,2,.",K-1, i = 1,2 ,NN), 
其 中 x ,wi 是 对 于 给 定 的 pt = 下 , 受 (3- 和 ) 式 约束 ,使 (3-47) 式 的 5 最 小 化 所 得 
到 的 结果 . 

现在 来 定义 第 i 个 子 系 统 的 哈 窗 顿 函数 据 (*). 杯 失 一 般 性 ,假定 矩阵 右 , 履 ， 

RR 本 为 常数 ,有 


本 (x (D5) = 冯 二 zi( 人 有 和 + 二 用 m(t 有 和 + 
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| (22) Tx kh) + 


pr TOLAnAh) + Blk) + Ca k)] 
on "RR-1l; j= 1,2,..,N), 
利用 (3-50) 式 并 考虑 到 


kl 此 -| 
Dp ORE) Dpi Tk Dx(h) 
点 三 只 由 三 疙 


= pi (KK- 1)x(K), 
虽 对 (pi) 可 以 表达 为 
Mp) = min [00 pk Da(K) + 


此 = 


其 中 严 (- 1) 定义 为 零 . 所 以 对 于 给 定 的 p; = p? ,最 小 化 问题 变 为 


(1 对 于 大 = 0， 
min H.Cx(0), n;(0), x00),0), 
本 A 
服从 于 
XO) = Xo, 
上 述 问 题 的 最 小 化 的 必要 条 件 为 


Vad) 一 Ru 0) 十 Bpr (0) 一 0, 
Ya ) = Sa(0) + CPi (0) + 47 (0) = 
即 
uw (0) 三 一 RR Bp (0), 
a0) = - Si CW 0) + AF (0)). 
(2) 对 于 六 = 12, 兵 一 二， 


spot 
ED 


其 解 为 


nh) =- OE) APE CE) -pi Ck 1) - 2)(17 5)]] , 


uk) = — RrBpr (Ck), 
Zt = 一 Sr 有 (kk) 十 A Ck}). 
(3) 对 于 六 = 下 
min{ 志 wc hs -pik Dx RK))}, 


其 解 为 


HC), mh) a) EE) - pr Ck DTC hk)}, 


(3.52) 


(3-53) 


A EGC, mC) ,a -pr -Dali))], 


(3-$4) 


(3-$55) 


(3-$56) 


{3-57) 


{3-58) 
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TOK) = Grp (KK-1). (3-59) 
图 3-4 所 示 的 为 离散 系统 三 级 递 阶 算 法 的 结构 图 . 
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分 散 控 制 的 主要 特点 是 ,将 复杂 的 大 系统 按 其 分 布 划分 成 许多 独立 子 系统 ,分 
别 用 独立 的 局 部 控制 器 来 控制 ,每 个 控制 器 只 观测 系统 的 局 部 输出 , 且 只 控制 系统 
的 局 部 输入 ,共同 完成 大 系统 所 要 达到 的 目标 . 

分 散 控 制 系统 分 为 分 散 随机 控制 系统 和 分 散 确 定性 控制 系统 . 

由 于 分 散 控制 系统 具有 非 经 上 典 信 息 结构 ( 见 本 篇 第 1 童 “大 系统 结构 ") , 它 使 
得 分 散 控 制 系统 最 优 决策 复杂 化 ,成 为 非 线 性 的 .即使 对 于 最 葡 单 线性 二 次 型 高 斯 
《C.F.Gauss)(LQG) 问题 ,分 离 定理 也 不 再 成 立 ,反馈 律 也 是 非 线性 的 .只 有 在 特定 
的 信息 结构 ,例如 一 步 时 延 共 享 信息 结构 或 具有 详 套 的 信息 结构 下 ,分 离 定理 才 成 
立 , 并 存在 唯一 线性 最 优 解 . 

在 分 散 确 定性 控制 系统 中 ,其 研究 的 理论 主要 包括 分 散 系 统 的 状态 估计 、 能 控 
性 、 能 观 性 、 稳 定性 和 分 散 控制 系统 的 镇 定 和 极点 配置 .分散 最 优 控制 等 .20 世纪 
如 年 代 初 , 戴 维 进 (Davision) 和 王 (Wang) 提出 了 分 散 固定 模 的 概念 ,为 系统 地 分 析 
和 设计 分 散 确 定性 控制 系统 提供 了 重要 基础 .以 此 为 依据 ,又 发 展 了 各 种 扰动 和 和 参 
数 摄 动 的 分 散 鲁 棱 控 制 和 结构 摄 动 的 分 散 鲁 棒 控 制 的 理论 和 方法 . 

李 节 就 大 系统 分 散 控 制 的 主要 内 容 作 简要 介绍 . 


4.1 经 典 信 息 结 构 与 非 经 典 信 息 结构 
分 散 控制 的 主要 特征 是 ,在 每 个 时 刻 , 各 分 散 控 制 器 (或 称 控制 站 ) 只 能 获得 


整个 大 系统 的 某 一 局 部 信息 ,并 利用 这 种 局 部 信息 作出 目 己 的 控制 决策 ; 它 只 是 整 
体 控 制作 用 中 的 某 一 局 部 控制 作用 ,而 且 控 制 器 的 控制 决策 决定 于 其 他 控制 器 的 
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控制 决策 .这 种 在 一 个 冶 定 时 刻 ,各 控制 器 的 动作 取决 于 来 自 别 的 控制 器 信息 的 结 
构 , 称 之 为 非 经 典 信息 结构 .在 数学 上 ,可 以 描述 如 下 : 


考虑 线性 随机 系统 ; 
让 
x(t) = 47( 人 + 人 Bai(DD + (1), (4-1) 
yO) = 《十 > CE + 和， 【4-2) 


方程 (4-1) 式 是 受 六 个 控制 站 控制 的 线性 动态 系统 的 状态 方程 方程 (4-2) 式 是 输 
出 方程 . 其 中 6(4) ,#(#) 假定 为 独立 的 高 斯 白色 噪声 过 程 ;y(t) 相当 于 系统 的 全 
局 测量 输出 .这 些 对 一 个 给 定 的 控制 器 有 用 的 测量 的 划分 ,是 由 问题 的 信息 模式 来 
确定 的 . 对 于 分 散 控制 问题 ,其 信息 模式 定义 为 矩阵 的 靠 合 : 


H = (H,H,,H,), (4-3) 
其 中 
zw) = DY i= 1.2,", WN), 【4-4) 
z(t) 为 分 散 控制 器 的 信息 .对 于 经 典 信息 情况 ,定义 BB 为 对 角 方块 阵 ( B.),i = 1， 
2,… ,NN,DD 为 对 角 方块 阵 [D,] ,i = 1,2,… ,NN. 下 为 对 角 方块 阵 [ 吾 ] ,i = 1,2,…， 
NN. 当 日 = 二 即 豆 为 单位 阵 时 ,就 产生 了 经 典 信息 结构 模式 ,这 说 明 所 有 控制 器 都 
具有 相同 的 信息 . 
如 果 考 虑 二 次 型 性 能 指标 
1= wm{ | [dr + > Ra 0) a}, 4-5) 
其 中 史 为 正 半 定 矩阵 ,如 为 对 角 方块 正 定 矩阵 ， 且 如 果 控 制 限定 为 
Wi = Ye), 
其 中 


= fh Or 时， 
就 产生 了 非 经 典 信 息 结构 , 即 第 i 个 控制 站 的 控制 是 它 能 得 到 的 过 去 和 现在 信息 
的 某 个 函数 . 
非 经 典 信 息 结构 给 分 散 控制 带 来 的 主要 困难 在 于 :即使 在 最 简单 的 线性 二 次 
型 高 斯 {LQG) 问题 中 ,著名 的 分 离 定理 也 不 再 成 立 , 友 馈 律 一 般 是 非 线性 的 . 


4.2 ”分散 确定 性 控制 


在 分 散 确 定性 控制 中 一 个 最 常用 也 是 最 主要 的 概念 是 关于 固定 模 的 概念 , 它 
对 于 分 散 控制 系统 的 稳定 性 ,能 控 性 、 能 观 性 的 分 析 , 以 及 分 散 镇 定 方 法 都 具有 重 
要 作用 ,这 是 王 和 茵 维 示 于 1973 年 提出 来 的 . 


4.2.1 问题 的 建立 
考虑 一 个 具有 N 个 局 部 控制 站 的 大 规模 线性 时 不 变 系 统 : 
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六 (tj = Ar(t) + > at (4-6) 


tt) = Cartrt) (i = 1,2,. ,NN). (4-7) 
其 中 六 EE R'm EE RE R' 分 别 表 示 系统 状态 向 量 第 i 控制 站 的 输 人 向 量 和 
输出 向 量 .其 原始 系统 的 控制 和 输出 阶 次 为 严 和 r， 


m= Sm, r= > ri (4-8) 


4 ,如 和 是 具有 相应 阶 次 的 实 带 数 和 矩阵 ， 
分 散 镇 定 问题 就 是 要 找 出 六 个 具有 动态 补偿 器 的 局 部 输出 控制 规律 : 


人 = Set) + Ry(s), 

WE) = Ot Ey) mee) {i= 1,2,., N), 
使 得 整个 系统 稳定 .其 中 z(1) € 酌 是 第 i 个 补偿 器 的 输出 向 量 ; (tb E 了 ”是 第 
1 个 控制 加 外 部 输 人 向 量 ;矩阵 3 ,中 ,站 后, 分 别 为 让 生生: 囊 关 站 国术 二 
r 阶 矩阵 .可 以 把 (4-9) 式 写 成 更 紧凑 的 形式 


Tt) = Bi) + Ry(1), (4-10) 
wt) = {i} + Rr) + p(t), (4-11) 


(4-9) 


其 中 
$ Edingl $,, $7, Sw], 
0 diagl 01, ,7, Qn], 
R -2 uiag[ Ry, Ry,-…, Rn], 
六 -2 diag[ K,, K,,-, Ky]. 


把 反馈 规律 (4-10) 式 、(4-11) 式 用 到 系统 (4-6) 式 和 (4-7) 式 上 ,那么 整个 闭环 系统 
就 可 以 表示 为 


r {1) 1) 
gE [#0 %] [5]): [0] 0, (4-12) 
其 中 


B=[B,,B,,.…,By]. 
如 前 面 所 指出 的 那样 ,问题 是 要 求 出 控制 规律 (4-10) 式 、{4-11) 式 ,使 增 六 系统 
《4-12) 式 能 肖 近 稳定 . 换 句 话说 ,用 局 部 输出 反馈 ,使 分 散 系统 的 闭环 极点 处 在 复 
平面 的 左 半 平面 中 . 
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4.2.2 辕 定 模 与 国定 多 项 式 


定义 1 考虑 由 (4- 全 式 和 (4-7 式 所 描述 的 系统 (CC ,4 ,号 ) 及 整数 m,ri,i = 
1 2 入. 全 下 其 后 的 增益 矩阵 下 代表 下 述 对 角 方 抉 矩 阵 集合 中 的 矩阵 : 


Tl 
mu 


mi | 于 
K; 
B= | KIK= (4-13) 


Ky |} mn 
Mn 
Fm 


其 中 dim( 天 ) = tm x ri = 1,2,…,N. 那 么 系统 (CC,A4 ,8B8) 对 于 . 洛 的 "固定 多 项 
式 " 就 是 对 于 所 有 下 所 .党 的 名 项 式 1 知 -六 - BARC1 集合 的 最 大 公共 因子 (g.e. 由 ， 
并 用 下 式 表 示 : 
SAC,A,B,KR) = Bedlt Md- A- BRC 1 (4-14) 
定 久 2 对 于 系统 (C,A,B) 和 由 (4-13) 式 所 给 定 的 输出 反馈 的 集合 ,. 敬 的 
( 慷 ,4, 吾 ) 的 固定 模 的 集合 定 习 为 矩阵 [4 + BRC] 特 征 值 所 有 可 能 集合 的 交集 , 即 
上 (CC 和 下,. 苍 = , 吕 4(A4 + BEC), (4-15) 
其 中 4t:} 表 示 [A + BEC] 特征 值 的 集合 .注意 到 大 可 以 取 等 炬 阵 , 因 此 ,固定 模 的 
集合 包含 于 At4) 中 .根据 定 久 1, 固 定 模 4 人 ) 即 是 (4-14) 式 中 下 (和 和) 固定 才 项 
式 的 攀 , 即 
ALC,A,B,KR)= IAlAE SU 和 TOAC,A, BR..P) = 0|, (4-16) 
其 中 5 表示 整个 5 复 平面 上 点 的 集合 . 


4.2.3 ”分散 闭环 系统 稳定 性 的 充分 必要 条 件 


定理 1 对 于 (4-6) 式 和 (4-7) 式 所 描述 的 系统 和 (4-13) 式 那 种 类 型 的 对 角 方 
块 抢 阵 . 花 , 当 且 仅 当 (CC ,4 , 且 ,. 移 ) 固定 模 的 集合 包含 在 5 复 平 面 的 左 半 开 平面 ， 
即 
A(C,A,B,.P) E 3-， (4-17) 
其 中 3- 表示 8 复 平面 的 左 半 开 平面 ,那么 (4-9) 式 所 表示 的 局 部 反馈 规律 才能 使 
系统 渐 近 稳定 . 


4.3 “分 散 随 机 控制 
4.3.1 离散 时 间 随 抽 大 系统 分 散 控 制 问 题 的 建立 


考虑 一 个 高 散 时 间 随 机 大 系统 ; 
x(k+1) = ArCh) + ZB k) + 二 (在 ). (4- 18) 
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其 中 xt#) 是 在 阶段 二 ,nx 1 的 状态 向 量 ;w() 是 第 i 个 控制 器 在 阶段 ,mx 1 的 
控制 向 量 ; 有 4, 虹 ,i = 1,2,… ,VN, 是 已 知 常数 矩阵 :8&(4) 是 零 均 秆 和 已 知 方差 的 赂 
声 ， 
EECEIETEY = VORIBCE,L), (4-19) 
其 中 辟 -,') 是 克 罗 内 克 (Z .Kronecker) 符号 ,8 ) 是 方差 ,61:1 代表 期 望 什 ,每 一 
结 点 或 通道 的 测量 遵循 下 式 ; 
pk) = Cxr(tk) + He(#). {4-20) 
其 中 y{) 是 在 阶段 ,在 让 结 点 上 一 个 r; x 1 的 测量 向 量 ; C; 是 r; x 矩阵 ;于 (让 
是 零 均 值 白色 噪声 .假定 各 结 点 开 不 相关 ,已 知 方 关 
Ef) EE) = WOK}OCE, 1), (4-21) 
其 中 Wt) 为 正定 矩阵 .问题 是 : 求 和 W 个 分 散 控 制 圳 st ,i = 1 2 = 1， 
2,…, 天 ,使 (4-18) 式 ~ (4-21) 式 得 到 满足 ,并 使 以 下 特性 指标 最 小 ; 


7 = g{ 4 Ox) Qt) + PH AT {4-22) 
点 =] r=1 
其 中 R() 为 正定 滤 阵 . 
4.3.2 分 艇 解 (离散 形式 ) 


分 散 随机 控制 的 求解 首先 把 状态 居 计 (k) 分 获 解 成 两 部 分 :决定 于 输 人 数据 
部 分 Yo0(A) 和 决定 于 控制 部 分 x*(k), 即 


EE) = WOE) + CC 有 ， (4-23) 
其 中 zt) 由 下 式 给 定 : 
[ +1) = AY(E) + > Bn(k), 
ET (4-24) 
XC1) 三 {1). 
(1) = 0, 因 此 
T(E) = EPE 11) + K(k + 1)( YY ,Ek+1)- CED(E+ 1)), 
{4-25a) 
Fok + 1) = AxrD(E), {4-25b) 
其 中 
~ def 
Fy ko pk) Cx k). (4-26) 


通过 分 解 ,可 以 证 明 : 分 散 系 统 是 由 各 站 处 理 传感器 数据 的 卡尔 曼 (R. 玉 . Kalman) 
宦 波 器 组 成 的 , 令 ?CK) = 忆 ix0CE)AYCE)| 为 在 i 站 只 用 测量 YC(4) 的 局 部 估计 ， 


邻 PE) = [C2DCK) -xP ] (ZE) - x23))TVAY(E)] 表示 由 到 (有 引起 的 误 
差 方 差 ,利用 附加 的 局 部 数据 相关 向 量 # (5) ,在 给 定 所 有 数据 情况 下 , 状态 估计 
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给 定 为 

IE) = A POE) PTE EPR) + he(k)], (4-27) 
其 中 
人 (8) = 01) 4 PAORICIWEICORE SY A(R) CEPCE)], (4-28a) 
RR) = Ax?(k — 1), (4-28b) 
PIH) = MUCK) + CIWF'OK) GC,, (4-29) 
h(Ek+1) = FOE+ RCE)+ Gk + EP?(k + 1), 

hl1) = (4-30) 


pe Soewrtoaln。 PKUEJaM-U)A， (4-31) 


Gk+1) = Pk+ DMI + APCE)PIICE)Y A PO + 1 二 + 
(4- 32) 


def (FE + 1) rkt (F(R+ 1) — xtkt 了) 
Mk+ 1 El 了 《六 了 | 


其 中 


YA yD 12h = 2. ND). 
体 定 各 为 非 奇 异 阵 , 当 信 和 导 在 结 点 传送 到 结 点 了 = 1,2.… -1i+ 入 
时 ,定义 
BE) = BISCE + DU POE) PTORIRDE) + hk)], (4-33) 
它 代表 mw x 1 的 向 量 . S(k) 是 时 间 向 后 传播 , 榨 制 向 量 


wk) =— (Re+ BISCL+ DB)-1{ SCE) + BISCk + Dxe(k)}. 
(4-34) 
4.3.3 连续 时 间 随 机 大 系统 的 分 散 控 制 
问题 是 寻求 N 个 局 部 控制 (12) ,i = 1,2,…, 交 ,使 之 久 足 随机 差分 方程 
dx = [Ax(t) + Si pat)] dt +dE， (4-35) 
并 使 以 下 目标 泛 函 极 小 ; 
J= 中 这 羡 人 [ro@(Ox( + pL A {4-36) 


局 部 输出 测量 为 
dy; = COODxCUF dt + dn,, (4-37) 
其 中 吉 和 全 ,i = 1,… ,NN, 是 向 量 布 朗 (R. Brown) 过 程 ,具有 零 均 值 和 方差 : 
Eldédé = Viidt, 
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Eldmadan tl = W(2) dt. (4-.38) 
(4-38) 式 中 矩阵 Q0t) 和 县) 分 别 假定 为 对 称 半 正定 阵 和 正定 阵 .测量 历 忠 定 习 为 


rnD 攻 lan 有 (= 1,2,.,N), 
最 优 控 制 具 有 以 下 一 般 形 式 ， 
A 了 (4-39) 
即 上 (控制 器 ) 是 从 整个 网 阁 中 所 得 信息 的 薄 数 . 
在 分 散 控制 中 ,假定 每 站 的 数据 都 由 它们 自己 的 卡尔 点 让 波 髓 灶 理 , 即 


dz = AxTOU)d + POACTO) WiC ft) - OC) XTC) dt), 


(4-40) 
其 中 FAD ys) Cx). (4-41) 
局 部 误差 方差 P(t) 只 基于 信息 F(t) ,而 且 传 播 为 
P(t) = ACOPC) + 有 (4TCb + Vs) — 
PT CTOD) W710 CE) P.(4)( 对 于 给 定 的 P.(0)). (4-42) 
一 旦 所 有 数据 具备 ,状态 估计 为 
得 
(0) = POO PI + h(i)}, (4-43) 
其 中 如 (4) 的 动态 方程 由 下 式 给 定 ; 
hi(#) = AC) - PPO CID WTOD CA ThE) + 
(PEA) PH) — TI VCO) PIU) De). (4-44) 
由 于 2p(0) 和 9(0) 是 零 向 量 ,因此 


#0) = 0, 
从 吕 (D 连续 时 间 公 式 可 以 看 出 ,和 (5) 对 过 程 噪 声 方 差 的 依赖 性 .如 果 对 于 0 关上 
入 VE) = 0 则 吕 ( = 0 (4-44) 式 的 附加 项 有 稳定 作用 ,因为 它 是 负 半 定 的 . 


与 离散 时 间 系统 相似 ,连续 时 间 的 控制 器 为 
u(t) = - RI BI S(O IL PO) PTORP) + (2)] + x 
(4-45) 
因此 ,在 每 个 LN - 1) 站 ,共有 以 下 形式 的 连续 时 间 信 息 : 
PIC) = 有 (8{ 昌 [到 (日 本 RXR) + hi(#)), (4-46) 
将 从 j= 12,… 汪 - 1,5+ 1,…, 育 的 其 他 站 发 送 到 每 一 站 . 
4.4 队 论 


在 分 散 决 策 的 情况 下 ,有 许多 决策 着 .每 个 决策 者 在 不 同时 刻 控 制 不 同 的 决策 
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变量 . 队 是 一 个 组 织 , 在 这 个 组 织 里 ,对 所 有 的 成 员 , 有 一 个 共同 的 单一 目标 或 价值 
函数 . 何 航 琦 指出 , 队 论 的 主要 要 素 为 

(1) 对 每 一 个 决策 者 来 说 ,都 所 有 某 些 不 确定 性 的 .不 同 的 .相关 的 信息 ; 

(2) 为 了 获得 性 能 指标 ,所 有 决策 者 的 作用 需要 协调 . 

如 果 缺 掉 其 中 的 一 个 或 一 个 以 上 的 要 素 , 则 问题 篇 化 成 为 去 三 上 或 变 得 平凡 了 ， 

须要 强调 的 是 ,允许 决策 者 预先 交换 信息 并 达成 协议 ,也 即 他 们 对 所 采取 的 协 
调动 作 可 取得 一 致意 见 . 该 协调 动作 是 他 们 各 自 取 得 信息 的 函数 .这 与 传统 的 非 协 
调 博弈 是 不 同 的 ,在 那里 不 可 能 有 强制 的 预定 协议 ， 


4.4.1 队 决 策 的 模型 


由 何 千 琦 所 提出 的 模型 中 ,有 五 个 基本 元 素 : 

(1) 具有 绽 定 分 布 p(#) 的 随机 向 量 ,6 = ,名 ,64) .这 个 随机 癌 量 代 
表 了 所 有 与 问题 有 关 的 不 确定 性 .例如 测量 噪声 、 随 机 干扰 ,不 确定 的 随机 干扰 等 . 
< 常 被 当做 “自然 状态 ”或 “自然 决策 ". 

(2) 一 个 观测 集合 z = jz: 人 2 上, 它 是 二 的 给 定 函 数 , 即 

2 = EEE) i= 1,2, ,Rn). (4-47) 

xz 通常 是 一 个 向 量 , 并 看 做 是 第 i 个 决策 者 (DM) 所 具有 的 信息 或 观测 ;集合 1 | 
i = 1,2,… ,nl 称 为 问题 的 信息 结构 . 

(3) 每 一 决策 者 有 一 个 决策 变量 集合 和 ,ww 一, | 三 上 为 不 失 一 般 性 ,可 
以 假定 uw 是 一 个 标量 .如 果 ww 是 向 量 , 它 可 以 被 分 解 成 多 于 一 个 以 上 的 决策 者 ,并 
假定 他 们 获得 相同 的 观测 有 

变量 6,x,w 都 假定 在 适当 的 空间 张 ,Z ,7 中 取 值 . 

《4) 第 个 决策 者 (DM) 的 策略 (决策 规律 或 控制 规律 ) 是 一 个 映射 : 


Via UG, 
它 代 表 在 观测 的 基础 上 采取 和 件 么 样 决策 的 一 种 列 联 计划 ,因而 可 写作 
WH; = ile), {4-48) 
{5) 问题 的 价值 函数 是 一 个 映射 :人 台 x 5 一 中, 即 
价值 = LCs Wass Uns $1 2°" Gm). {4-49) 


注意 ,对 于 一 个 给 定 的 策略 集合 ,i = 1,2,:… ,有 RR: 工 是 一 个 的 斑 定 函数 , 妈 
Lm te) = Lrsm = Ye(mCE)), 6 ), 
因而 了 工 对 peE) 的 期 望 是 充分 确定 的 . 
故 可 以 把 队 决 策 问 题 叙 述 为 
求 居 ,使 
1 = ELLu = y(n(#),€) | 最 小 ， (4-50) 
或 
ein 人 7) 
方程 (4-50) 式 可 看 做 是 队 问 题 的 “策略 ”形式 .从 概念 上 ,注意 刘 方 程 (44- 和 ) 式 是 
一 个 确定 性 的 量 优化 问题 .显然 ,一般 来 说 这 是 一 个 难题 ， 
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4.4.2 部 分 嵌 套 信息 站 


在 一 般 情 况 下 , 队 抉 策 的 最 优 解 是 非 线 性 的 ,而 且 是 很 准 求 得 的 ; 只 有 在 特殊 
的 信息 结构 下 , 才 有 线性 最 优 和解 .如果 有 控制 四 ,由 st 知道 s 所 知道 的 
信息 , 则 这 种 信息 结构 称 为 部 分 嵌 夺 信息 结构 . 具有 部 分 谋 套 信息 结构 的 队 决 策 ， 
具有 线性 最 优 解 . 
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判断 、 分 析 天 系统 能 香 正 常 稳定 运行 的 理论 和 方法 是 大 系统 稳定 性 研究 的 主 
要 内 容 . 研 究 大 系统 稳定 性 问题 ,基本 上 有 三 个 步骤 : 

{1) 把 给 定 的 大 系统 分 解 成 若干 小 规模 的 子 系统 ; 

《2) 利用 经 上 典 的 稳定 性 理论 和 方法 分 析 各 子 系统 的 稳定 性 ; 

《3) 把 所 得 的 结 果 合 起 来 ,并 将 各 于 系统 之 间 的 相互 关联 必 次 约束 条 忻 ,推导 
整个 系统 稳定 性 的 判 据 . 

根据 稳定 性 定义 的 不 同 ,分 析 大 系统 稳定 性 的 方法 主要 有 了 两 种 : 

(1) 李 雅 善 诺 夫 本 数 法 ” 即 对 于 各 子 系统 ,假设 一 个 李 雅 普 诺 夫 ({Lyapunov) 
函数 ,然后 利用 向 量 李 雅 普 诸 夫 函数 理论 ,或 者 把 各 秒 统 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 加 权 求 
和 ,构造 标量 李 雅 普 庄 夫 函 数 来 检验 整个 系统 的 稳定 性 . 

(2) 输入 输出 法 ”即将 各 子 系 统 在 谤 函 空 间 上 用 一 个 数学 表达 式 或 算 子 来 描 
述 , 然 后 用 泛 函 分 析 方 法 来 进行 大 系统 稳定 性 分 析 . 

在 互 连 的 大 系统 稳定 性 分 析 中 ,主要 的 研究 的 问题 是 ; 互 作用 的 幅度 和 强度 究 
竟 机 以 达到 争 大 , 才 不 影响 整个 系统 的 稳定 性 . 


5.1 李 雅 普 诺 夫 方 法 


5.1.1 定义 和 问题 描述 

定义 1 一 个 状态 * 和 时 间 # 的 标量 实 值 函数 wx, 被 认为 是 “正定 "的 ,如 果 
有 一 个 非 递 减 实 值 函 数 3(x ,1) ,使 得 对 于 所 有 x 六 0,5(0,0) = 0,0 < v(x,!) 声 
vx; 二) .如果 人 (mw ,日 = wm, 则 函数 v(x,t) 进一步 称 为 径 向 无 界 .符号 , ‖ 表示 
欧 几 里 息 (Euclidean) 落 数 , 定 广 为 1 yx = (x?f+ 4 + x 人 2， 

定义 2 一 个 正定 函数 v(x,!) 称 为 “递减 的 ”", 如 果 存 在 一 个 非 递 减 函 数 
vf x 有), 使 得 500) = 0,v(x,2) 志 5( 上 x). 正定 递减 和 径 向 元 界 函 数 被 表示 


为 pdu. 
定义 3 一 个 mxapm 矩 阵 4 称 为 *M"” 或 “Metgler 年 阵 ,如 果 以 下 等 价 条 件 满 足 : 


ta 的 所 有 主子 式 为 正 ; 
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2 4 的 所 有 前 主子 项 为 正 ; 

了 对 于 元 束 都 为 正 的 向 量 x( 或 y),Ax( 或 4Tx) 的 元 素 都 为 正 ; 

不 和 -1! 存在 ,其 所 有 元 素 为 非 负 ; 

3 ReldtA)l > 0 对 于 = 1,2,, 

他 对 角 上 矩 降下 = diagf 员 及 ,下 ]. 二 > 0, 存 在 , 憾 得 BM + BTB 为 正定 矩 
阵 ,这 个 条 件 有 时 称 为 李 雅 普 诺 夫 型 . 

定义 4” 一 个 实 平方 第 阵 如 称 为 *M"” 矩阵 ,如 果 有 一 个 对 角 垂 阵 


万 = diag[ ,dd > 0 使 得 万 -只 7D0 是 正定 矩阵 . 
现在 考虑 非 强 扎 的 大 系统 ， 
EL: 福 = fr). (5-1) 
它 由 让 个 子 系 统 组 成 ， 
Csi: = 人 + (i = 1,2,.",N). (5-2) 
其 中 %,f(:) 和 gC ) 满足 x = (x ,x 了 = + 
#0 ;IL, 和 ,分 别 表示 原始 大 系统 和 复合 子 系 统 .进一步 假定 原点 x。= 0 是 一 
个 平衡 状态 , 即 对 于 = 1,2,…,N， 
FO = 0, fl0,0) = 0, gl0,t) = 0. (5-3) 
复合 子 系 统 的 集合 可 重 写 为 
者; 三 flx,t) 十 寻 ;， {5-4) 
其 中 g = g(x,!) ,实际 上 代表 了 交互 或 对 第 i 子 系 统 的 交互 连接 输 人 ,为 了 硬 于 
讨论 , 当 第 1 个 子 系统 完全 去 鬼 时 , 称 
Li = f(x t) {5.5) 
为 孤立 系统 .而 且 现 在 的 讨论 只 限于 相对 于 平衡 点 x。 = 0 或 xie = 0,1 = 1 2 站 
下 面 定义 一 致 稳定 ,一致 源 近 稳定 和 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 一 致 新 近 稳 定 . 
定义 5 对 于 一 个 正定 .递减 系统 状态 了 和 时 间 : 的 函数 vfr ,1),(5-1) 式 的 平 
衡 点 被 称 为 “一 致 稳定 ”, 如 果 对 于 所 有 x 和 i, ~ atr, 0 1 30 注意 符号 
&(.) li 意味 着 变量 k(，) 是 沿 大 系统 (5-1) 式 的 轨迹 进行 计算 的 . 
定义 6 按 定义 5, 平 衡 点 x。= 0 是 一致 浙 近 稳 宁 ”的 ,如 果 jb(x,D) 1 > 
0 和 “基本 上 一 致 汤 近 连 接 稳定 " ,日 v(x,t) 是 径 向 无 界 ( 定 义 1) 的 .定义 5 和 定义 
6 的 晒 数 v(x,7) 称 为 李 雅 普 诺 夫 函 数 . 
大 系统 稳定 问题 表达 为 ;对 于 定义 1 工 的 大 系统 , 它 可 以 分 解 为 具有 孤立 子 系统 
L (5-5) 式 ) 的 入 个 复合 子 系统 I。((5-4) 式 ) 和 互 连 接 项 oai( 定 义 4) ,那么 ,在 什 
么 条 件 下 原始 复合 系统 是 一 致 渐 撑 连接 稳定 的 呢 ? 


5.1.2 大 系统 地 雅 普 诺 去 稳定 条 忻 


定理 1 内 组 合子 系统 (5-2) 式 所 代表 的 大 系统 是 基本 - 致 浙 近 稳定 的 ,如 果 
以 下 条 件 成 立 : 
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1* 对 于 每 一 个 了 ,存在 一 个 pdu{ 定 义 2) ,使 


dt) | Ea= oh Wx}, (5-6) 
2 起 W(x) {5-7} 
其 中 dist 三 1,2,-… ,NW, 是 正常 数 ， 他 :fx 有 是 正定 函数 ， 
2 互 连 接 项 由 下 式 界定 ; 
| gx) | bu), (5.8) 
j=l 
其 中 b&b 是 非 负 常数 ， 
了 由 
ej = ti — bi, ey =~ b; {i ¥ 7), (5-09) 
给 定 的 几 x 矩阵 E = [ey] 是 一 个 矩阵 , 导 EE 前 主子 项 都 为 正 ， 
def et ”ert 
五 一 一 de … sO (i= 1,2,.,N). 《5-]0) 
en 


上 有 述 条 件 中 要 求 所 有 独立 子 系统 都 是 基本 一 致 渐 近 稳定 的 . 这 个 仍 定 颇 为 亚 
格 .下 面 的 判 据 要 求 的 条 件 较 给. 

由 组 合子 系统 (5-2) 式 所 代表 的 大 系统 是 基本 一 致 浙 近 稳定 的 , 邵 果 以 下 条 
件 成 立 : 

1° 对 于 每 一 个 本 ,存在 一 个 pd 函数 外 [把 1) 4 使 得 


i | -Wm x). {5.11) 
其 中 gi,i = 1,2,…, 和 ,是 正常 数 ; 氏 (x;) 和 2(x) 分 别 为 正 半 定 和 正定 丽 数 . 
之 互 连 接 项 满足 
(2 ) 上 
dm) B(x) < WC) bs). (5-12) 


和 由 (15-9) 式 所 定义 的 Wx 站 矩阵 如 是 一 个 允 阵 ， 
5.2 输 人 输出 稳定 方法 


5,2,1 问题 描述 


输 人 输出 稳定 是 建立 在 函数 空间 基础 上 的 . 令 LA*’ 表示 Rr 时间 值 函数 (1) 
的 赋值 空间 , 则 “扩充 冉 值 空间 ”wy 定义 为 
Ur = {ul wu E UriyreR, 
其 中 中 是 “ 截 函 数 " ,定义 为 
w(t) - 人 人 《Et < r), 
5 0 《其 他 ). 
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定义 算 子 G: 0 一 UD, 它 被 称 为 “输入 输出 稳定 "或 简单 地 人 砷 IO 稳定 ,如 果 存 在 
2 个 非 负 常 数 a 和 有 ,使 得 
Ga 二 & sw +B (对 于 所 有 r+ € RR)， {5-13) 
其 中 上: 上 是 空间 Ut 中 的 范 数 . 
算 子 G 的 增益 定义 为 
| Ga). } 


Enint = 人 


令 D,F,G 和 日 是 从 UA 到 它 本 身 的 算 子 ,使 G0 = 0, HD = 0, 现 在 考虑 ID 闭环 系 
统 : 


(5-14) 


e= Dun+y ,y= Ge, 


多 


= Fe+y,y = He， (5-15) 
其 中 «是 系 统 的 输入 . 令 E, 官 ,Y 和 说 分 别 代 表 w€ U7 映射 到 解答 e,e ,了 和 


y 的 算 子 ,那么 节 系 统 (5-15) 式 被 认为 是 稳定 的 ,如 果 算 于 FE, 芋 ,Y 和 是 I0 稳 
定 的 .因为 弧 大 多数 要 处 理 的 大 系统 要 分 解 成 六 个 子 系 统 ,所 以 ,把 Lx 当 作 
Ua 的 乘积 是 有 用 的 ,i = 1,2,…,N, 合 j= p+ pit + jw; 且 


| el = (人 ， | Cm = Cul, mls, HN) ), 


nu: EE Um). (5-16) 
令 加 系统 (5-15) 式 由 A 个 去 粒子 系 统 表示 : 


ei = Da + yi = Ct, 
ei=Fa+tyy =He,+t+ke (i=1,2..,N). (5-17) 


其 中 e = (ef,ef 2h)Ty = 81, 杂 ,yD)", 等 等 ;8,6 ;8 和 六 ;是 U2 的 
成 员 ;G; 和 Hi 是 从 Um 到 它 本 身 的 算 子 ;Di,F; 和 ;是 以 到 Um 的 算 子 . 

大 系统 输入 输出 稳定 问题 就 是 研究 在 什么 条 件 下 ,由 (5-17) 式 表示 的 分 解 大 
系统 是 粮 人 输出 稳定 的 . 


5.2.2 10 系统 稳定 的 必要 条 件 


定理 2 (小 增益 定理 ) ”输入 输出 系统 (5-15) 式 是 输 人 输出 稳定 的 ,如 果 
《gain CG) + (gain H) < 1, (5-18) 
其 中 gain C 定 多 于 (5-14) 式 . 
定理 3 分解 成 (5-17) 式 的 大 系统 (5-15) 式 是 输入 输出 稳定 的 ,如 果 以 下 条 
件 满足 : 
1 增益 G = 的 (ii = 1,2,..…,N). (5-19) 
对 于 一 组 2N 个 非 负 常数 包 的 集合 ,以 下 范 数 条 件 成 立 : 
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| Hie ir Kie Dl a Bl (ed (ee ErE 


(5-20) 
Nx 刘 的 答 阵 B = [与 ] 是 一 个 Mf 矩阵: 
& = i of by =- a (i 1). 
5.3 复合 系统 的 能 控 性 与 能 观 性 
不 失 一 般 性 ,只 考虑 由 2 个 于 系统 构成 的 复合 大 系统 ， 
5.3.1 和 开 环 复合 系统 能 控 和 能 观 的 充 要 条 件 
考虑 系统 
2 A GT rH 
[, -=[ 网 目 网 忆 (5-21) 
天 1 
y= (Co[ + me (5-22) 


其 中 zi ,了 :和 ?分 别 为 aiymm 和 和 r 维和 的 子 状态 ,控制 和 输出 千 量 ;于 系统 矩阵 
4 和 42 分 别 为 由 xm 和 mxmi 是 nm xn 的 互 连 贞 阵 ;C 和 襄 是 r xn 和 
rx nz 输出 寻 阵 ;DD 是 r x 六 矩阵 . 仿 4 和 4 的 特征 值 为 

AfA| = Al {i= 1.2,mi)， 


A = A = 2, Nn ), (5-23) 
定理 4 (5-211 式 15- 和 2) 式 的 能 控 的 充 要 条 件 为 
te rank Ps( A2) = rank[ 4 - A By] = ns (i = .2,., Na), (5-24) 
| G 曙 . 
> mk = wank| 和- ! A p = rit i= ,2,.", Nn). 
(5-25) 
进而 ,系统 {5-21) 式 (5-22) 式 能 观 的 充 要 条 伴 为 
地 1° rank O(N! ) = ronk| 4 - pd = HH i= 1,2,.. ,HI), (5-26) 
态 | 一 证 好 
加 rank O02{ 二 三 叫 0 A 一 a 二 RI + ny Ci 三 1,2,.*, 12). 
C, C, 
(5-27) 


5,3.2 闭环 复合 系统 能 控 和 能 观 的 充 要 条 件 
考虑 闭环 复合 系统 
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好 = x+ 加 7。 = Cx,, (5-28) 
y= Cx + De, 
其 中 * 是 系统 误差 的 调 量 ,? 是 总 的 输出 ,zi 和 x 是 子 系统 的 状态 ,uw 是 控制 .为 检 
验 此 系统 的 能 控 性 和 能 观 性 ,可 以 消去 (5-28) 式 中 的 e 和 =z, 建 立 类 人 于 (5-22) 式 


上 = x+ Ble, ee=H#H-7， 


的 方程 , 即 
x [ 人 [= ™ "|: | 1 "| 
人 加 BC : " 十 2 ™ B,D C, 8.D, 
早 三 COO: 7 一 pe)| 机 | 本 Dn. (5-29) 
XI 
定理 5 闭环 复合 系统 (5-29) 式 能 控 的 充 要 条 件 为 
1° rank PCA!Y = rank[ A ~ AY,BII= Rn 人 = 1.2,.,n), (5-30) 
2 且 ) 一 A 宁 0 BR _ 
2 rank Put As) = rank| Be A A po| = RI+ mm 
(i = 1,2,°, rn2). (5-31) 
进而 ,系统 (5-29) 式 能 观 的 充 要 条件 为 
1 rark OO!) 二 rank [ ]- = RE {8 三 1,2,. ,41), {5-32) 


-A -BC 

Pank(,(4:) = | 0 总; -~ | = 
CO -DC 

(5-33) 
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引 育 


对 策 论 是 研究 两 个 或 两 个 以 上 的 参加 者 在 竞争 性 或 对 统 性 的 局 势 下 如 何 采 取 
行动 ,作出 有 利于 己方 的 决策 的 数学 理论 .这 里 的 两 个 或 多 个 参加 者 ( 称 为 局 中 人 】 
相互 之 间 有 利害 冲突 ,每 个 参加 者 只 能 控制 部 分 局 势 , 有 时 也 不 排除 某 些 参加 者 之 
向 有 房 合作 ,最 终 基 各 自作 出 执 择 (选择 一 个 策略 ) ,以 得 到 一 个 对 己方 最 为 有 利 的 
结局 . 

对 策 论 成 为 数学 的 一 个 分 支 , 始 于 1944 年 .该 年 , 污 : 诺 伊 最 (J. von Neumann) 
和 摩根 斯 瑟 (0.Morgenstem) 出 版 了 莫 基 性 的 经 典 著 作 4 对 策 论 与 经 济 行 为 }》. 在 该 
a 第 一 次 给 对 策 以 明确 的 数学 描述 ,并 且 讨 论 了 对 策 论 在 经 济 学 中 的 一 些 应 


”从 1944 年 到 现在 ， 已 过 去 了 0 余 年 ,对 策 论 在 理论 和 应 用 等 各 方面 都 有 了 不 
少 发 展 . 在 理论 方面 ,从 最 初 的 二 人 对 策 发 展 到 ma 人 对 策 ,从 离散 对 策 发 展 到 连续 
对 策 , 从 非 合作 对 策 发 展 到 合作 对 策 . 在 应 用 方面 ,从 最 初 的 经 济 学 领域 扩展 到 军 
事 ,政治 ,心理 学 .社会 学 等 领域 . 在 对 策 的 计算 方面 ,也 也 得 了 一 些 较 优 秀 的 成 
就 . 


1 和 矩阵 对 策 


1,1 和 眠 阵 对 第 


1.1.1 姓 阵 对 策 基 本 概念 


气 阵 对 策 是 整个 对 策 论 的 研究 基础 ,其 中 零 和 二 人 对 第 是 最 基本 的 对 策 . 在 二 
人 人 对策 中 ,一 个 局 中 人 的 赢得 等 于 另 一 个 局 中 人 的 失去 的 .二 人 人 对策 称 为 零 和 二 人 
对 策 .下 面 举例 说 明 . 

1. 配 钱币 游戏 

二 个 参加 者 , 称 为 局 中 人 1 和 局 中 人 人 2, 各 拿 出 一 校 钱币 .在 不 让 对 寿 看 见 的 情 
况 下 ,将 钱币 出 示 给 对 方 .如果 两 个 钱币 都 呈正 面 或 都 星 反 面 , 则 局 中 人 1 得 1 分 ， 
局 中 人 2 得 - 1 分 .或 者 说 ,局 中 人 2 输 给 局 中 人 1 一 个 单位 .如 果 两 个 钱币 呈 一 正 
一 上 反 , 则 局 中 人 1 输 纵 局 中 人 2 一 个 单位 .可 以 用 一 个 方 阵 来 表示 这 些 结果 ; 
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局 中 人 1 


这 种 情况 下 ,局 中 人 1 和 局 中 大 2 各 有 两 个 策略 .每 个 局 中 人 的 第 1 个 策略 表 
示 选 择 出 示 钱 币 的 正面 ,第 2 个 策略 表示 选择 钱币 的 反面 . 

上 面 的 表格 称 为 对 策 的 支付 纸 阵 , 它 是 两 个 局 中 人 的 策略 的 函数 .局 中 人 1 的 
策略 用 支付 矩阵 的 行 来 表示 ,局 中 人 2 的 策略 用 支付 矩阵 的 列 来 表示 .每 个 局 中 人 
选 定 一 个 策略 后 ,支付 算 阵 中 有 一 个 对 应 的 元 素 , 它 民 表 局 中 人 2 应当 付 给 局 中 入 
1 的 支付 值 .例如 , 若 局 中 人 1 出 反面 (策略 2) ,局 中 人 2 也 出 反面 (策略 2), 则 在 上 
袁 中 第 ?2 行 第 2 列 处 的 元 素 1 就 是 局 中 人 2 应 该 付 给 局 中 拭 的 数目 ,这 时 ,局 中 人 
1 得 到 支付 1, 即 局 中 人 人 1 启 进 1 个 单位 ,局 中 大 2 输 掉 1 个 单位 . 正 的 支付 值 表示 局 
中 人 1 工 得 到 的 支付 是 正 的 值 .反之 , 负 的 支付 值 表 示 局 中 人 1 从 局 中 人 2 处 得 到 的 
是 负 的 值 ,这 就 是 说 ,局 中 人 1 失去 若干 个 单位 ,这 若 于 个 单位 被 局 中 人 2 赢得 ， 

这 种 游戏 就 是 一 个 对 策 .所 户 对 策 ,就 是 一 组 规则 , 它 描述 整个 训 戏 (或 竞赛 、 
或 竞争 、 或 斗争 ) 自 妨 至 终 所 应 蓝 符 的 各 项 规定 ,包括 局 中 人 ,策略 、 选 定 策 巾 后 的 
支付 等 . 

2. “斧头 .剪刀 , 布 ”游戏 

每 个 小 孩 都 玩 过 这 个 游戏 . 滨 头 胜 前 丸 、 葛 刀 胜 布 、 布 胜 拳 头 .这 里 也 是 两 个 局 
中 人 :局 中 人 1 和 局 中 人 2. 每 个 局 中 人 有 三 个 策略 : 策 格 1 代表 出 驹 头 ,策略 2 代表 
出 剪刀, 策 轩 3 代表 出 布 . 候 设 胜 者 得 1 分 , 负 者 得 - 1 分 , 则 支付 和 矩阵 次 


局 中 人 人 2 


表 中 的 元 素 是 局 中 人 1 应 得 的 支付 值 . 

定 洋 1 设 局 中 人 1 有 mm 个 策略 ,i = 1,2,…,m; 局 中 人 2 有 个 策略 ,ji = 1， 
2,… ,nn. 设 局 中 人 1, 局 中 人 2 分 别 选择 策略 i 和 j 时 ,局 中 人 1 从 局 中 人 ?处 得 到 的 
支付 是 oj , 则 支付 矩阵 为 


1 和 矩阵 对 和 荣 ， 683 : 


Qn 
A=[a]=|-… … | . (1-1) 


Qo 
对 策 由 上 列 和 矩阵 完全 确定 .这 种 对 策 叫 做 m x mn 矩阵 对 第 . 11,2，… ,mi 和 |1,2;…， 
Fr 分 别 是 局 中 人 1 和 局 中 人 2 的 策略 集 . 

叫 是 局 中 人 1 得 到 的 支付 ,局 中 人 2 得 到 的 支付 则 为 - aj. 由 于 总 共 上 只 有 两 个 
局 中 人 ,而 且 在 任何 情况 下 双方 得 到 的 支付 之 和 为 零 , 即 m + {~ 由) = 0, 这 种 对 
策 称 为 等 和 二 人 对 第 . 

1.1.2 最 优 策略 与 鞍点 

在 以 (1-1) 式 的 4 = Las] 为 支付 矩阵 的 零 和 二 人 对 策 中 ,局 中 作 1 希望 支付 
ay 越 大 越 好 ,而 局 中 人 2 划 刚 好 相反 ,他 希望 - 的 越 大 越 好 , 即 sy 越 小 越 好 .但 在 
支付 矩阵 [ar] 中 ,每 个 局 中 大 只 能 控制 两 个 变量 ;和 j 中 的 一 个 :局 中 人 1 只 能 控制 
变量 ,1 ,局 中 人 2 只 能 控制 变量 j. 

如 果 局 中 大 1 选 定 一 个 策略 i, 则 闻 至 少 可 以 得 到 支 村 ,Min oy. 这 就 是 支付 抑 
阵 第 ;: 行 的 最 小 元 素 . 由 于 局 中 人 1 希望 支付 值 越 大 越 好 ， 他 可 以 选择 fi 人 悟 上 式 为 
最 大 , 即 他 可 以 选择 使 二 


{1-2) 
同 理 ,如 果 局 中 人 2 法 定 一 个 绩 避 ， 项 高 中 和 1 得 到 的 支付 不 会 超过 max ay. 


这 就 是 支付 矩阵 第 j 列 的 最 大 元 素 . 由 于 局 中 人 2 和 希望 支付 值 越 小 越 好 ， 他 可 以 先 
择 了 使 上 式 为 最 小 , 即 他 可 以 选择 人 使 局 中 人 人 1 得 到 的 支付 不 大 于 
(3) 


(1-2) 二 是 支付 类 了 各 行 最 小 震 到 让 最 大 (1-3) 式 是 支付 窍 阵 各 列 最 大 值 
让 的 最 小 者 .容易 看 出 ,对 于 1.1.1 小 节 的 合子 1. 和 2. 的 对 第 ,者 有 


一 1 = max min @y < min max ay = |. 
十 Isis iF 


而 对 于 以 {例如 ) 


为 支付 矩阵 的 4 x 3 矩阵 对 策 , 则 有 
qi =0= min max ai. 


2 in, 9 1 大 J 下 了 3 1 二 i 二 六 
在 一 般 情况 ,有 如 下 定理 . 
定理 1 对 于 任意 m x ”矩阵 对 策 4 = [Lay], 必 有 


minty < min mAax ai ， {1-4) 
ee lejat lim 


当 上 式 中 等 号 成 立时 ， 部 当 
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1 Dn oy = ?= in max oy (1-5) 
寺 ,这 个 值 * 称 为 对 策 的 值 .此 时 , 必 有 一 个 ii = i* 和 一 个 j= 六 ,性 
Gy EG = {1-6) 


对 于 一 切 上 和 一 切 j 成 立 . 

i* 和 产 分 别称 为 局 中 人 1 和 局 中 人 2 的 最 忧 策略 . (i* ,j* } 是 对 策 的 一 个 鞍 
点 ,或 称 为 对 策 的 一 个 解 ， 

从 (1-6) 式 可 以 看 出 ,对 策 在 整 点 Ci* ,j" ) 处 的 值 ", 既 是 支付 矩阵 中 它 所 在 
的 行 中 的 最 小 元 素 ,又 是 它 所 在 的 列 中 的 最 大 元 率 . 因 此 ,对 策 如 果 有 著 点 ,很 容易 
直接 求 出 来 . 

鞍点 有 下 列 性 质 . 

定理 2 ”如果 (i" ,j*) 和 (名 , 户 ) 都 是 m x 请 托 阵 对 策 4 = 【ay] 的 鞍点 , 则 
Ci ,让 和 ( 户 ,j* ) 也 是 对 策 的 蒜 点 , 且 

me = op = op 二 a ， 

这 个 定理 说 明了 具有 较 点 的 矩阵 对 第 的 两 个 性 质 ; 一 是 鞍点 的 可 交换 性 ,或 称 

为 矩形 性 质 ;二 是 苦 点 处 的 值 都 相等 ， 


1,.2 混合 策略 


1.2.1 混合 策略 及 其 性 质 
若 严 < 正 矩阵 对 策 4 = [oy] 没有 蒜 点 , 即 当 


max minay < min max ay 
本 本山 1 喇 / 世 作 EE 让 凸 语 二 


时 ,对 策 的 值 和 解 不 存在 .下 面 引 人 人 混合 策略 的 概念 . 

为 了 避免 让 对 方 猜 出 自己 采用 哪 一 个 策略 ,局 中 人 1 可 以 用 一 种 随机 的 方法 
来 决定 自己 要 选择 的 策略 ,也 就 是 采用 一 个 混合 策 酷 . 

定义 2 ”局 中 人 1 工 的 混合 策略 是 一 个 m 维 向 量 半 = (x ,x2，…,%m), 它 满足 


bi = 人 0 Cr 三 1,2,-……,m) 和 Dj = 1, 


以 5 记 全 体 五 的 集 .同样 ,局 中 人 2 的 混合 策略 是 一 个 5 维 向 量 Y = (yy2,…， 
所 满足 


Ef 计 0 (i 三 1 ,2 和 Dy = 上 
以 5, 记 全 体 了 的 集 . 
局 中 人 1 以 概率 x 选择 策略 i 局 中 人 2 以 概率 选择 策略 疡 这 时 支付 为 三 的 
概率 是 xi- 每 一 个 支付 上 池 乘 以 相应 的 概率 xd ,对 所 有 的 和 所 有 的 / 求 和 ,就 得 到 
局 中 人 人 1 的 期 望 支付 : 


>) Zopy; = XAY. (1-7) 


r= jel 
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局 中 人 1 希望 这 个 期 望 支 付 越 大 越 好 ,局 中 人 2 则 希望 它 越 小 越 好 . 如 果 局 中 
人 1 选择 策略 半 马 3 ,他 的 期 望 支付 至 少 为 
minXAYT. 


res 
局 中 人 1 可 以 选择 羡 € 5 使 土 式 为 最 大 , 即 可 以 使 自己 得 到 的 支付 不 小 于 


w= maxr min 龙 4 了 了 {1-8) 
FES TES 


如 果 局 中 人 2 选用 策略 也 5,, 他 应 当 付 虽 的 期 望 支付 最 名 为 
max AYT, 


Tes 


局 中 人 2 可 以 选择 了 € 5 使 上 式 为 最 小 , 即 他 可 以 使 局 路 人 1 得 到 的 支付 不 大 于 
vw = min max KAYT. (1-9) 


res ES 
5 和 v 之 间 有 下 述 关 系 . 
定理 3 ”对 于 任意 到 xm 矩阵 对 策 4 = [ay], 有 
"< 人 


1.2,2 了 最 小 最 大 值 定理 


汉 : 诺 仇 曼 首 先 证 明 : 对 于 一 切 mx ”矩阵 对 策 4 = [ay],(1-8) 式 和 (1-9) 式 
中 的 两 个 值 w 和 v3 存在 且 相 等 .这 一 结果 就 是 著名 的 对 策 论 基 本 定理 ,或 称 最 小 
最 大 值 定理 . 
定理 4 { 汉 , 诺 伊 及 定理 ) ”对 于 任意 m x * 矩阵 对 策 4 = [ay], 有 
ca QD) 


1.2.3 混合 策略 下 的 鞍点 


(1-6) 式 是 纯 第 略 下 鞍点 的 定义 .对 于 湛 合 策 赂 ,也 有 类 似 的 鞍点 的 概念 . 
定 兴 3 设 莽 * E55 了" E€ 5. 如 果 对 于 一 切 XE 5 和 一 切 YE€ 5,, 有 
YAY”T < XH" AYT ee KE" AY', (1-12) 
则 称 ( 素 " ,了 " ) 是 mx n 算 阵 对 策 4 = [ay] 的 一 个 鞍点 ( 谋 混合 策略 意义 下 ). 
下 面 的 定理 表明 了 鞍点 存在 和 最 小 最 大 值 定理 的 等 价 性 ， 
定理 5 mx nn 和 矩 阵 对 策 4 = [ay] 有 鞍点 的 充 要 条 件 是 (1-8) 式 和 (1.9) 式 存 
在 且 相 等 . 
(1-11) 式 等 号 左 石 两 边 可 以 改写 成 下 列 等 价 的 形式 : 
min 8 Door)y = = max min Sop 


es Yes 3 了 五 了 下 上 


min Ee (Do) = min max > om. 
=1 


Fes XESS, Fes lai Em 


于 是 最 小 最 大 值 定理 {1- {1) 式 就 可 以 改写 成 下 面 较 简单 实用 的 形式 : 
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max min > am = min mar Dy ow C1-13} 


和 人 TEL 9 1 中: i 


1.3 ”最 优 策略 及 其 性 质 


1.3.1 最 优 策略 


设 m x na 和 拖 阵 对 策 的 支付 拭 阵 是 入 = 【oj]. 由 定理 4 和 定理 5 可 知 ,鞍点 必定 

存在 . 设 ( 革 " ,Y*) 是 一 个 装点 , 即 对 于 一 切 天 和 志 3 和 一 切 YE 5, 有 
AT"T 二 五"47" IT 二 KE" AF. 

称 瑟 " 和 Y" 分 别 是 局 中 人 工程 局 中 人 2 的 最 优 策略 ,并 称 v = 互 " 47” "为 对 策 的 
值 . 也 称 ( 芋 " ,了 " ) 为 对 策 的 一 个 解 . 

由 鞍点 的 定义 (1-12) 式 可 知 ,只要 局 中 大 1 坚持 采用 他 的 最 优 策略 下 ”, 则 不 
论 局 中 人 和 2 选择 什么 策略 ,局 中 人 1 的 期 望 支 和 不 会 少 于 对 策 的 值 . 

v= EA"T, 

同样 ,只 横 局 中 人 2 坚 桂 采用 他 的 最 优 策略 了 ”, 则 不 论 局 中 人 1 选择 什么 策 

略 ,都 不 能 使 期 望 支 付 超过 对 策 的 值 ". 


1.3.2 最 优 策略 的 性 质 


为 了 方便 ,下 面 采 用 一 些 带 见 的 矩阵 记号 . 
以 4 .表示 矩阵 4 第 i 个 行 向 量 ,以 4. 表示 它 的 第 7 个 列 问 量 , 则 


关 人 ex 


Ai. FT = Po 


第 一 个 式 子 表示 局 中 人 1 采用 混合 策 咯 XY 而 局 中 人 2 采用 纯 策略 / 时 的 期 望 支付 ; 
第 二 个 式 子 表示 局 中 人 2 采用 混合 策略 了 ,而 局 中 人 1 采用 纯 策 略 i 时 的 期 望 支付 . 
下 面 是 最 优 策略 的 两 个 最 重要 的 性 质 . 
设 m x nn 知 阵 对 策 A = [ ay] 的 值 是 b. 
定理 6 设 了 ”是 局 中 人 2 的 一 个 最 优 策 略 - 如 果 对 于 某 个 i, 有 
A 人 
则 在 局 中 人 1 的 任 一 个 最 优 策略 区” 中 必 有 x? = 0. 
定理 7 设 X" 是 局 中 人 1 的 一 个 最 优 策略 .如果 对 于 某 个 站 有 
"和 > 8， 
则 在 局 中 人 2 的 任 一 个 最 优 策略 Y” 中 必 有 yi = 0. 
由 定理 6 可 知 , 当 已 知 对 策 的 值 是 v, 并 且 FY* 是 局 中 人 2 的 一 个 最 优 策 略 时 ， 
若 局 中 人 1 采用 纯 策 略 i 时 他 的 期 望 支 付 达 不 到 5, 则 这 个 纯 策 略 是 不 可 有 取 的 ,在 
局 中 人 1 的 任何 一 个 最 优 策 略 到 ”中 一 定 不 会 包含 这 个 纯 策 略 . 


1 和 些 阵 对 策 + 687 ， 


定理 7 了 的 意义 与 此 类 似 . 
定理 3 天" € 5 是 局 中 人 1 的 最 优 策略 的 充 要 条 人 忻 为 
EA = 1,2,.",n). 
定理 9 了 " 和 3 是 局 中 人 2 的 晤 优 策 酷 的 充 要 条 作为 
Te = 1 2, 
如 果 已 知 对 策 的 值 vy, 就 可 以 利用 这 两 个 定理 检验 局 中 人 1 或 局 中 人 2 的 某 个 
策略 是 否 是 他 的 最 优 策略 . 


1.4 ”策略 的 优 超 关 系 
设 矩 笨 对 策 的 支付 矩阵 为 


0 1 ~ 
1 -2 | 。 
2 -1 1 
对 支付 矩阵 的 元 素 稍 加 考察 ,就 能 看 出 ,局 中 人 1 决 不 会 采用 他 的 第 2 个 策略 . 
这 是 因为 ,不 论 局 中 人 2 选择 什么 策略 ,局 中 人 1 的 第 3 个 策略 得 到 的 支付 总 比 第 2 
个 策略 得 到 的 支付 为 大 .因此 ,局 中 人 1 的 第 2 个 策略 只 能 以 零 概率 出 现在 他 的 最 
优 混合 策略 中 . 
于 是 ,要 解 二 面 这 个 矩阵 对 策 , 可 以 将 矩阵 的 第 2 行 划 去 ,只 要 解 矩阵 对 策 
0 1 -1 
2 -1 1 
就 行 了 .而 在 这 个 2 x3 算 阵 对 策 中 ,局 中 人 2 显 热 不 愿 采 用 策略 1: 不论 局 中 人 1 来 
用 哪 一 个 策略 ,第 1 列 的 支付 总 比 第 3 列 的 支付 大 .因此 ,可 以 将 这 个 矩阵 对 策 的 第 
1 列 划 去 , 只 要 解答 阵 对 策 
[1 
一 1 


训 行 了 . 容易 验证 ,这 个 2x2 上 矩阵 对 策 的 解 是 下” = (1/2,172) ,TY = (172,172). 

回 到 原来 的 3 x 3 矩阵 对 策 , 显 然 它 的 解 应 是 下” = (172,0,12),Y* = (0， 
172,1/2) tb = 0. 

下 面 介 绍 策略 间 优 想 关 系 的 概念 . 

定义 4 设 A4 = [ay] 是 mx rn 和 矩 阵 对 策 .如 果 oy = 上 = 1,2,… ,4; 则 称 
局 中 人 工 的 策略 下 优 超 于 策略 1 如果 a 三 ag ,i = 1,2,…,m, 则 称 局 中 人 2 的 策 
略 大 优 超 于 策略 

如 果 在 以 上 两 给 式 子 里 成 立 严 格 的 不 等 号 , 则 分 别称 局 中 大 1、 局 中 人 2 的 策 
略 卡 严格 优 超 于 策略 了 

从 上 面 的 例子 可 以 看 出 ,利用 优 超 关系 可 以 简化 求解 矩阵 对 策 的 过 程 . 

对 于 混合 策 巾 ,也 有 类 似 的 优 超 关系 概念 . 

有 时 ,还 可 以 考虑 一 个 纯 征 赂 被 另外 凡 个 纯 策 赂 的 凸 线性 组 合 所 优 起 的 情形 . 
在 这 种 情形 下 ,如 果 是 严格 优 超 , 则 将 被 优 超 的 那个 纯 策 略 所 对 应 的 行 或 列 划 去 
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后 ,由 剩 下 的 较 小 的 矩阵 对 策 的 最 优 策略 ,立即 得 到 原来 对 策 的 最 优 策略 ,这 只 要 
将 划 去 的 那 一 行 或 列 所 对 应 的 纯 策略 赋 以 零 概率 即 可 ， 

如 果 是 优 超 而 不 是 严格 优 超 , 则 仍 可 以 从 较 小 的 矩阵 对 策 的 解 得 到 震 来 对 策 
的 解 ,但 这 时 有 可 能 会 “失去 ” 某 些 解 . 这 就 是 说 ,从 较 小 矩阵 对 策 的 最 优 策略 , 通 
过 加 上 零 概 率 的 办 法 得 到 原来 对 策 的 最 优 策 略 时 ,所 得 到 的 可 能 不 是 全 部 解 .但 在 
通常 的 情形 下 ,往往 愉 变 求 得 到 一 个 解 , 而 不 一 定 要 得 到 全 部 解 ,这 时 就 可 以 应 用 
这 种 优 超 关 系 求解 . 


1.5 2 x 2 是 阵 对 策 的 解 


考虑 2x2 眠 阵 对 策 
| ]. (1-14) 


如 果 对 策 有 纯 策略 的 鞍点 , 则 立即 可 得 到 纯 策略 解 . 

在 没有 鞍点 的 情况 下 ,通过 两 行 或 两 列 的 下 换 , 也 就 是 通过 局 中 人 1 或 局 中 人 
2 的 两 个 策略 的 编号 的 互 换 , 或 者 通过 和 矩阵 的 转 置 和 各 元 订 的 变 号 ,也 就 是 通过 局 
中 大 1 局 中 大 2 和 名称 的 互 质 , 不 难 发 现 , 只 须 考虑 以 下 情形 : 


ee 


这 时 对 策 必 有 混合 策略 解 . 
应 用 定理 6 定理 7, 可 以 求 得 (1-14) 式 中 对 策 的 解 为 
EE ={xw 1-x")} 
YY = (yl1—-y") 
其 中 
时 rr 时 好 一 p 
< si pt 了 fb (1-15) 
对 策 的 值 为 
y= rt {1-16) 
这 些 公 式 对 于 


gb, se, dd»>b, de 


的 情形 同样 运用 . 
1.6 2xmr 和 mx2 和 所 阵 对 策 的 图 解法 
对 于 2 x rn 的 情形 ,以 mn = 3 为 例 , 设 2x3 算 阵 对 策 的 支付 矩阵 4 为 


四 


上 -- 诗 4 e 。 了 | 
以 中 ,四 分 别 表示 局 中 人 1 的 第 人 加 ,| 分 别 表 示 局 中 人 2 的 


1 矩阵 对 第 " 689 : 


第 1,2,3 个 纯 策略 . 
设 局 中 人 1 采用 混合 策略 
EE = (wir) = (El x) 
其 中 0 专 x* < 1.* = 1 代表 第 1 个 纯 策 略 ( 忠 ,x* 。 
= 0 代表 第 2 个 纯 策略 加 . 

当 * = 1, 即 局 中 人 1 采用 纯 策 略 四 时 , 若 ! 
局 中 人 2 采用 纯 策 略 四 ,支付 为 a, 如 图 1.1 所 
示 . 当 * = 0, 即 局 中 人 1 采用 策略 如 时 ,对 应 于 ， 
口 的 支付 为 4. 连接 图 中 oa,d 点 形成 的 直线 ad 
表示 期 望 支付 . 0 ， 

设 * 轴 上 点 忆 的 坐标 是 * .容易 证 明 , 纵 坐 标 名  。 1 - ， 

0 是 局 中 人 1 工 采 用 混合 策略 互 而 局 中 人 “采用 
纯 策 略 中 时 的 期 望 支付 , 即 4 .1， 图 1-1 

同样 ,be 和 池上 的 点 的 纵 坐 标 分 别 表 示 局 
中 人 1 采用 三 ,而 局 中 人 2 采用 回 和 各国 时 的 期 望 支付 . 

对 于 每 一 个 混合 策略 下 ,局 中 人 1 至 少 可 以 得 到 sd,&e ,cf 三 条 直线 在 x 处 织 坐 
标的 最 小 值 , 即 


衬 


图 1-1 所 示 的 粗 折线 dz" 表示 这 个 最 小 值 消 数 . 
局 中 人 1 希望 选择 无 使 上 面 这 个 最 小 值 尽 可 能 地 大 .从 图 1-1 中 可 以 看 出 来 ， 
他 应 当选 择 点 出 所 代表 的 下 ,这 时 上 述 的 最 小 值 为 最 大 , 即 
4aB = max min XA,;. 


AES CE- 市 | 
由 (1-13) 式 可 知 , 这 就 是 对 策 的 值 . 

在 图 1-1 中 ,点 B' 是 ad 和 df 两 条 直 强 的 交点 .只 要 解 两 个 二 元 一 次 联 立 方程 ， 
就 可 求 出 # 的 坐标 x = x” 和 和 本 FF 的 值 .由 图 1.1 也 可 看 出 ,这 里 局 中 人 2 的 最 优 
策略 不 涉及 他 的 钝 策略 固 . 

这 种 图 解法 可 以 应 用 于 一 切 2 x 上 的 矩阵 对 策 . 

并 xz 矩阵 对 策 的 图 解法 与 此 类 似 . 


1.7 ”和 姑 阵 对 策 与 线性 规划 的 关系 


设 4 = [四 ] 是 羔 xa 和 矩阵 对 策 的 支付 矩阵 .可 假设 对 于 一 切 关 和 一 切 关 有 ay 
> 0, 则 对 策 的 值 bp > 0; 和 否则 只 人 须 对 4 的 每 个 元 素 加 上 一 个 适当 的 正 的 常数 ,就 可 
满足 土 述 条 件 ， 

当局 中 人 1 采用 泥 合 策略 让 忆 55 时 ,他 的 期 望 支付 至 少 为 
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因此 ， min 二 和 二 也。 


a0 i= 1,2,..…,m). 
售 A = 2 人 = 1,2,…,m), 则 上 面 各 式 化 为 


人 > a's 闻 1 Cf 一 1 2 
下 一 和 


4 3 人 (= 2 1). 
由 于 局 中 人 1 希望 使 & 为 极 大 {根据 (1-13) 式 ,这 个 极 大 值 就 是 对 策 的 值 4)， 
也 就 是 使 1 为 概 小 ,因此 ,上 述 问 题 可 屁 为 下 列 线性 规划 问题 : 


min 和 [十 基于 


上 ZJ apr = 1 (7 = 1,2,.…,n), {1-17) 
| (i = 1,2,.…,m). 


3 
类 似 地 ,当局 中 人 2 采用 混合 第 略 了 EE 人 时 ,局 中 人 1 得 到 的 期 望 支 付 不 超过 
1 A YT= tw. 
因此 ， ALYiasw (i=1,2,..,m), 


即 
Fl ES (Es 2 m), 


人 > = 1， 
jel “ 


y 汉人 0 {j= 1,2,", 7). 
了 


令 /Aw = (j= 12 mm 由 于 局 中 人 2 和 希望 使 we 为 极 小 (这 个 极 小 值 也 是 v)， 
也 就 是 使 17w 为 极 大 ,因此 ,上 述 问 题 可 化 为 下 剂 线性 规划 问题 : 
max YI 


sit. Doriel (i = 1,2,..,m), {1-18) 


Yi 主人 i= 12,..… ,nh). 
(1-17) 式 和 (1-18) 式 是 对 但 线性 规划 问题 . m x = 矩阵 对 策 4 = [ a5] 的 求解 


2 “无 跟 对 策 ”的 1 : 


问题 等 价 于 求解 上 述 对 偶 线 性 规划 问题 . 


2 无 限 对 策 


2.1 零 和 二 人 无 限 对 筑 


定义 1 局 中 人 1 从 区 间 [0,1] 中 选择 一 个 数 *, 局 中 人 > 完全 独立 地 从 区 间 
[0,1 中 选择 一 个 数 y, x 和 7 称 为 局 中 人 1、 局 中 人 2 的 纯 策略 . 选 定 *,y 后 ,局 中 
人 1 得 到 支付 P(x,y) ,局 中 人 2 得 到 支付 - P(x,Y). 这 种 对 策 称 为 零 和 二 人 无 限 
对 第 ,或 称 为 正方 形 上 的 无 限 对 策 . 

同和 矩阵 对 策 竟 情形 一 样 ,下 面 的 不 等 式 必 定 成 立 : 

min Plx,Y) Se ,Min max P(x, y)， {2-1) 


A 
Li 时 二 1 


假定 两 端的 值 都 存在 ， 
如 果 
max min P(x,y) = oin, o max P(x, y), {2-2) 


站 三 丰 1 各 了 呈 1 
到 存在 点 (*" ,y*)》€ [0.1 x [9,1]， 使 得 不 等 式 
(YY ) 二 中 YY) 下 ,7) 
对 于 一 切 xE [0,1] 和 一 切 yE [0,1] 成 立 . 这 时 , 称 (x*”,y") 为 支付 函数 P(x,y) 
或 对 策 的 一 个 { 纯 策略 ) 带 点 . P(x,y) 在 装点 处 的 值 


v= Pr” ,7”) 
称 为 对 策 的 愈 . 且 有 
max, umin， Plx,y) = P(x",y”) = oin, x, Plx, 7)， (2-3) 
Umax PU, 1y”) = Plx’",Y”) = min Px" ,¥). (2-4) 
2.2 泥 台 策略 


确 果 人 -2) 式 不 成 立 , 则 (2.1) 式 中 的 严格 不 等 导 成 立 , 即 


min Plx,y) < oin, sax P(x, 了 
吗 上 让 太志 1 


这 时 ， 就 需要 引进 混合 策略 的 概念 
定义 2 ”正方 形 上 无 限 对 第 局 中 人 1 的 混合 策略 是 定义 在 [0,1] 上 的 一 个 分 
布 函 数 F(x) :对 于 每 一 个 x E [0,1], F(x) 是 用 某 种 随机 的 方法 选 出 的 数 小 于 或 
等 于 * 的 概率 ,也 就 是 随机 变量 & 的 值 小 于 或 等 于 x 的 概率 
Fix) = Plé < xr}, 
当 此 三 0 时 ,定义 
FO0) = PléE < 0t = 0 
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由 定 必 2, 有 

Fib) -Pay = Pla < $b), 

Flb) 一 FIO) = POs és bl. 
局 中 大 2 的 混合 策略 G6{Y) 也 是 定义 在 [0,1] 上 的 一 个 分 布 函数 ， 
如 集 局 中 人 2 采用 纯 策 覆 y, 户 中 人 1 采用 混合 策略 x) , 则 局 中 人 1 的 期 望 

支付 为 
| 
ECP,7) = | PCzy)dF(z)， 


这 里 的 积分 是 斯 蒂 尔 切 斯 (T.J.Stieljes) 积分 . 
同样 ,如 果 局 中 人 1 采用 纯 策 略 * ,局 中 人 2 采用 混合 策略 CU4y), 则 局 中 人 | 的 


期 亨 支 付 为 
1 
E(x, 6) = | PCry)dc(y). 


如 果 局 中 大 1、. 局 中 人 2 分 别 采 用 混合 策略 F(x), GCyY), 则 局 中 人 1 的 期 望 支 
付 为 
ECF,6) = | | P(emdF(adc(y)， 


对 于 任意 的 只 和 C, 有 
vl 二 max min Et F, GG) a min max E{F, 右 】= 急 。 《2-5) 
这 里 的 最 小 值 和 最 大 值 痢 是 在 全 体 分 布 函 数 的 集合 上 取 的 ， 并 且 假 定 wm 和 »; 都 存 
在 . 


2.3 连续 对 策 


在 一 般 情形 下 ,(2-5) 式 中 的 等 号 不 一 定 成 立 . 

定理 1 设 无 归 对 第 的 支付 函数 Px,yY) 是 定义 在 0 < x 声 1,0 碾 ys<1 上 的 
连 玄 函数 , 则 {2-5) 式 中 的 wu 和 v 存在 且 相 等 . 

定 流 3 支付 函数 是 连续 函数 的 无 限 对 策 称 为 连续 对 第 . 

定义 4 设 P(x,y) 是 0 有 x 志 1,0 志 YY 所 1 上 连续 对 征 的 支付 函数 .如 果 存 
在 局 中 人 1, 局 中 人 2 的 混合 策略 (x) ,6G*(y) ,使 得 不 等 式 

E(F,G) El(F ,GG) a EF ,G0) 

对 于 一 切 分 布 函数 正和 成立, 则 称 (F' ,G*) 为 下 (P,G) 或 连续 对 策 的 一 个 { 混 
人 策略 下 的 ) 鞍点 ,或 称 为 对 策 的 -- 个 解 . FE (xz) ,CI7y) 分 别称 为 局 中 人 1 局 中 
人 .2 的 最 优 ( 混 合 ) 策略 . 

定理 2 连续 对 策 装 点 存在 与 定理 1 中 v， = ww 等 价 . 

设 六 zj,efyl 分 别 为 0s*<sl10<sysl 上 的 连续 函数 ,斯 有 


ma (adP(z) = maxf(*), [2.6) 


min EC) dC) = mi gC). 《2- 了 ] 


2 无限 对 策 。0693 ， 


利用 (2-6) 式 和 {2-7) 式 可 将 关于 连续 对 策 的 基本 定理 ( 即 定 理 1) 写成 下 列 与 
之 等 价 的 形式 : 


1 
#1| = Tax min | Pixs FIdF{ xr) 
FF 由 


1 
= min max | PCz,y)d6(y) = 协 ， 


Pz, yY}dO"(y) = Et(F’ ,G0") 


= Te foe per (x), 
其 中 F* (x),G"(y) 分 别 是 局 中 人 二 局 中 人 2 的 最 优 策略 ， 


2.4 “有 共 凸 支付 函数 的 连续 对 策 


如 果 单 位 正方 形 上 连续 对 第 的 支付 函数 P(x ,y) 对 于 其 中 一 个 变量 来 说 是 个 
凸 函 数 , 则 这 种 对 策 称 为 具 凸 支付 男 数 的 对 策 , 它 的 求解 比较 简单 ,解法 包含 在 下 
述 三 个 定理 中 . 

定理 3 设 单 位 正方 形 上 连续 对 策 的 支付 函数 Ps ,y) 对 于 每 一 个 * 是 7 的 疡 
格 凸 函数 , 则 局 中 上 2 有 一 个 最 优 纯 策略 ,并 且 这 个 纯 策 暗 是 局 中 人 2 的 唯一 最 优 
策略 . 

定理 4 在 定理 3 的 假设 条 件 下 ,对策 的 值 为 

# = min mx P(x,7). 


由 定理 4 可 知 ,局 中 人 2 的 最 优 纯 策略 y” 消 中 
v= mn mr P(x,y) = max PX, yy }. 


0 
定理 5 在 定理 3 的 假设 条 件 下 ,局 中 人 1 的 最 优 策略 为 F* {x). 
着 yY”= 0, 则 
(yy = r(x), 
其 中 I" (x) 是 具有 一 个 阶梯 的 阶梯 分 布 函数 , 即 


jy) = 人 (Ox< x"), 


1 {x” cx%e 1), 
x EL0.1 ,满足 条 件 
Plx” 0) = v, 
要 pe = 0. 
2 若 y”″ = 1, 则 
F(x) = Lr" (x), 
其 中 x* 万 [0,1], 满 足 条 件 
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Plx” ,1) = vt, 

(gre ,1 a0. 

外 车 0 < y”< 1,; 则 
F(x) = abr{(r) + (lal(x) (Osael), 
其 中 x EE f0,11,xz E [0,11 和 a 满足 条 件 : 

PIT ,sy') 三 类 ， 

HPC :7 3 0, 

Ps 7 ) = 四 

FP 7") 0, 


地 上 基 要 机 和 下 
a 3 ; ) + (1 -a)aPln :yy ) = 0. 


如 果 支 付 函 数 P(x,y) 是 7 的 是 函数 ,而 十 是 严格 是 函数 , 虽 以 上 三 个 定理 仍 
成 立 , 但 这 时 局 中 人 2 的 最 优 策略 通常 不 再 是 唯一 的 了 ， 


3 非 合 作对 策 


3.1 基本 概念 


定义 1 称 
Tm [7 13 
为 n 人 非 合作 对 第 .其 中 ,1 = i1,2,…, ni 是 局 中 人 的 集 ;每 个 局 中 全 = 1,2,…， 
n 有 一 个 纯 策 上 略 的 有 限 集 
S: = =， 
其 中 各 ,s5?,… ,ss 是 局 中 人 i 的 mi 个 纯 策略 ;每 个 局 中 人 i 有 一 个 支付 泵 数 P;. 
当 每 个 局 中 人 i 选 定 一 个 策略 人 ?后 ,就 形成 了 对 策 的 一 个 纯 策略 局 势 


5 = 《2D sse) {sd € S$); 
支付 函数 就 是 局 势 的 函数 : 多 
P; = Pi(s) (i = 1,2,.",n). > 
定义 2 定义 | 


sl EO oo CD i sl ,se ) . 
这 就 是 在 局 势 9 = (s,s 四,-… ,st ) 中 ,第 个 局 中 人 将 他 的 策略 s 个 提成 19， 
其 他 局 中 人 的 生 略 不 变 而 得 到 的 新 的 局 势 .显然 ,1 st = 3. 
定义 3 设 s ”是 ”人 非 合 作对 策 
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和 一 
的 一 个 局 势 .如 果 对 于 每 一 个 守 E 了 和 每 一 个 3 人 EE SCs = sD ,k= 1,2,…， 
ii) ,有 
Pls’ | ss?) 二 P{s*), 
则 称 s” 是 了 的 一 个 平 狂 点 或 平衡 局 势 . 
以 上 三 个 定义 都 是 对 纯 策 略 而 言 的 . 显然 ,在 一 个 a 人 非 合 作对 策 中 ,平衡 点 
不 一 定 存 在 . 
同 第 阵 对 策 一 样 ,也 需要 考虑 局 中 人 的 混合 策略 ， 
对 于 每 一 个 局 中 人 人 iE 上 以 表示 的 一 个 得 合 策略 , 即 
x = ( xz , 
其 中 
x =0 (k= 1,2,..…,m), 


遇 ， 


> x = 1, 


局 中 人 [以 概率 xin 选择 策略 340, = 42, mm. 
定义 4 称 


‘DD (2 


= 
为 对 策 的 一 个 (混合 策略 ) 局 势 , 其 中 x = 【xi … ,x ) 是 局 中 人 i 的 
个 混合 策略 ,i = 1,2，……,m- 
定 尖 5 定义 
x en = 人 人， 和 
这 就 是 在 混合 策略 局 势 x 中 ,局 中 人 i 将 他 的 混合 策略 x'" 模 成 另 一 个 混合 策略 
xz 如 ,其 他 局 中 人 的 策略 不 变 而 得 到 的 新 的 局 势 . 显然 ,x 和 x? = x， 
定义 和 ” 称 


【 


T= [T,X|,{P.!] 
为 n 人 非 合 作对 策 ( 在 混合 策略 意义 下 ), 其 中 
了 = {1,.2,.…,n1}, 
| 中 | 二 1 
2 
ri wD (k= 1,2,.,m), 


1P.,) 三 tP ,Py,…, Pl, 
P= Pls) {i = 1,2,.…,n). 
为 了 方便 ,在 定义 1 和 定义 6 中 用 了 同一 个 字母 卫 表 示 纯 策略 和 混合 策略 意义 
下 的 对 第 .由 于 混合 策略 是 更 一 般 的 情况 ,这 样 做 不 会 引起 混 请 - 
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定 久 7 设 x" 是 = 大 非 合 作对 策 
T= [1,IXt,IP.!) 
的 一 个 混合 策略 局 势 . 以 E(x) 表示 局 中 人 i 在 局 殷 x 下 应 得 的 期 望 支 付 ,i = 1,2， 
…,n; 如 果 对 于 每 一 个 i 蕊 【和 每 一 个 x'? EE ,有 
Elx' | x 0) a ECx’), 
则 称 x 是 在 混合 第 略 下 ) 的 一 个 平衡 点 或 平衡 局 势 . 


3.2 平生 点 的 存在 性 


纳什 人 J.F. Nash) 证 明了 混合 策略 下 的 平生 点 必定 存在 . 
定理 1 (纳什 定理 ) ”每 一 个 wn 人 非 合作 对 策 = [站 [后 ,1 P| ] 必 有 平 奖 点 . 


3.3 2 x2 双 眠 阵 对 策 的 平衡 点 
定 光 8 设 局 中 人 1 有 六 个 策略 ; = 1,2,-…,m, 局 中 人 2 有 三 个 策略 j = 1， 


2,…,n. 设 局 中 人 1 选择 策略 i, 局 中 人 2 选择 策略 /时 ,他 们 得 到 的 支付 分 别 是 a 
和 号, 则 双方 的 支付 矩阵 分 别 为 


tL Qin 
-a oa “2 | 
dnl Tm 
bi bn 
po a bo 
by bmn 


对 策 由 矩阵 4 , 吕 完全 确定 ,这 种 对 策 叫 做 mw x m 观 拭 阵 对 策 ， 
以 下 只 介绍 2 x 2 双 年 阵 对 策 平 衡 点 的 求法 
定理 2 设 2x2 双 和 矩 阵 对 策 局 中 人 1, 局 中 人 2 的 支付 给 阵 分 别 为 


4-[: al. 
5- [so 


以 是 = x1 x) ,Y= (yl1- y) 分 别 表 示 局 中 人 1、 局 中 人 2 的 混合 策略 ,其 中 
Darel0csrel. 
全 
=4-4-+d, 9 =d-b， (3-1) 
R= -r+ r=-e,， (3-2) 
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则 对 策 的 平衡 点 根据 不 同 的 0,9,R,r 值 ,由 下 面 的 1° 和 2 两 组 不 等 式 确定 ; 
te 当 避 =0 且 9 = 人 0 时 ,有 

Osxrel, drel. {3-3) 
当 0 = 0,9 > 属 时 ,有 


是 = 站 ， Orel, {3-4) 
当 O = 0,g < 0 时 ,有 有 

=1, Orel. (3-5) 
当 0 >» 0 时 ,有 

x=0 ry<0 

Oc<x<l] Y= (3-6) 


=1, y 六 


当 吕 <0 时 ,(3- 乓 式 右边 第 1 和 第 3 个 关于 y 的 不 等 式 换 成 反方 向 的 不 等 式 . 
2 当 员 = 人 0 且 r= 人 时 ,有 

Orxrec1, crel. {3-7) 
当 员 =0r>0 时 ,有 


日 过 二 1，Y= 小， (3-8) 
当下 =0,r < 0 时 ,有 
arel, YY 三 1. (3-09) 
当 责 > 人 0 时 ,有 
+ 时 再 Y= 小 
xz = 页 ， O<y<l, (3-10) 
[a 


让 页， 中 三 ]， 
当 员 <0 时 ,(3-10) 式 左边 第 1 和 第 3 个 关于 = 的 不 等 式 换 成 反方 向 的 不 等 式 ， 
将 四 组 不 等 式 (3-3) 式 至 (3-6) 式 中 满足 对 策 条 件 的 - -组 与 {3-7) 式 至 (3- 10) 


式 中 满足 条 件 的 一 组 联 立 起 来 , 即 可 求 得 与 平衡 点 相对 应 的 * 和 y 值 . 


例 1 周末 娱乐 问题 . 设 2x2 双 矩阵 对 第 的 支付 矩阵 分 别 胃 
2 -1 1 -1 
4=|_ 1 中 ， B=-[ ， ,| 
解 ”按照 (3.1) 式 和 (3-2) 式 , 算 得 


0=5>0, 4=2, 
R=5>0, r=3., 


将 这 些 数 值 分 别 代 A 入 (3-6) 式 和 (3-10) 式 , 得 到 
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党 二 站 7 二 
O<xe<l, y = 去 ， (3-11) 
2 
= 1, Ye 
x 所 本， y = 0, 
x = 己 ， 0 < y < 1， (3-12) 
x = ] 
1? 二 


解 这 些 不 等 式 , 求 得 对 策 有 三 个 平衡 后 ; 
(zs = (0.0) 得, 二) ,0,D. 
用 局 中 人 1 和 局 中 人 2 的 混合 策略 (X,Y) =《(x,1 - *),(y,1 - y)) 表示 , 即 为 
3 六 了 3 
((0.0 ;0.0 人 (六 ,全 ) ,( 这 ,六 站 (0.0, 01.0)) 
不 等 式 组 (3-11) 式 的 曲线 在 图 3-1 中 以 粗 实 线条 画 
出 ,53-12) 式 的 曲线 则 以 虚线 画 出 .容易 看 出 , 粗 线 和 虚 
线 的 交点 就 是 对 策 的 三 个 平衡 点 . 
如 以 (Ei, Ez) 表示 局 中 人 1 和 局 中 人 2 的 期 望 支付 ， 


则 在 上 述 三 个 平衡 点 处 的 期 望 支付 依次 为 
{EE, Es), = (1,2), 


(CE,, E,} 三 (本 :二 )， 
1 (CEI, Ea)sy = 2,1). 

第 2 个 平衡 点 处 的 支付 显然 比 第 1 和 第 3 个 平衡 点 
峰 3-1 处 局 中 人 工 .局 中 大 > 所 得 的 支付 都 小 .但 由 于 这 是 一 个 


非 合作 对 策 ,不 许可 在 事先 对 如 何 选择 策略 进行 协商 ,不 许可 两 个 局 中 人 把 他 们 的 
策略 结合 起 来 ,所 以 无 法 保证 达到 第 1 或 第 3 个 平衡 局 势 . 


re 


| EE 


4 合作 对 策 


4.1 基本 概念 和 特征 图 数 


在 一 个 n 人 非 合作 对 策 中 ,两 个 或 两 个 以 上 的 局 中 大 不许 事先 商定 如 何 选 择 
策略 ,不 许 把 他 们 的 策略 结合 起 来 . 局 中 人 之 闻 不 允许 对 得 到 的 支付 进行 重新 分 
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配 , 一 个 局 中 人 不 能 分 享 另 一 个 局 中 人 得 到 的 支 仁 . 

但 在 =” 人 合作 对 策 中 ,对 上 述 两 方面 的 问题 都 不 和 限制 .局 中 人 之 间 可 以 进行 
充分 的 合作 :可 以 结 成 联盟 ,事先 商定 ,把 他 们 的 策略 协调 结合 起 来 ;可 以 在 终局 后 
重新 分 配 若 干 个 局 中 人 所 得 支付 的 总 和 . 

定义 1 若 ! = 11.2 :af 是 局 中 人 的 集 ,v(5) 是 定义 在 了 的 一 切 子 集 即 联 
盟 $ 的 集 上 的 实 值 喇 数 ,并 满足 条 件 

vo) = 0, 


veil) > > wll)), 


IE 

则 称 卫 二 [7 为 证人 合作 对 策 ,25(3) 为 对 策 的 特征 西数 . 

本 童 假定 ,每 个 联盟 $ 得 到 的 收入 v(t5) 可 以 按照 任意 方式 分 配 络 联盟 的 成 
员 . 这 一 条 件 称 为 局 外 支付 条 件 . 

定义 2 设 T=[1i,svj] 是 nn 人 合作 对 第 .如果 对 于 一 切 $,7TC1,sSN T= 个 ， 
有 

vs TD) > rt5) + vlT), (4-1} 

则 称 "或 卫 具 有 超 可 加 性 . 如 果 (4-1) 式 中 等 号 便 成 立 , 刚 称 或 了 二 具 有 可 加 性 . 具 
有 可 加 人 性 的 对 策 称 为 非 实 质 性 对 策 , 杏 则 称 为 实质 性 对 策 . 

定理 1 * 人 全 作对 第 卫 = [7,v] 具有 可 加 性 的 充 要 条 件 为 


v(t1) = Zr 和 ， 
对 于 nn 人 合作 对 策 ， 主要 要 讨论 的 当然 是 实质 性 的 对 策 ， 即 特征 画 数 "满足 条 
vei) > > 让) 
IE 了 


的 对 策 . 
4.2 ”策略 等 价 关系 和 (0,1) 规范 化 


n 人 合作 对 策 可 以 按 其 特征 函数 进行 分 类 ,以 使 简化 对 其 性 质 的 研究 . 

定 兴 3 设 卫 = [fo 和 症 可 [1w] 是 定 习 在 同一 个 上 = |1,2,…,ni 上 的 
两 个 m 大 侣 作对 策 . 如 果 存 在 = 个 常数 ml ,62,… ,6 和 一 个 正 的 常数 ,使 得 对 于 ! 
的 每 一 个 子 集 $, 有 

ii(3) = (5) + Dua, 


则 称 石和 是 策略 等 价 的 ,或 者 说 ,特征 函数 ， 和 w 是 策略 等 价 的 . 
这 样 定义 的 策略 等 价 关系 显然 满足 等 价 关系 的 三 个 条 件 : 自 反 性 、 对 称 性 和 可 
递 性 ， 
定义 4 若 a 人 合作 对 策 T = [1,5] 的 特征 函数 ， 满足 条 件 
velily=0 (= 1,2,.…,n) 
和 
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vl) = 1, 
则 称 了 或 是 (0,1) 规范 化 的 . 
定理 2 每 一 个 实质 性 的 = 人 合作 对 策 忆 = [六 7] 策略 等 价 于 唯一 的 一 个 (0， 
i)》 规范 化 对 策 六 二 【1,vw ]. 妈 对 于 每 一 个 $ CC 1, 有 


w(S) = cov( 8) + > a, 
= 
其 中 
-1 »0 
v(t 1) - ri) 
— + : 时 省 
De) 人 
vw(5) 是 (0,1) 规范 化 特征 函数 . 
4.3 二 人 合作 对 策 
定义 5 在 一 个 m 人 对 策 中 ,如果 对 于 每 一 个 局 热 s 有 
Spits) = 此， 


其 中 束 为 一 常数 , 虽 称 对 策 为 党 和 对 策 , 否 则 为 非常 和 对 策 . 
常 和 n 人 合作 对 策 的 特征 函数 有 下 面 的 性 质 . 
定理 3 设 呈 = [io] 是 常 和 ”大 合作 对 策 , 则 对 于 等 -个 SC 六 有 
vs + vf 3) 二) (4-2) 
这 一 性 质 称 为 特征 函数 的 互补 性 . 
最 简单 的 合作 对 策 是 二 人 合作 对 策 , 如果 将 二 人 合作 对 策 分 为 常 和 与 非常 和 
两 类 , 则 根据 (4-2) 式 容易 看 出 ,一切 常 和 二 人 合作 对 策 都 是 非 实 质 性 的 . 
下 面 是 一 个 非常 和 二 人 合作 对 策 的 例子 . 
例 1 仍 以 3.3 节 后 1 沪 例 ,其 中 2x2 双 和 矩阵 对 策 为 
2 -1 1 -1 
4=| ， s=-| ， ,| 
解 ”作为 二 人 非 合 作对 策 , 由 于 局 中 大 十 局 中 人 2 只 能 各 自 独立 地 采用 他 们 
的 混合 策略 ,所 以 只 有 三 个 平衡 局 势 . 
现在 ,如 果 支 付 短 阵 4 ,中 所 代表 的 对 策 是 一 个 合作 对 策 , 则 局 中 人 1 和 局 中 
人 2 的 混合 策略 可 以 按 尾音 方式 结合 起 来 ,形成 联合 的 混 会 策略 , 例如 ,两 个 局 中 
大 可 以 事先 商定 ,或 者 两 人 都 选择 策略 1, 或 者 都 选择 策略 2, 以 便 著 得 更 密 的 支 
付 . 要 做 到 这 一 点 ,只 要 掷 一 校 钱币 ,预先 约定 , 若 钱 币 正面 入 上 , 则 两 人 都 选择 策 
略 ], 若 反面 向 上 , 则 都 选择 策略 >， 
作为 二 人 合作 对 策 , 只 要 考 虚 两 个 局 中 人 一 知 可 能 的 混合 策略 的 组 合 ,就 可 以 
算出 相应 的 支付 , 即 这 个 合作 对 策 的 特征 销 数 »v 的 值 为 


4 合作 对 策 *。 301 - 


xD = v12)) = 二，e0L20 = 3. 
两 个 局 中 人 只 要 组 成 联盟 11,2 ,就 可 以 获得 总 支付 3, 即 x 和 1,21) 的 值 


4.4 ” 转 归 及 其 优 超 关系 


定 光 市 若 n 维 向 量 x 三 (NL 2 满足 条 件 
x i) C= 1,2,,n) (4-3) 
和 


p33 = v(t), (4-4) 


贡 称 x 为 对 第 卫 = [7p] 的 一 个 转 归 ,也 可 以 称 为 分 配 . 

{4-3) 式 称 为 个 体 合理 性 条 忻 , 它 表示 局 中 人 i 得 到 的 分 配 不 小 于 他 一 个 人 
“单干 ”所 能 得 到 的 收入 . (4-4) 式 称 为 集体 合理 性 或 帕 赫 托 {Pareto} 最 优 性 条 件 ， 
它 表 示 个 局 中 人 分 配 之 和 应 等 于 整个 大 联盟 /的 总 收 和 人. 

定理 4 非 实质 性 的 人 合作 对 第 卫 = [六 w] 只 有 - -个 转 归 , 即 

x = Cotlll), vc 121) ,oC{ nr! )). 

对 于 实质 性 的 对 策 卫 盖 [1,4], 由 于 


a = oD - Dfil) > 0 


故 有 无 穷 多 种 方式 将 a 分 为 个 非 负 的 实数 a1, aa,…, a ,使 得 >; = 4. 因此 , 任 
何 形 如 
x = ot) + arrot 12l) + a ttl nl) + o,) 
的 向 量 都 是 研 的 转 归 |. 
对 于 (0,1) 规范 化 的 对 策 卫 = [7,w], 转 归 x = (xi ,x2,… x6) 应 满足 的 条 件 
(4-3) 式 、(4-4) 式 变 为 
x 汉人 (i = 1,2,.",n), {4-5) 


> = 1. (4-6) 


定义 了 nn 人 合作 对 策 T 二 [1,0] 的 全 体 转 归 移 集 记 为 XC 了 ). 
定 兴 和 设 zx= rz) 和 和 7 = yy 是 mn 人 合作 对 策 攻 = [1 
+] 的 两 个 转 归 ,联盟 5 是 了 的 非 空 子 集 , 如 果 


v(5) > 2 (4-7) 
且 
放生) 《二 -8 


(4-7) 式 称 为 有 效 性 条 忻 或 可 行 性 条 件 .或 者 说 ,S$ 是 对 于 y 的 有 效 集 . 
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一 个 转 归 关于 某 个 联盟 优 超 于 另 一 个 转 归 的 关系 满足 可 递 性 ,这 就 是 说 ,如 果 


TP Ps, 

别 Fi 

由 定 尽 可 知 , 关 于 单 人 联盟 | 计 不 可 能 有 转 归 的 优 超 关 系 .关于 全 体 局 中 人 的 
大 联盟 也 不 可 能 有 转 归 的 优 超 关系 . 

定义 9 如果 存 在 非 空 联盟 $ CC 1, 使 

Fs 

则 称 转 归 了 优 超 于 x, 记 为 y》 > x. 

转 归 的 一 般 优 超 关系 不 一 定 满 忠 可 递 性 ,举例 如 下 . 

设 江 人 合作 对 策 的 特征 函数 5 的 值 次 

viil}y=0 (i= 1,2,3), 
uell,21) = vefI,31) = ue12,31) = well,2,31) = 6. 
考虑 转 归 
z= (0.3,3), ¥ = {4,2,0), x = (2,0,4). 

显然 有 z > 了 ,y > 了 ,但 z 不 统 超 于 x. 


站 ,5 楼 证 
六 了 书写 简洁 ,采用 下 述 记 号 . 设 53 = 个 是 一 个 联盟 .rr = 【5 和 和 是 一 
个 转 妇 . 记 
x(S) 三 jx 
iE 3 
并 规定 xf = 0. 
定义 旭 设 了 = [1,v] 是 rn 人 合作 对 策 ,定义 
Cm) = {rx Ee ACT) oS) x($) < 0,$CH, (4-9) 
称 之 为 卫 的 核心 . 


这 个 定义 表示 ,对 于 每 一 个 联盟 5 C1, CO) 中 的 转 归 x 提供 给 5 的 分 配 不 少 
于 5 自身 所 能 得 到 的 收入 v(5), 因 而 ,x 是 能 被 一- 切 8 接受 的 转 归 . 

定理 5 设 了 = [六 是 nm 人 合作 对 策 .x E CLT) 的 充 要 条 件 是 x* 不 被 优 
超 ， 

人 人 联盟 fi| 和 全 体 局 中 人 的 大 联盟 /都 不 存在 转 归 的 优 超 关系 ,所 以 让 人 合 

作对 策 只 有 当 m = 3 时 才 会 有 核心 . 

当 这 3 时 ,任何 非 实质 性 的 对 策 症 二 [1,v] 具 有 可 加 性 , 且 只 有 唯一 的 一 个 
转 归 ( 见 定理 4), 即 

x = tolll), ecH21), ,vt mn! )), 

因而 这 个 转 归 也 可 以 说 就 是 它 揭 核 心 . 

n 兰 3 的 实质 性 对 第 ,可 以 区 分 为 常 和 n 人 合作 对 策 与 非常 和 n 人 合作 对 策 两 
类 .关于 前 者 ,有 下 面 的 定理 . 

定理 5 设 了 = [1,v] 是 实质 性 常 和 nn 人 合作 对 策 , 则 
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CR) = i. 
关于 实质 性 的 非常 和 am 人 合作 对 第, 核心 可 以 是 非 空 的 转 归 上 集 , 也 可 能 是 空 
集 .请 看 下 面 的 例子 . 
首先 ,为 了 简化 记号 ,再 规定 下 列 记 法 : 
zf12)》 = w(t1,2}) = wy + wz, 
xf2) = xt[21) = x2, 
v23) = ot|2,31), sti)y = v(trty, 
等 等 . 
例 2 设 三 人 合作 对 策 卫 的 特征 函数 v 的 值 为 
vi)=0 (i = 1,2,3), 


vy(13) = 二 ， 


让 123 三 1. 


革 忆 CT) 的 条 件 为 
vi) = 人 0 (s 兰 1,2,3), 


vit12) = 六 三 XT] + XI, 
vit13) = 证 + %3， 


v23) = 训 所 向 + 坟 ， 
vi123) = 1 = bE 
因此 ， 
CT) = xlxe 十 ,x EE 过, 去 半 上 |， 
它 悬 一 个 无 穷 片 集 . 
实质 性 的 非常 和 三 人 合作 对 策 不 一 定 有 非 空 的 核心 , 它 的 核心 也 可 能 是 空 集 . 


事实 上 ,对 于 (0,1) 规范 化 的 非常 和 三 人 合作 对 策 来 说 ,核心 为 空 介 的 充 要 条 件 为 
外 1 + pC13) + yf23) » 2. 


4.6 稳 定 和 集 


以 上 讨论 的 核心 无 疑 是 合作 对 策 的 一 个 重要 因素 ,但 是 ,如 果 企 图 以 核心 作为 
合作 对 策 揭 解 , 却 存在 着 不 可 克服 的 困难 ;有 许多 对 策 的 核心 是 空 集 , 本 节 介 绍 侣 
作对 策 的 一 种 古典 的 解 . 

定义 1 设 卫 = [11 是 sa 人 合作 对 策 ,YC TICP) 是 满足 下 面 两 个 条 件 的 
转 归 的 集 ; 

te 对 于 性 意 x,y EV, 有 x 二， 

交 若 由 和 XE),w 七 VF, 则 存在 zEV, 梧 zz > w， 
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划 称 了 为 对 策 了 的 一 个 稳定 集 , 或 称 为 了 的 一 个 VN-M 解 { 汉 . 诺 伊 量 - 摩根 斯 顿 
解 ). 

定 立 中 的 条 件 玫 表明 ,Y 中 的 任意 两 个 转 归 之 间 没 有 优 超 和 被 优 超 的 关系 .这 
个 性 质 称 为 下 的 内 部 稳定 性 . 

条 件 忆 称 为 FY 的 外 部 稳定 性 .这 个 性 质 表 关 ,不 在 PY 中 的 每 一 个 转 归 Ww ,至少 被 
中 一 个 转 归 z 所 优 超 . 这 就 是 说 ,至 少 有 一 个 联盟 $ 不 喜欢 w. 这 个 联盟 3 为 了 自 
身 的 利益 希望 争取 一 个 分 配方 案 z 后, 使 得 zx > ow. 

每 一 个 稳定 集 是 合作 对 策 了 在 上 述 意 尺 下 的 一 个 解 . 这 种 解 可 以 有 不 止 一 
个 ,可 以 有 无 穷 密 个 ， 

合作 对 策 的 核心 和 稳定 集 之 间 有 下 述 关 系 . 

定理 7 设 人 合作 对 策 T = [1,v] 有 非 空 的 核心 CCD) , 且 它 的 VN-M 解 了 
存在 , 则 

CT) CF. 

由 于 稳定 集 往 往 基 个 无 穷 点 集 ,而且 已 有 人 举 出 了 稳定 集 不 存在 的 合作 对 策 
的 例子 ,也 有 核心 为 空 集 而 稳定 集 不 存在 的 合作 对 策 的 例子 ,因此 , 以 稳定 集 作 为 
合作 对 第 的 解 ,是 不 能 令 人 满意 的 . 


4.7 路 闵 转 归 与 强 * 核心 


为 了 后 面 两 节 的 需要 ,这 里 再 引进 一 些 新 的 概念 ， 
定义 1 设 了 = [1,v] 是 人 合作 对 策 . = 维 向 量 x = (x1,*2,…,*) 若 满足 


条 件 2 = tf 门 , 则 称 为 一 个 广义 转 归 . 记 全 体 广义 转 归 的 集 为 丰 ”(P). 


P 的 广义 转 归 与 定义 6 中 转 归 的 区 别 在 于 后 者 还 要 满足 个 体 合理 性 条 件 (4- 3) 
式 . 显 然 (了 ) 是 阅 “(P) 的 子 集 . 
定义 13 说 了 = [i,s] 是 人 合作 对 策 .对 于 每 一 个 广义 转 归 x 工大 ) 和 
每 一 个 联盟 $5 CC 上, 定义 
el S,x) = vtS)— xr(S), 
称 之 为 3 在 x 处 的 超出 值 . 
利用 超出 值 的 记号 可 将 核心 的 定 六 (4-9) 式 改写 成 
CT) = {x lxE XOT),e(S,x) e055CH. 
这 个 定义 等 价 于 
CT) = {rl rE X(T),e(S,x) <0,5C1H. 
定 久 14 设 T 二 [1,v] 是 n 人 全 作对 策 ,e 是 一 个 实数 .广义 转 归 的 售 
CAT) = {x | xE X(T),e(S,x) ee,SCH,ST,H 
称 为 了 的 强 e 核心 ,或 简称 为 z 核心 ， 
广 的 核心 CCT) 就 是 它 的 强 0 核心 CofP).s 当 热 也 可 以 是 负数 , 当 足 通 小 
时 , G(T) = 多; 当 : 充分 大 时 ,人 六 如果 < 0; 则 (TT) CC CC 


4 ”合作 对 第 - 705 ， 


定名 起 设 T= [1,v|] 是 mn 人 合作 对 第 .着 66 是 使 得 {TT) y 信 的 最 小 
值 , 则 称 G(TD) 为 工 的 最 小 核心 , 记 为 LC{T). 
LC(T) = C CT) 是 厂 的 一 切 非 空 强 e 核心 之 交 . 
在 下 面 的 例 3 中 ,要 对 一 个 三 人 合作 对 策 求 出 | 
其 最 小 核心 . 
假定 三 人 合作 对 策 已 简化 为 如 ,1) 规范 化 的 形 
式 , 则 其 转 归 和 集 大) 中 的 点 x = (xi,*2, x3) 满足 
x 1,2,3 和 w+ xy+ x3 = 1 可 用 下 述 方 


法 在 平面 上 表示 这 些 点 . 

设 * 是 高 为 1 的 等 过 三 角形 中 的 任意 一 点 ,如 
图 4-1 所 未. 如 果 从 点 zx 到 1,2,3 这 三 个 顶点 的 对 
边 的 距离 分 别 为 x1 ,x2,x3; 则 x ,x2,*3 满 足 上 述 转 2 3 
归 的 条 件 . 因 此 ,可 以 (x,x2,%3) 作为 点 x 的 坐标 ， 图 4-1 
称 之 为 重心 坐标 .顶点 1 的 重心 坐标 是 (1.0,0). 类 
似 籽 ,顶点 2,3 的 重心 坐标 分 别 是 (0.1,0) 和 (0,0,1). 财 三 角形 中 全 部 点 的 集合 就 
是 全 体 转 归 的 集 X(T). 等 边 三 角形 的 三 条 边 23,31,12 的 方程 分 别 是 

x 三 0， x2 = 0, x3 = 0 

在 等 边 三 角形 外 面 的 点 ,其 重心 坐标 至 少 有 一 个 为 负数 . 

在 不 致 引 起 混 活 的 情况 下 ,将 (12,31,x) 简 记 为 ef(23) ,ef xz) 简 记 为 


e(1) ,等 等 . 
例 三 前面 的 例 2 中 三 人 合作 对 策 卫 的 特征 醒 数 w 的 值 为 
vti) = 站 (i = 2,3)， 
o(12) = 二 ， vw(13) = 十， 
v23) = 襄 ， vil123) = 1. 


在 例 2 中 已 来 出 了 的 核心 CCP) = Co(T), 它 就 是 图 4-2 所 示 的 一 个 四 边 形 区 
域 . 


1 
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在 图 4-3 中 ,除了 核心 CCT) 外 ,还 画 出 了 当 e = 十 和。 = 他 时 的 强 。 核心 
CT) 的 图 形 . Cye(P) 是 个 五 边 形 , Cys(P) 是 个 六 边 形 ,最 小 核心 是 C-vp(F)， 


它 是 平行 于 转 归 三 角形 X{ 耳 ) 的 边 23 的 一 个 直线 段 , 即 


LCT)Y = Cn(T) = xl x = 证 ,mx< ne 去! 


图 4-3 
例 4 设 三 人 合作 对 策 研 的 特征 函数 5 的 值 为 
vi) =0 (i = 1,2,3), 


vil2) 三 寸 ， 世人 三 3， 
v23) = 10, v123} = 全， 


(ff) 
Cl} et23) =0 (ll)=2 


图 4-4 


特征 函数 * 不 满足 超 可 可 性 . 
这 个 对 策 的 核心 CLI) 是 空 集 ， 
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在 图 4-4 中 画 出 卫 的 强 2 核 心 G(T 了) 的 图 形 , 它 是 由 直线 e(1) = 2,e(2) = 
2,e(3) = 2,e(12) = 2,e(13) = 2 和 ef23) = 2 围 成 的 区 域 ,是 一 个 四 边 形 域 . 
最 小 核心 是 
LOCT) 三 CCT) 三 ix | 三 一 上 ,x 执 60,xy 5}. 
4-4 中 三 角形 323 的 高 为 8. 


4.8 核 


设 卫 = [fp] 是 m 人 合作 对 策 . 
定 尽 诉 以 下 表示 一 切 包 含 局 中 人 守 而 不 包含 局 中 人 7 的 联盟 的 集 , 即 
六 = 131SCGTIES ES 
例如 , 当 F = 11,2,3,4| 时 ， 
To = 介 41 14,11 ,14,3| ,14,1.31}, 
定 沈 好 ”对 于 每 一 个 广义 转 归 x € 多”*( 古 ) ,定义 


ss(*) 三 maxel 5,x), 


称 之 为 在 x* 处 局 中 人 ;超过 局 中 人 5 的 量 大 和 妊 余 .如 采 
3 证) > sp( x), 
则 称 在 x* 处 局 中 人 i 胜 过 局 中 人 人 j. 如果 在 x 处 局 中 人 i 不 胜 过 局 中 人 j, 局 中 人 j 也 
不胜 过 局 中 人 全, 即 
s(x) = sslx), (4-10) 
则 称 局 中 信和 局 中 人 人 j 在 x 处 平衡 . 
以 上 最 大 剩余 . 胜 过 与 平 街 的 概念 都 是 对 于 广义 转 上 关 E 下 “下定 六 的 .对 
于 转 归 x € 天) ,最 大 剩余 的 概念 完全 一 样 . 胜 过 与 平衡 的 概念 则 有 所 不 同 . 
定义 18 设 x*EYCP) ,如果 
syt¥) > s(x¥), x > 让， 
则 称 局 中 人 i 在 x 处 胜 过 局 中 信 j. 
如 果 局 中 大 不 胜 过 局 中 人 j, 局 中 人 j 也 不 胜 过 局 中 人 i, 则 称 局 中 人 和 局 中 


人 jj 在 x 处 平衡 . 
由 定 久 了 8 可 知 ,局 中 天主 和 局 中 信 j 平衡 的 条 件 为 
(syCx) 一 SA — HD) 二 由 (4-11) 
(setx) 一 srr — oD) 0. {4-12) 


定义 好 mn 人 合作 对 第 T= [1,v] 的 预 核 有 是 广 立 转 归 x € "CT) 的 集 
处"(T) ,在 其 中 的 每 一 个 x 处 ,每 两 个 局 中 人 i 和 j 关于 X”(T) 平衡 . 

由 定义 19 可知, 广 闵 转 归 x¥ € 天 (PP) 的 充 要 条 件 为 ,对 于 每 两 个 局 中 人 i 和 
六 (4-10) 式 成 立 ， 

定 流 20 大 合作 对 策 卫 = [1,v] 的 核 是 转 归 x 扣 X(T) 的 集 上 (CT) ,在 其 中 
的 每 一 个 x 外 ,每 两 个 局 中 人 和 j 关于 X(T) 平衡 ， 
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由 定义 加 可 知 , 转 归 x 万 K(T) 的 充 要 条 忻 为 ,对 于 每 一 对 局 中 人 人 i 和 j,i 天 
j,{4-11) 式 和 (4- 这 ) 式 同时 成 立 .这 等 价 于 


se(*) = Sst ¥), (4-13} 
识 
{0 > SiO), (4-14) 
% = vA 
或 
si(X) ke 3 
{> - vli). (4-15) 


比较 定义 18 和 定义 坦 , 预 核 天 "( 卫 ) 显然 比 核 天 了 ) 容易 计算 . 

对 于 较 大 的 mn, 合 作对 策 核 的 计算 一 般 说 来 是 十 分 复杂 的 .以 下 只 通过 两 个 三 
人 合作 对 策 揭 例子 加 以 说 明 ， 

昼 5 考虑 例 2 中 的 三 人 人 合作 对 策 卫 . 它 的 特征 函数 "的 值 为 


vti) = 加 {zt 专 1,2,3), 
v(12) = 十， wv(13) = 站， 
v23) = v123) = 1. 


为 了 计算 预 核 K" (PP) 和 楼 KLTY) ,对 于 每 一 对 局 中 人 守 和 / 画 出 方程 (4-tD) 式 
的 图 形 , 如 图 4-5 所 示 . 例 如 ,为 了 画 出 
st = srtx) (16) 


2 三 至 


(ll .六 .<3)>0 
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的 图 形 , 先 考 红 s(x). 由 定义 可 知 ， 
St = nazj etl}, ef12)+. 
在 图 4-5 中 ,以 直线 CD 为 界 ,直线 的 左边 efi > e{12), 所 以 su = et 由 ;直线 的 右 
边 et12) > ef 由 ,所 以 3 执著 = #(12), 
局 理 ,在 直线 48 的 左边 和 右边 分 别 有 s3{x) = el3) 和 s(x) = e(32). 
因此 ,广义 转 归 集 X*{ 古 ) 可 以 分 成 三 个 区 域 .对 于 48 左边 的 区 域 , 有 
5 = el1), 5 = (3), 
因而 $5]3 三 #4] 的 图 形 就 是 直线 el) = 人 0 和 e(3) = 0 的 交角 的 等 分 角 线 , 其 次 ,在 
直线 AB 和 CD 之 间 的 区 域 中 ， 
#14 三 el1), #3 三 e@f 32) 
因而 sa = s 的 图 形 是 距 直 线 e(1) = 0 和 e(32) = 0 等 远 的 直线 段 .合理 ,在 CD 
石 边 和 的 区 域 中 ,sj 三 #3| 的 图 形 是 直线 et12) = 必 和 e{32) 二 0 前 交角 的 等 分 角 线 . 
这 样 ,就 得 到 了 safx) = satx) 的 整个 图 形 , 它 是 由 三 条 直线 段 组 合 起 来 的 折线 ， 
按照 同样 的 方法 ,可 以 如 出 
sat TE = smalx) {4-17) 
和 
sn(¥) = sm(r) {4-18) 
的 图 形 ,它们 都 是 一 些 折 线 . (4-16) 式 .(4.17) 式 、(4-18) 式 的 图 形变 于 一 点 .这 就 
是 说 ,在 这 一 点 处 ,{4-10) 式 对 于 等 一 对 局 中 人 工 和 1 成立. 根据 定义 19 和 定义 为， 
每 两 个 局 中 人 上 和 了 在 上 述 交 点 处 都 平衡 . 因此 ,这 个 交点 既 周 于 对 策 的 预 核 
玉 " 中) ,又 属于 它 的 核 外 六) ,并 且 其 他 点 都 不 属于 二 者 . 不 难 算 出 ， 


K*{T) = KOP) = {xl x = 十 :* = 为 - 总 |. 


这 一 点 其 对 策 的 最 小 核心 CCT) = C_oafDP 的 中 点 ,也 是 核心 CL 中) 的 几何 中 心 
(参看 例 3). 
例 6 例 4 中 三 人 合作 对 策 卫 的 特征 函数 ty 的 值 为 
vii)y = 人 0 {i= 1,2,3), 
ull2) = 4, tv(13) = 3， 
(23) = 10, v123) = 8. 
前 已 指出 ,CCP) = 他. 令 6 从 0 逐 源 增 大 , 当 = 1 时 , 强 e 核心 开始 出 现 , 它 
位 于 转 归 三 角形 X(T) 的 外 面 ,这 就 是 最 小 核心 LC(T) = (了), 如 图 4-§5 所 示 . 
采用 与 例 5 相同 的 方法 , 夯 出 


号) 一 st ky, (4-19) 
#1 *) 三 831 人 证 ‘4-20) 
sm() 三 3 ‘4-21) 


的 图 形 . 这 三 个 方程 的 图 形 交 于 一 点 .这 一 点 就 是 构成 对 策 也 的 巴 转 天 ”的 唯 
一 广义 转 归 ， 
在 核 &CP) 处 ,只 有 (4-21) 起 一 个 等 式 成 立 ,另外 两 个 换 成 了 不 等 式 : 
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图 4-56 
Sot) 23) x = 0 = vy(1), 
a TF) > s(tT), xl = 0, 
这 两 个 不 等 式 正 是 (4- 14) 式 或 (4-15) 式 的 形式 . 
不 难 算出 ， 
K* (Tn) = | > | Wi 三 一 1, Xr 二 了 和 二 十 | ， 
同 例 5 的 情形 一 样 , 它 也 是 最 小 核心 LUCCP) = _ CCP) 的 中 点 . 
对 策 的 核 为 
下 in) = {x | x = 和 ,wa =4.5,%3 = 3.5j， 


4.9 核 仁 


定 尖 入 设 卫 = [7 是 站 人 合作 对 策 , 对 于 每 一 个 x 和 X(T), 定 头 一 个 2* 
维 向 量 如 于 ; 
Br = (x) ,Ox , Dnt x)), 
其 中 
(x) = elS,x) (SC), 
dx) = 
定 多 2 设 xz,y 所 (TT). 若 存在 下 标志 ,使 得 
Dr) = Dy) {Kk < ko), 
B(x) < Wy), 


4 合作 对 策 。 7 了 711 ， 


则 称 8(x) 的 字典 次 序 在 8(y) 之 前 ,或 者 说 ,9(x) 在 字典 次 序 上 小 于 8(y), 记 为 
dtr) < (py}. 

“ 非 6) < 2x)” 则 记 为 8(x) 专 0(y). 

定 党 妇 n 人 合作 对 策 T 厂 一 [1,v|] 的 核 仁 是 转 归 x 的 集 交 (在 其 中 的 每 一 
个 x 处, 音 在 字典 次 序 上 为 最 小 , 即 

NC = tx 1 x¥€ DN); 对 于 一 霓 y € X(N) ,O07) 5 Oty)}. 

核 仁 的 概念 是 由 施 近 德 勒 (D.Schmeidler) 首先 提出 来 的 . 

定理 8 rn 人 合作 对 策 卫 = [1,v] 的 核 仁 N(T) 非 空 . 

定理 9 设 n 人 合作 对 策 卫 = [71,b] 的 核 仁 是 AD 门 , 则 1 NCT)1= 1, 即 
由 唯一 的 一 个 转 归 构成 ， 

定理 如 设 n 人 合作 对 策 TT=[1,#s] 的 核 是 天 ( 牙 ), 核 仁 是 和 CT), 则 NN(T)C 
K(T). 

根据 定理 10, 如 果 一 个 n 人 合作 对 策 T 厂 的 楼 KK(T) 只 包 售 一 个 点 , 则 这 个 点 也 
就 是 卫 的 核 革 .例如 上 述 例 5 和 例 6 中 对 策 的 核 都 只 含有 一 个 点 ,因而 对 策 的 核 仁 
也 就 是 这 个 点 ， 

定理 10 不仅 说 明了 nn 大 合 作 对 策 的 核 伍 NOT) 售 在 核 EC) 之 中 ,而 且 为 
天 (P) 的 存在 性 提供 了 一 种 证 明 , 比 其 他 直接 的 证 明 方 法 简单 得 儿 ， 

下 面 介绍 与 核 仁 等 价 的 一 个 概念 

定 广 24 设 卫 = [1,v] 是 nn 人 合作 对 策 . 记 

WW= XT), B= ISI1 SCISD,I|. 
按照 下 述 方 式 构 造 转 归 集 的 序列 
oy 
和 联盟 集 的 序列 
IE oj 

对 于 下 = 1,2,…,w, 定 义 


是 = min mar e(S,r), [4-22) 
EL 3 下 -1 
= rrEe Rl, max el 3,x) = 上 站 | ， (4-23} 
SE 
SE = ISI SE -le(S,r) = se, YE P|, 【4-24) 
2 = NE (4-25) 
其 中 * 是 使 得 于 = 2 的 第 一 个 下 盘 . 
集 如 称 为 卫 的 字典 中 心 . 
定理 1 定义 24 中 的 为 有 限 数 .对 于 = 1,2,…,x, 有 
ls et 为 有 限 数 ; 
之 玉 为 非 空 紧 凸 集 ; 
EE 


而 对 于 六 大 1l,2, 一 1, 有 
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和 人 1 

定理 全 n 人 合作 对 策 卫 = [fv] 的 字典 中 心 由 唯一 的 一 个 转 归 构成 . 

定理 和 za 人 合作 对 策 卫 = [1,v] 的 核 仁 等 于 它 的 字典 中 心 . 

m 大 合作 对 策 卫 = [了 ,vw] 的 字典 中 心 的 构造 为 核 伍 的 计算 提供 了 一 种 方法 .其 
算法 可 以 通过 解 一 系列 线性 规划 来 实 更: 

首先 ,对 于 此 = 1 ,考虑 (4-22) 式 至 (4-24) 式 , 由 (4-22) 式 有 


sl = minmae(S,x). 
汪 怪 SEE 下 

令 

max ef 人 SS,xX) = a, 

se 
出 

a e(SX) = v8) - xr(8) (SE 2), 

基 


x(S) tra rts) {SE 5), 
确定 s1,X! 和 3 的 问题 等 价 于 解 下 列 线性 规划 问题 : 


at， x{S) 4a ww tls) (se 5 (4-26) 
EE 各. 
这 一 线性 规划 问题 的 极 小 值 是 s!, 它 是 极 大 超出 值 的 极 小 值 , 在 一 个 转 归 集 
xzL 上 ,通过 联盟 集 3 中 的 联盟 达到 这 个 值 e!. 这 就 是 说 ,对 于 一 切 SE€ 3 和 一 切 
二 亿 丰 ,有 
el(S,xX)=e!. 
其 次 , 搬 开 3 中 的 联盟 ,考虑 下 列 线性 规划 问题 : 


mn a 
性 x S)+ ov) ( SE El= EN EL), (4-27) 
xE XL 
这 一 线性 规划 将 给 出 第 二 大 的 超出 值 ,以 及 相应 的 {4-23) 式 的 如 和 (4-24) 式 
的 3, 再 扼 开 5, 中 的 联盟 ,重复 以 上 步 英 ,直到 不 再 有 联盟 剩 下 为 北 . 最 后 得 到 唯 
一 的 一 个 转 妇 , 它 就 是 对 策 了 的 核 仁 中 的 唯一 元 素 . 
例 7 考虑 例 S$ 中 的 三 人 合作 对 策 了 .特征 函数 "的 值 为 


vi)=0 {i= ,2,3), 

1 1 
v12)= 方 ， +(13)= 丘 ， 
v(23)= 广 ， v(123) = 1. 


由 第 一 次 线性 规划 (4-26) 式 ,给 出 
1 1 


d= 二 一 1 


12° 


4 合作 对 策 


1 0 7 tl 
X= [xlx = 1 + “3= | ; 


了 | = 二 | ,12,3)}, 
了 = EN BI = 12 .13 12 ,1411.34!. 
集 天 就 是 本 的 量 小 校 心 ， 
由 第 二 次 线性 规划 (4-27) 式 得 到 


工 ? = 111,21 3| 
= EF\ 3.=1{2|,1311. 
类 伺 地 ,由 第 三 次 线性 规划 ,可 得 到 


因此 ,对 策 的 核 仁 为 
wm = 全 = 人吉 ,其 , 芒 首 . 
例 8 设 四 人 合作 对 策 古 的 特征 画 数 5 的 值 为 
vi)=0 (i=1,2,3,4), 
of(12) = o(34) = 0(14) = af23) = 1， 


v(13) = 二， v24) =0, 
v123) = v(124) = v(134) = v{(234) = 1, 
vt1234) =2. 
通过 解 三 个 线性 规划 问题 ,就 可 以 求 出 对 策 的 核 仁 . 容易 验证 ,从 
= XCOT) 


= 1SISCI, S07, 1 
出 发 ,有 


" 713 。 
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1* st = 人 0, 

tt1- 二 A， 3 ,1 一 地 ， (0Ae1), 

> 2 i3 ;| ， 上 二, 汪 | ，| .3 ， 
= 20\ = 和 于 2 311 全 ,4 ,11,3,4| , 12,3,4|， 
1 34 
] 
全 


££ 一 
1 1 
T=1(y ,72 2 
3 11,3,4|， 12,3,4) ,1,31,117 .12),13) ,14|} 
让 | 12,411. 
= 一 1， 
= al 
Es = 二 人 ,4 人 ， 
= EN\ T= 
因此 ， 


Y= 


N(T) = 如 = |( 方 ,六 ， 


4.10 沙 普 利 值 


小 普 利 {L.3.Shapley) 于 1952 年 发 现 ,对 于 一 个 n 人 合作 对 策 夏 = [1,v1, 从 三 
条 公理 出 发 ,可 以 确定 唯 … 的 一 组 值 ,这 组 值 可 以 作为 分 配给 栈 的 全 体 局 中 人 的 
值 . 


定理 14( 沙 普 利 定理 ) 设 修 =[1,v] 是 人 合作 对 策 , 存 在 唯一 的 一 组 沙 普 
利 慎 : 


6(o) = 富生 -SHI vf 8) -SA OD] CG = 12 
例 9 例 7 中 三 人 合作 对 策 下 的 特征 函数 。 的 值 为 


pf) = 人 (i=1,2,3), 
1 1 
v12) = v(13)= 二 ? 
5(23) = 二， v{123)= 1. 
这 个 对 策 的 小 普 利 什 为 


p(w)-( 识 ,其 ) 
? 36'36'361° 

硬 夫 ”对策 论 交 献 中 常常 引用 的 一 个 例子 是 所 滑 " 投 票 对 策 " ,五 个 局 中 大 ， 
局 中 人 1 有 三 张 投 票 权 , 其 余 的 启 中 人 2,3,4,5 各 有 一 张 投票 权 . 自由 结 成 联盟 


后 
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,总 票数 过 半 即 可 获胜 . 


如 果 把 这 个 合作 对 策 三 用 (0,1) 规 范 化 特征 函数 b 表示 出 来 ,以 v= 1 表示 获 


和 胜 ,v=00 表 示 失 败 , 唱 


dirk 


v12) = p013) = 014) = wt15)= 1, 
v123) = vt 124) = v125) = vt 134) = vt(135) = vt 145) = 1, 
vt 1234} = ut 1235} = vtl1245}) = vt 1345) = v(t2345) = 1 ， 
vt12345) = 1, 
v3)=0 (对 于 其 他 的 SC nD. 
容易 算出 , 裕 普 利 值 为 


6 1 1 11 
8(s)=( 让, 二, 南 ;页 ' 南 )- 
这 个 对 第 的 核 和 核 仁 为 


km-wmc{( 闻 二 于 村 是 
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引 育 


近 民 信息 论 ,也 称 狭义 信息 论 ,是 自 1948 年 美国 工程 师 串 农 {C.E.Shanmon) 的 
开创 性 论文 四 恬 表 以 后 发 展 起 来 的 ,至 今 已 有 半 个 世纪 欧 历 史 . 这 期 间 它 经 历 了 
理论 的 确立 ,发展 与 逐步 完善 的 过 程 ,目前 已 被 广泛 地 应 用 于 通信 技术 以 及 其 他 领 
域 . 其 主要 内 容 包括 信息 理论 .编译 码 技术 及 密码 学 三 部 分 . 

情 息 是 反映 庄 界 { 包 括 自 然 界 和 人 类 社会 ) 诸 种 事物 多样 性 的 一 种 概念 . 人 们 
在 认识 世界 和 改造 世界 中 ,在 社会 活动 的 交往 中 ,都 在 不 断 地 获取 信息 并 传递 信 
息 ; 然 而 "信息 "的 本 质 特 征 是 什么 昵 ? 又 如 何 作 出 合适 的 信息 度量 呢 ? 信息 有 着 
不 局 的 形态 ,请 如 语 声 .文字 .符号 及 各 种 图 像 等 , 它 的 本 原 是 随机 的 ;也 就 是 说 , 信 
息 萄 含 于 不 肯定 性 中 . 简 而 言 之 ,随机 变量 就 是 信息 :普通 的 一 张 报纸 或 电视 上 一 
帧 画面 ,都 只 是 某 类 信息 (随机 变 量 ) 的 一 个 “样本 ” .在 这 种 观念 下 “人情 息 量 “可 证 
确定 为 相应 随 机 变量 的 “数学 期 刻 ”。 

申 农 的 信息 量 ,不 考虑 事件 发 生 的 时 间 .地 点 .内 容 以 及 大 们 对 该 事件 的 态度 
和 反应 ,而 只 笑 及 征 件 发 生 的 状态 数 旧 和 每 种 状态 发 生 的 可 能 性 大 小 ,这 就 使 信息 
度量 具有 普遍 意义 及 相当 广泛 的 适用 性 ， 

信息 有 了 定量 表征 ,就 可 进行 存储 和 传递 .信息 论 研 究 的 基本 问题 是 ,如 何 有 
歼 且 可 车 邮 存储 和 传递 信息 ,并 提供 实现 的 方法 和 技术 


1 和信 息 量 
1.1 妨 
1,1.1 基本 概念 
定 久 1 设 半 是 取 有 限 个 值 的 随机 变量 ,分 布 律 为 
PIX= xi 二 所 (i=1,2,",n), 
则 让 的 束 农 焙 沪 


HCOX) EE pilogapi {1-1) 
i=1 


TD Shannon C E. A Maihematical theory of communication. Bell system Tech, M48¢27}:379 ~ 
03 ~ 0 
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其 中 对 数 的 底 «可 到 任意 正 整 数 , 并 规定 当 p; = 0 村 , ~ plogp: = 站 . 
底数 ae 决定 了 习 的 单位 ,特别 地 ,对 于 a = 2,e,10, 炉 的 单位 分 别称 为 比特 ,这 
特 ,. 哈 特 利 ; 由 换 底 公式 
_ loger 
jogux = logsa ' 
可 得 ,上 述 各 单位 之 得 的 换 短 关系 为 
1 Harley = 3.32 bit, 
1 nat = 1 .44 bit. 
下 面 如 无 特别 声明 , 均 取 a = 2, 日 记 lomxy = lbxr; 当 a = e 时 , 简 记 log ss 
Inx . 


例 1 ” 设 数 字 电 视屏 上 有 500 x 600 = 3x 10 个 格 点 , 榨 每 点 有 1 个 不 同 的 亮 


度 等 级 计算 , 则 共 可 组 成 Ipxm 个 不 同 揭 画 面 ; 依 等 概率 计算 ,平均 每 个 画面 提供 
的 信息 量 { 申 农 寺 ) 为 
HH = ~ Ibl0-30 = 3 x 10 x 3.32bit «= 10fbit. 

另外 ,假定 一 篇 千 字 文章 中 的 每 个 字 , 可 从 万 字 表 中 任意 选择 , 则 能 组 成 不 同 

的 千 字 文章 数目 为 
上 = 1000000 条 = iD 篇 ， 
绎 按 等 概率 计算 ,平均 每 乱 千 字 文 章 可 提供 的 信息 量 为 
于 = lbw = lbl0km = 4x 10 x 3.32bit = 1.3 x 10bit 


可 见 ,“ 一 个 电视 画面 " 提供 的 信息 量 , 远 远 超过 * 一 篇 干 字 文 ”. 
1.1.2 六 的 性 质 


(1) 基本 不 等 式 . 
1* 对 于 任意 实数 x > 0, 有 


1 -二 < nx<x-1， (1.21 
其 中 等 号 成 立 , 当 且 人 充当 > 三 1 1; 
2 对 于 Pr > 0.9 > 0, 7 =1= 之 4, 有 


- pilop, 所 ~ 之 :Ping,， (1-3) 
或 等 价 地 ,可 写 为 
Zpin 人 六 0， 


其 中 等 号 成 立 , 当 昌 羽 当 p = gsi = 1 ,ns 
各 财 于 Ur: 六 0, 四 ” 0, 有 


1 信息 量 。 721 : 


n ( wi) 
SuinT 2 (Dm)in 2 一 04-4) 
| “! (0) 


其 中 等 号 成 立 , 当 且 仅 当 
& /SD) Grace 
(1-2) 式 可 由 丽 数 f(x》= x 一 1 一 Inx 的 导数 来 判定 ;(1-3)、(1-4) 式 则 可 依 


(1-2) 式 相 继 获 得 ; 下 还 病 的 旺 本 从 贰 区 可 由 中 表情 定 文 袜 ( 1) 及 以 上 三 个 基本 
不 等 式 直接 获得 . 


(2) HCOX) = 下 (Pi,pa pa) = - pp > 0, 


其 中 等 号 成 立 , 当 且 仅 当 存 在 上 ,使 p = 1 ,其 他 的 ， 真一 站 天 于 

这 表明 ,确定 的 概率 场 { 无 随机 柱 ) 的 丧 最 小 , 世 就 是 说 ,对 于 完全 确定 性 的 现 
象 .认为 没有 提供 有 效 的 信息 量 . 

特别 需要 指出 , 申 农 娴 只 与 贿 机 变量 的 分 布 律 (mi ,ps,'…,ps) 有 天 ,而 与 该 随 
机 恋 量 的 职 值 无 美 , 套 也 记 为 (和 OD 三 HCpi ,p27 ,Pa) ,实质 上 H(A) 是 个 nn 元 变 
量 py ,ps2,…… ,pr 的 非 氏 水 数 . 

{3) Wp pas pa) lhn, 


其 中 等 导 成 立 , 当 且 私 当 pi = 一 ,i = 1;2,…,n#. 这 表明 ,等 概率 场 具有 最 大 炳 . 

(4) 设 随 机 变量 T 的 分 布 律 为 

XY 
另 儿 ,了 = 所) 作为 的 函数 {多 一 映射 ), 决 定 基本 事件 1 1,%*2,…, 志 | 的 :一 个 分 
类 :; 
iA， 
其 中 x; 与 x 同属 于 一 个 机, 当 且 仅 当 
Fxi) 三 x) 下 执 ， 
于 是 随机 变量 FY{ 不 一 定 取 实数 值 ) 可 表示 为 


le 2 站 
其 中 PlY = | = 人 = 下 2 
随机 变量 函数 的 炉 不 会 增 加 ， 即 HCACX)) < HCX) ,这 表明 ,随机 场 分 状 率 越 
低 , 其 信息 量 越 少 . 
(5) 可 加 性 . 


Ht pu Ps sDPik ?Pas pr, Pawr Pn 3 Pr ) 
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志 
= 一 之 之 /pxlnp 
= 再 (9 ga dn) + Dan (a 中 一) ， (1-5) 


其 中 pi = 0,4 = Sy >» 0, > = 
C1- 5) 式 的 信息 含义 是 ， 随机 变量 是 的 坑 Hp Pl: Pls rpa: Pa D2k," 
pnp pu) ,等 于 大 的 男 数 了 = XX) 的 箭 H(i ,92,… ,dm) 再 加 上 已 知 了 时 于 


的 “条 件 炉 ”, 另 外 ,在 一定 意义 下 , 炳 移 可 加 性 决定 了 其 表达 式 的 唯一 性 . 
下 面 对 条 件 丧 给 出 明确 表达 , 同时 叙述 另 一 个 重要 的 信息 量 * 扣 信息 ”的 概 


1.2 豆 信 乱 


1.2.1 条件 婧 
设 二 随机 变量 于 与 Y 均 取 有 限 个 值 ,联合 分 布 为 
pixiy) = PIX= x,Y= yl 《CE 和 yc 
其 中 .党 与 多 是 含有 限 个 元 率 的 非 空 集合 . 
定 兴 2 若 已 知 1Y = ?7 , 则 
HE = y) EE Sp(x/y) log, 
5 六 


称 为 随机 变量 X 的 条 件 科 ,其 中 
p(xzAY) = p(x,y)Ap(y) 为 条 件 概 率 , 甬 定 pty) = PIY= ?| > 0. 
定居 3 车 已 知 随机 变量 了 下 , 则 


HA EE Dp HA Y= 7) = ols, Iloge F277) (1-7) 


称 为 并 的 平均 条 件 稍 , 其 中 求 和 遍及 XX 与 7 的 值 声 客 与 多 以 后 简称 (XAY) 为 
条 件 业 . 


1 
ple/ (1-6) 


条 忻 业 有 如 下 性 质 ，; 
ls 法 诺 不 等 式 
设 与 Y 是 具有 同样 值 域名 的 二 随机 变量 , 令 p,。 = PiXz 和, 则 
HCOXAY) < Hip,) + ploga(l |- 1) (1-8) 


称 为 法 诺 (Fano) 不 等 式 .其 中 | .多 | 表示 集合 .多 中 的 元 素 个 数 ;H(x) 为 粹 函数 , 规 
定 为 


H(x) -EE -xlogx-(l- x)op(tl -xy Os 人 el). (1-9) 
法 诺 不 等 式 在 逆 编 码 定 理 中 有 用 ,其 信息 含义 是 ;设想 节 为 发 送 的 消息 ,而 了 


1 信息 量 “723， 


为 接收 的 消息 , 则 条 件 粹 HCXAY) 表示 收 到 站 时政 的 不 肯定 性 (消息 传输 中 的 信息 
损失 }. 法 诺 不 等 式 (1-%) 表明 ,这 种 信息 损失 不 超过 这 样 两 种 信息 量 ; 其 一 ,是 否 产 
生 差错 之 不 定 度 ; 其 二 ,在 已 知 发 生 误差 的 情况 下 ,到 底 嘟 个 是 真传 信号 之 不 定 
度 . 

PP HERAY) 过 HUN), (1-10) 
这 表示 ,已 知 了 下 , 攻 的 不 定 度 , 绝 不 会 超过 蒜 的 原始 不 定 虚 , 维 然 了 没 能 提供 关于 
关 的 任何 信息 . 


1.2.2 互信 息 


由 {4-10) 式 可 见 , 在 已 知 了 条 件 下 , 互 的 不 定 度 岂 7 六 水 于 天 的 原始 不 证 度 
HX) :这 表示 了 中 包 合 了 的 某 些 信息 ,而 县 这 个 差额 其 有 对 称 性 . 即 
站- HOXAYT) = HOF) - HCOYAX) 


- Zp (rhe er CL-11) 
其 中 p(x) 及 plY) 分 别 为 随机 变量 XY 及 了 的 分 布 概率 , 即 
ptx) = PLIY= x| = ptx), 
Prtx) = PLY = y] = p(y). 
以 后 在 不 致 混 清寺 , 均 用 p(x) ,p(y) 表示 相应 的 分 布 概率 .另外 ,对 数 的 底 a 
总 取 正 数 , 且 a > 1, 并 莘 记 为 


(1- 12) 


logot = logzx. (1-13) 
在 诸多 信息 量 之 关系 式 中 均 取 同一 对 数 的 底 . 
定 尽 4 据 (1-11) 式 ,了 中 包含 天 的 信息 量 与 中 包含 Y 的 信息 量 相 同 , 即 


站 二 二 一 二 范 - 
1(X;Y) Zp ioe tS (1-14) 
称 之 为 互信 息 ,其 中 
pixsy) = Pl = x = Y| 
为 五 与 的 联合 分 布 概 案 ; 
HOX PD) EE Dp(x,y) og S025) {1-15) 
称 为 联合 迷 . 


需 指出 ,联合 燃 并 没 引 进 新 概念 ,因为 当初 定义 一 个 随机 变量 五 的 炳 时 , (1-1) 
式 并 没有 排除 其 为 向 量 的 情况 , 旦 也 未 限定 它 一 定 到 实数 值 .因而 这 里 所 谓 联 侣 入 
的 (1-15) 式 , 只 表明 一 种 记号 ， 

至 此 ,定义 了 灶 , 条 忻 炉 及 互信 息 三 种 信息 量 , 它 们 痢 通 用 于 只 取 有 限 个 值 的 
名 维和 随机 变量 的 情况 ,相互 间 有 如 下 基本 关系 式 : 

(1) A:T = HOXY- HOXAYY = HOY -下 YY) 3 0, 
其 中 等 号 成 立 , 交 且 公 妆 三 与 了 独立 

《2)》 HEX) + HOCYAXY) = HCX,YD) = HIOYTD + HOUXAYN;, 

(3) HX,Y) = HCXY + BOW - HCOX; YD). 
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需 注意 ,条 件 炉 及 互信 息 均 可 用 无 条 忻 炳 来 表示 ,就 是 说 ,只 有 无 条 件 炉 才 是 
最 基本 的 信息 量 .上 述 关系 式 类 比 集合 论 中 的 相应 关系 ,如 图 1-1 所 示 . 
Hix) HLY) 定理 1 { 胡 国 定 定 理 ) ”信息 量 的 一 个 线性 
方程 是 恒等式 , 当 且 仅 当 相应 的 可 加 集 码 数 的 方程 
是 恒等式 马 . 


1.2.3 教 据 处 理 定 理 
定义 5 设 有 三 个 均 取 有 限 个 值 的 随机 变量 


~ ,了 ,区 , 则 
HE, def S) p(x sy 2) 
图 1-1 NEE ET op) og HU,y) * p{7) 


(1-16) 
称 为 二 随机 变量 和 了 与 Z 竟 互 信息 . 
定义 5 称 三 个 随机 变量 了 ,7 了 ,2 构成 马尔 可 夫 链 (Markov ,简称 马 氏 莲 ) ,如 果 
pzzx,y)] = pls/y) ,对 于 一 切合 pf(x,7y:z) > 00 的 x,y,z 部 成 立 . 
马 开 链 的 直观 含义 是 ,在 已 知 " 过 去 ”和 “现在 ”的 条 件 下 , “将 来 ”只 与 “现在 ” 
有 关 . 
定理 2 X,Yi2Z) > 1(Y;2), 等 导 成 立 , 当 且 仅 当 六 ,了 ,ZZ 构成 马 氏 链 . 
定理 3 车 X,Y,2Z 形成 马 氏 链 , 则 
N22) ee HXTTOXS 2) < HY; 2). 
定理 4 ”车 四 个 随机 变量 ,X,Y ,FY 形 成 马 氏 链 , 则 
NU a 1X;Y). C1-17) 
此 结果 称 为 数据 处 理 定 理 .其 信息 含 闵 荐 ,设想 一 X 一 一 上 构 成 通信 系统 ,如 图 
1-2 所 东 , (1-17) 式 表 明 , 信 息 经 过 处 理 ( 编 码 和 详 码 手续 ) 之 后 ,在 无 “ 边 信息 ”的 
情况 下 t 按 马 氏 链 考 虑 ) ,信息 有 了 减 无 增 ， 


只 一 油 -区 网 太 - 到 


入” 和 ~ 了 溪 三- 
图 1-2 
1.2.4 万 信 息 的 凸 性 


设 二 随机 恋 量 趟 与 了 的 联合 分 布 概率 为 
fr yy) = prI OC Y/Y), {1.18) 
其 中 p(x) = PLX = x*) 为 入 口 分 布 (向 量 }; 有 (yx 为 已 敌 |X¥ = xl 下 IlY= #| 的 
条 人 垢 概率 ,并 称 之 为 转移 概率 {和 矩阵). 这样-- 来 ,X 与 Y 的 互信 息 (1-14) 式 ,就 可 写 


辣 ” 崩 国定 .Teopgn BeponTHocref H es mpmHenerma ,概率 论 及 其 应 用 ,T7 ,1-4,1962 ,441 
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为 
I(X;Y) = Jr)log = TE, 1-19 
) Zp Ay Jo Sw) O70) (1-19) 
可 见 , 上 式 是 儿 元 变量 1 ptx)| 及 Qt yAx) 的 函数 ,于 是 可 简 记 为 
HX; = 1(P;0). (1-20) 


互信 息 攻 天 ; 了) 有 如 下 凸 性 : 
l 互信 息 几 YY) = HP;8) 是 人 口 分 布 严 的 上 凸 函 数 ( 门 函数 ), 即 对 于 任 
意 两 个 人 口 分 布 廿 及, 以 及 0< A < 1, 构 有 
MP AT -MPO+ (1 - iP;Q). (1-21) 
2 互信 息 放 六 ;了 = 天 严 ; 丰 ) 是 转移 概率 如 的 下 凸 函 数 (5 函数 ), 即 对 和 任意 二 
转移 概率 Oo,01 及 0 < 4 < 1, 均 有 
PAODo +t -OWN a AP O60) + (1 ANP; OI). (1-22) 
需要 指出 ,APo + (1 -4) 也 是 一 个 人 口 分 布 ; 而 42 + 1- 4) 如 仍 为 转移 
概率 .上 述 (1-21) 式 和 {1-22) 式 均 可 用 基本 不 等 式 证 明 . 


1.3 “关于 信息 量 的 凡 个 问题 


1.3.1 精 的 叭 一 性 


申 农 坑 的 定义 (1-1) 式 ,作为 随机 变量 工 的 信息 量 或 不 肯定 度 后 了 T) ,只 是 其 
分 布 律 (pi,p;,… ,ps) 的 一 种 名 元 函数 , 记 为 HA = 开 (Pipzyp) ,而 与 天 的 
取 值 并 无 关系 ,这 在 后 面 编码 定理 中 还 要 进一步 详 述 . 现在 问题 是 ,还 有 没有 其 他 
更 侣 适 的 亢 数 形式 作为 这 种 信息 量 呢 ? 对 此 ,下 述 结 论 给 出 了 咨 定 的 答案 . 

定理 5 ( 业 的 唯一 性 ) ”人 根 设 

P 所 (pi ,pa ,pn) 是 概率 分 布 (pi ,ps,"… ,pn) 的 儿 元 连续 涌 数 ， 

PH 十 ,十 ,…, 二 ) = A(z) 是 的 增 丁 数 ; 


下 


震 - 
对 于 任意 p， 0, pp; 一 之 1 之 人 = 十， 
j= 1 = 
用 (PnP Pry + Pars pats” s Pat ss Pn ) 


= Hip pas's pa) + > pi Pa.) (1-23) 
71 ph hi Pt 
则 有 
H{pir pss Pa) 二 Co pilog 一 ， {1-24} 
其 中 C 是 某 常 数 . 


在 上 述 二 条 假设 中 ,关键 移 腑 第 也 条 , 它 表 示 了 “信息 的 可 加 性 "; 而 假设 > 的 
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信息 含义 是 要 求 在 等 概率 场 时 ,不 肯定 度 随 着 元 数 = 的 增加 而 变 大 ,这 在 直觉 上 是 
有 目 然 的 想法 ,三 定 一 总 要 难于 两 择 一 ;假设 了 是 要 在 连续 函数 中 寻 拷 丧 的 表达 式 ， 
这 也 无 可 非议 .总 之 在 这 三 条 上段 设 下 , 便 可 证 明 箭 的 表达 {1-24) 式 唯 一 给 定 , 其 中 
常数 C 虽然 未 定 ,但 正好 为 信息 量 单位 (bit,nat, Hartley) 的 选择 留 有 余地 . 
至 此 可 以 明确 ,以 申 农 粮 为 基础 的 常用 信息 量 共 有 四 种 ;无 条 件 寺 ,亲人 插 炉 , 互 
信息 { 这 三 种 已 分 别 由 (1-1) 式 .(1-7) 式 及 (1-14) 式 给 出 ) ,以 及 条 件 筷 以 息 . 
定义 7 者 已 知 和 随机 变量 Z, 则 


def 上 yz] 
所 了 7 一 一 人 2(r， 7， ,z)log Derr) pr) {1-25) 


称 为 与 Y(Z 条件 下 ) 的 条 件 互 信息 ， 它 有 下 列 性 质 ， 

lp FE > 0, 等 导 成 立 , 当 且 仅 当 X,2 ,了 成 马 氏 链 ; 

和 YE) = HCOXAZ) — HOXAY, 2); 

PESY, 2) = 下 本 + HX YZ). 

关于 有 和 恨 随机 场 的 信息 和 量 的 确立 及 性 质 , 文 献 中 有 许多 研究 ,以 上 只 是 一 些 涉 
及 申 农 粹 的 基本 内 容 . 

申 农 业 不 只 是 在 通信 理论 及 若干 交叉 学 科 中 有 着 广泛 的 应 用 ,就 是 在 一 些 古 
典 的 趣味 问题 中 也 显 出 了 庶 用 特色 .举例 如 下 . 

例 2 “ 候 硬 币 ” 问 题 . 设 有 同一 规格 的 硬币 25 个 ,其 中 24 个 是 标准 的 ,重量 相 
同 ; 另 一 个 是 假 的 ,已 郑 它 比 其 他 的 稍 轻 一 点 ,但 外 观 却 与 标准 币 一 样 ,难于 辨认 . 
试问 在 不 用 被 码 的 天 平 上 至 少 要 称 包 少 次 ,才能 确认 这 个 假 硬 币 ? 

解 ”首先 ,该 问题 的 不 肯定 性 事件 Eo 是 来 自 和 5 个 等 可 能 事件 中 ,其 精 为 夯 
= log25. 每 称 量 一 次 ,只 有 三 种 结果 : 左 偏 . 右 仿 或 平衡 , 故 所 获 之 信息 量 

Hi < lo: 

车 进行 次 称 量 , 虽 由 复合 试验 结果 南 = 五 ,可 ,…:, 吕 给 出 的 关于 事件 品 的 互信 
息 开机; 有) 为 


{Ap; Eo) & HOC) = HCE , Eos, E,) 
< HOED) + HOE + + HUE) = FH 
世上 log3. 
若 上 次 试验 正好 确定 了 50, 则 应 有 
即 Hh 三 {ds; Eo), 
log25 < Flog3, 
从 而 得 


k > ES = log25， 3* ~» 25, 


取 整 数 > 3 由 此 获知 ,至 少 要 进行 3 次 ,才能 确认 很 硬币 . 

事实 上 3 次 肯定 可 以 称 出 由 硬 币 来 :为 了 首次 称 量 能 获得 最 大 信息 量 , 应 使 各 
组 的 结局 尽 可 能 有 相近 的 概率 ,于 是 应 将 将 个 硬币 分 成 8.8.9 三 组 , 候 币 在 各 组 的 
概率 分 别 为 8/25,8/25 及 9725, 比 较 接近 .试验 本 是 各 选 8 个 必 在 天 平 两 端 称 重 ; 接 
着 &; 是 在 确认 的 8 个 {EI 中 偏 轻 一 端 ) 或 9 个 (五 | 中 平衡 时 , 取 其 余 9 个 ) 中 再 各 
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选 3 个 放 在 天 平 两 端 上 称 重 ;最 后 试验 5 只 是 在 3 个 或 2 个 中 定案 了 ,这 样 3 次 肯 
定 可 认 出 候 币 来 . 
为 建立 信息 量 的 直觉 数码 概念 ,下 面 举 个 简明 例子 . 
例 3 设 基本 事件 空间 为 
= | = {wlio = 0,1|, 
概率 为 
Ptw) = 1/8 (oo 01); 
两 个 随机 变量 分 别 次 
Xo) = 由 ,了 (ww) = wl (Bw = Cw w) WH)., 
求 其 信息 量 . 
解 ” 诸 信息 量 为 
HOUXY = lb83 = 3bit, 
HiT) = lbit, HCXAYD = 2hbit, 
HOYAXY = 站 ,天 十; 了) = 1hit. 
且 可 验证 下 列 关 系 式 : 
并 = HCOX)Y— HCOXAYY = HOW - HUYAN). 


1.3.2 ”中农 粮 的 局 限 性 


前 述 申 农 信息 量 只 是 对 有 限 概率 场 , 即 只 取 有 限 个 值 的 随机 变量 而 定义 的 . 试 
阿 能 香 将 此 定 习 推广 到 可 列 场 , 以 及 连续 取信 的 随和 机变 基 的 情况 呢 ? 简 单 回 答 是 ， 
对 于 可 列 场 , 申 农 术 有 条 件 地 存在 ;而 对 于 取 连 续 值 的 随机 当量 ,基本 上 不 存在 上 
述 会 义 的 精 . 

1. 可 列 场 申 农 熔 的 存在 性 


定 内 8 设 可 列 场 概率 分 布 为 P = [pp 让. 声 基 0 之 有 = 1, 则 
i=| 


Ht P) -= 一 > )plogp,， (1-26) 
称 为 申 农 烦 . 这 里 不 同 于 有 限 场 的 是 ,(1- 妇 ) 式 不 一 定 存 在 有 限 值 . 
例 4 记 4= >) Re, 关 


] 
pa = To {rn = 了, 了,…)， 
求 其 申 农 丧 . 
解 ”用 级 数 收 侣 判别 法 可 得 
当 1< < 芝 2 时 ,HP =+ %:; 
当 >。 > 2 时 , HCP) 雪 十 oo 
一 般 地 ,有 下 述 结 论 . 


定理 6 设 P=[p,py;"… | 是 概率 分 布 ,p, > 0,n = 1 ,2 Dp = 1;, 则 
n=1 
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te 若 palogn <+ 多 ; 便 有 H(P) <+ 名; 
2 反之 ， 车 (P) <+ 名, 县 | p,] 单调 , 即 
下 | 之 有 之 , 则 有 
Pplogn < + 的 {1-27) 


这 就 是 说 ， 在 分 布 律 单调 的 条 件 下 ， Ct. 27) 式 是 可 列 场 申 农 粹 存在 的 充 要 条 件 ; 若 
取消 单调 分 布 的 条 件 , 则 虽然 可 列 场 的 炳 为 有 根 ,但 (1-27) 式 也 可 以 不 成 立 . 

2. 非 痪 散 型 随机 变量 的 申 农 炉 问 题 

对 于 不 是 取 有 限 值 或 可 列 值 的 随机 变量 下 的 情况 ,怎样 定义 申 农 炉 昵 ? 设 了 
的 分 布 函数 为 Fx) = PIX 二 对 ,了 = [Ti = 1,2,…] 是 实数 轴 RR 的 一 个 分 审 ， 


TNT=G, iz#) Dn, 


其 中 了 镍 为 勒 由 格 {Lebesgue) 可 测 集 . 记 天 的 一 个 离散 型 量化 替身 ”为 [七 ]r, 其 
概率 分 布 为 


Pl[X]r= 让 = PIXE TI = ] arcs) = pi 
于 是 [xX]r 的 博 
HLXID) E> plog 
便 与 分 割 了 有 关 . 
定义 9 车 藉 为 上 述 随 机 变量 , 则 


TD ES sup X17) (1-28) 


称 为 万 的 串 农 糖 ,其 中 上 确 界 sup 是 对 R! 的 所 有 勒 册 格 分 割 了 而 取 的 . 

上 述 定 义 可 惜 的 是 ,连续 型 随机 变量 的 申 农 炉 全 都 不 存在 有 限 值 . 

定理 7 车 随 机 变量 X 的 分 布 函数 F(x) 在 实数 集 Ai 上 连续 , 则 按 (1-28) 式 
定义 的 申 农 粹 (CX) = + 加 :中 


1.3.3 广义 信息 量 


上 述 结 论 表 明 , 连续 型 随机 变量 不 具有 申 农 炳 .那么 ,对 于 这 类 随机 信号 又 如 
何 给 以 信息 表征 呢 ? 

1. 微分 炳 

定 灾 了 ” 设 连续 型 随机 变量 X 的 密度 函数 为 p(x) ,x ER = 一 (- 和 ,多 ), 则 


8) -过 -| plx)logp(#)dx C1-29) 


人 D 重庆 生 , 美 于 shannon 丧 的 局 归 性 .工程 数学 学 报 ,1986(2) . 


1 信息 量 ，329 ， 


称 为 的 微分 焙 . 

必须 指出 ,如 此 之 “微分 炳 ”不 是 随机 变量 一 一 变换 的 不 变量 ,因而 不 适宜 作 
为 “信息 测度 " .一般 难以 想象 ,信和 号 经 过 一 一 变换 后 会 改 这 “信息 基 ”. 申 农 炉 不 但 
是 一 一 变换 的 不 变量 ,人 而且 还 具有 编码 意 必 ， 

例 5 设 随 机 变量 天 具有 密度 函数 


ptx) = 二 ， 
取 T = 上 ET) = e-!, 其 密度 函数 
1 了 1 
ffy)] = pt- Iny) yx ry ftO < Yr 1), 


这 里 不 与 了 为 一 一 变换 关系 ,但 经 一 一 变换 后 ,0 < h(X) <+ ;而 (TD =-%， 
说 明 一 一 变换 后 改变 了 信息 量 . 
一 般 说 来 ,车 Y = 让 中 为 一 一 变 撞 , 且 变 换 函 数 存在 准 零 导数 f(x), 则 有 


A(Y) = pO + phog 1 f(x) ds, {1-30) 


其 中 ptx) 为 连续 型 随机 变量 X 的 密度 西数 .由 此 可 见 ,所 请 微分 妨 不 是 一 一 变 摘 
的 不 变量 之 根本 原因 ,就 是 密度 函数 是 一 个 有 量 纲 的 量 ,在 变换 过 程 中 可 以 产生 尺 
度 变 形 , 致 使 量 值 有 巨大 差别 (密度 函数 的 量 纲 为 1/[ 长 度 单 位 ])， 

2. 最 大 晃 原理 

连续 型 随机 变量 的 微分 炉 , 昌 然 在 本 质 上 有 别 于 有 限 值 随机 变量 的 申 农 燃 , 但 
仍 具备 一 定 的 理论 意义 及 应 用 价值 . 

定理 8 (最 大 粹 原理 ) ,在 一 定 约束 下 ,选择 概率 函数 [p(x),x E€ 另 , 使 其 对 
应 的 丧 达 极 值 : 


一 pangp x)dx = max 或 mini 


1 
1 + x 


Cx 0), 


(1-31) 
| giC#)pl x)ds = ,| plx)dxs = 1 j= 1.2,",m 


其 中 mw 为 常数 ;g(x) 为 已 知 请 数 .另外 ,对 于 离散 型 随机 变量 的 情况 ,上 述 积分 改 
为 求 和 ,微分 坑 化 为 申 农 炉 . 
按 变 分 法 (对 于 离散 情况 ,用 拉 普 拉 斯 (Laplace) 采 子 法 ) , 令 


L =- plogp 一 hop ~ > ap， 
则 欧 拉 ( Euler) 方程 不妨 取 自 然 对 数 底 ) 为  ” 
人 =- logp - 1 0- Do = 0， 
由 此 得 概率 函数 为 
p(x)} = Cexp[- Za) zE. 客 (1-32) 
其 中 常数 41,…,4;C = exp[_ 1 - 40].C 可 由 约 东 条 件 确定 如 下 : 
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| "exp - > aa(o]dx = 1; 


| C+ mlx): exp| — > aeg(o}d = 本 二 于 2. 
相应 最 太 炳 为 
Hoa = 1 + Mo + 之 ai (1-34) 


需 指出 ,方程 (1.33) 为 超越 方程 ,_ 般 不 易 求解 , 需 深信 研究 或 进行 参数 估计 . 
但 对 于 特殊 问题 也 有 明确 结果 :中 对 于 取 值 于 有 限 区 间 [ a,8] 上 的 连续 型 随机 恋 
量 ,其 均匀 分 布 具有 最 大 微分 烂 ,名 在 方差 一 定 的 条 件 下 ,对 于 取 值 于 全 数 轴 上 的 
连续 型 变量 ,其 正 态 分 布 具有 最 大 微分 粮 . 

3. 广 当代 息 量 

上 述 对 于 有 限 场 的 申 农 炳 定 头 {1-1) 式 和 推广 到 可 列 场 的 定 详 (1-26) 式 ,以 及 
关于 连续 型 变 且 的 微分 炉 定 义 (1-29) 式 ,三 者 可 统一 写成 如 下 形式 ,并 称 之 为 申 农 
炉 ， 
Dp(x)log ss 
所 (YY = Elog Fn -和 侍 pi "| ) (1-35) 
| po pl- 


其 中 [p(x) ,x EE .多 为 铺 机 变量 荆 的 概率 函数 , 它 在 为 离散 型 时 , 为 分 布 概率 ;而 
在 为 连续 型 时 , 则 为 概率 密度 西数 .这 里 .和 当 是 站 的 慎 域 ,也 不 必 限 制 于 一 维 实 
数 , 可 以 是 = 维 欧 氏 空 间 . 

一 般 说 来 , 若 让 是 随机 变量 革 的 任 一 适当 的 画 数 ,只 要 其 数学 期 望 /i 了) 
存在 ,BY) 就 可 称 之 为 的 一 种 信息 量 , 特 别 地 , 若 取 A) = - logp (车 ), EEA) 
就 是 申 农 坑 ;着 取 大 ET) = ( 王 - EXX, (XE) 就 是 方差 . 申 农 炳 以 外 的 信息 赔 均 称 
为 广义 悄 息 量 , 而 申 农 坑 定 六 (1-1) 式 则 独 具 编 码 意义 . 


2 信 源 编码 


2.1 信和 源 编 码 规 则 


2.1.1 信和 源 的 概念 


一 般 说 来 , 信 源 就 是 个 概率 场 . 比如 , 全体 汉 字 及 其 概率 分 布 ,26 个 拉丁 字母 
及 其 概率 分 布 等 ,都 是 信 源 .由 于 实际 上 各 种 文字 及 符号 的 使 用 都 是 一 串 字 加 上 标 
点 形成 语句 来 表现 的 ,因而 把 一 列 随 机 变量 5 = 本, 二,… 叫 艇 司 天 ,其 中 每 个 
随机 变量 U;,i = 1,2,…, 取 值 于 某 个 集合 多 = 1 041 中 ,并 称 之 为 信和 源 字 母 集 ( 或 消 
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息 集 } , 它 的 元 索 个 数 订 f 儿 1 表示 ,总 设 1 多 1< m .特别 地 , 当 5 为 独立 同 分 布 时 ， 
称 之 为 无 记忆 情 源 ;而 当 它 们 构成 马 氏 链 时 , 则 称 为 马 氏 信和 源 . 另 外 , 称 有 限 长 信 源 
列 , 攻 = 【5 本 和 下) 的 一 个 样本 不 = (ul wz:… ,tg) 为 上 长 消息 , 它 是 随机 
向 量 矿 的 一 个 实现 ,长 消息 的 全 体 个 数 为 | 多 上 ， 


2.1.2 ” 码 的 概念 


取 自 信 源 字母 集 多 中 的 一 串 消 息 ,通常 是 由 文字 .标点 及 各 种 代号 等 组 成 的 ， 
不 适 于 存储 与 传道 .因而 总 是 用 一 种 合适 的 符号 代替 消息 元 ; 代 昨 符号 的 集合 ,党 
= jz 称 为 信号 集 或 码 符 集 , 晶 假定 其 中 元 素数 自 有 限 , 即 1. 多 1 < % ,在 数字 化 通 
信 中 , 常 选 码 符 集 .党 为 某 有 限 域 ,省 = GF(q), 即 元 素数 日 为 4 的 何 罗 瓦 域 (Galois 
Field}. 
上 长 消息 的 一 个 码 ,就 是 一 对 映射 (f, gp)， 

Fa, (2-1) 

其 中 .和 多” 是 码 符 集 ,区 之 元 素 的 全 体 有 限 长 序列 的 集合 ,上 
.== n= 1,2,.*]; 
而 4 网 为 上 长 消息 的 集合 ， 
2 一 [ 示 = (Cw BE dy, [I<sie 上], 

每 个 天 中) 本 二 叫做 一 个 码 字 , 且 称 

ft) a EE Wt] 
为 码 字 集合 ,有 时 也 简称 为 码 .将 消息 变 为 码 字 的 轴 射 了/ 称 为 迟 潭 炙 码 ,由 码 字 转 
成 消息 的 映射 gp 刚 称 为 司 源 译 码 ,将 (f, wv) 合 称 为 编码 {也 简称 码 }. 当 .省 = CE(2) 
时 , 称 x 为 二 元 码 . 若 将 上 长 消息 翻 成 国定 = 长 码 字 , 又 将 = 长 码 字 择 成 天 长 消息 ， 
邵 

fr 
则 称 ( 六 2) 为 上 到 nr 的 分 组 码 , 此 时 码 字 称 为 定 长 码 ( 诸 码 字 均等 长 度 ); 否 则 称 为 
变 长 码 . 


2.1.3 编码 规则 


由 于 编码 是 从 消息 变 为 码 字 ,而 后 又 从 码 字 换 成 消息 ,因此 ,经 过 两 次 上 映 射 后， 
最 终 得 到 的 消息 与 原来 的 消息 就 可 能 不 尽 一 致 , 即 可 能 有 过 不 等 于 gf7 坊 ) 的 情 
况 , 便 产生 了 编 和 码 误 整 . 码 (f,y) 的 误差 概率 定义 为 


eCf,p) Pig)) # ti, (2-2) 
其 中 芒 = (i,…, 4) 表示 上 长 随机 消息 .经 过 编码 后 ,保持 消息 不 变 的 概率 就 是 
保 走 度 , 它 与 误差 概率 正好 相反 ， 
信 源 编码 有 如 下 保 真 度 准则 : 
(1) 零 误差 ”要 求 误差 慨 率 为 淮 , 即 
elfp)=0 或 PeiD) = ol = 
(2) & 概率 误 盖 ”要 求 误差 概率 不 超过 一 个 小 数 0 <e < 1, 即 
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effol<e 或 PoRI))= 五 | 和 1- 上 ， 
(3) 平均 距离 误差 要求 编码 (f, gp) 满足 


TEd( ,pf UA))) < e (0<e < 1), (2-3) 


其 中 让 态 , 砧 ) 为 大 长 消息 站 与 三 之 间 的 不 同 分 量 个 数 , 称 之 为 没 朋 {Hamming) 距离 . 
这 三 个 谁 则 , 按 保 真 度 要 求 是 递 弱 的 , 即 准 则 (1) 最 强 , 而 (3) 最 能 


2.1.4 ” 码 的 分 类 


一 般 说 来 ,信和 源 翻 码 /是 对 于 每 列 消息 {uj, wz,…) 所 对 应 的 一 列 信和 号 xi, x， 
…) 所 形成 的 2 到 .和 ”“ 的 映射 , 妈 
fa 
反之 , 译 码 w 则 是 道 映射, 即 
Pt. 
其 中 Ec {us Hz) 页 人 尼 E24 为 所 有 消息 列 ; .党 所 代 ,2 万 .者 | 汐 全 
体 信 和 号 列 .严格 说 来 ,由 (2-1) 式 给 出 的 那 种 映射 (AP,9p) 称 为 上 长 还 息 的 分 组 码 ,其 
中 按 码 长 相等 与 和 否 叉 分 成 定 长 分 组 码 与 变 长 分 组 玛 .关于 非 分 组 码 类 ,主要 有 树 歼 
各 善 积 码 ,它们 同 是 具有 衬 形 结构 的 码 , 而 卷 积 码 则 是 由 给 定 “ 生 成 元 " 形成 的 一 
种 树 码 . 
分 组 码 类 亿 有 许多 种 ,最 重要 的 实用 分 组 码 类 恒 是 唯一 可 译 码 ,其 特点 是 ,对 
于 任意 联接 起 来 的 一 列 码 字 ,都 能 无 二 义 地 分 解 为 原来 的 码 字 . 对 于 这 类 码 , 总 设 
9 是 的 道 映 射 p = 广 '. 
一 个 码 字 (xi 的 词 头 , 是 指 诸 玛 符 列 1Yloa x) 1 和 mR; 如 
果 一 个 分 组 码 的 每 一 个 码 字 都 不 是 另 一 个 码 宰 的 词 头 ,就 称 该 码 为 前 束 码 . 
一 个 唯一 可 译 码 , 如果 它 的 每 个 码 宇 ,不 必 等 到 后 面 的 码 字 出 现 , 都 能 接 序 即 
时 译 出 ,就 称 之 为 即时 码 . 
定理 1 一 个 码 为 即时 码 的 充 要 条 件 是 它 为 前 束 码 . 


2.2 分 组 编码 


2.2.1 定 长 编码 定理 
定理 2 设 无 记忆 信 源 U = 1 态 , U2,…'} 具有 公共 分 布 pf 和 影 , 令 
n(k,e) 一 半 min[ ;存在 上 到 n 二 元 分 组 码 (f ,pg), 使 e(f, 9) < 8]， 
lim hE = HCU) {(¥e € (0,1)), (2-4) 
称 为 定 长 编码 定理 ,其 中 H(5) 是 公共 分 布 的 彤 , 即 
HV) -ee - Syp{ leptu). (2-5) 
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注 ; 无 记忆 信 源 具有 这 样 一 种 “信息 稳定 性 ”, 即 当 足够 大 时 ,该 信 源 大 部 分 
上 长 样本 含有 大 致 相同 的 “信息 量 ” ,而 这 个 定量 就 是 KHC U0); 如 果 用 二 元 码 来 表示 
这 种 消息 , 便 有 码 长 n = hkH(CD) ,或 nk = HCU), 也 就 是 说 ,公共 分 布 的 炉 H( UU) 
表示 了 每 个 消息 字母 平均 所 需 二 元 码 符号 位 数 . 这 就 揭示 了 申 农 坑 的 本 质 ， 


2.2.2。” 变 长 编码 定理 
定义 1 设 变 长 分 组 翻 码 :2+ 一 .多 ; 则 
TO -于 村 MCA)] (2-6) 


称 为 变 长 分 组 翻 码 的 平均 码 长 ,其 中 其 zx) 为 码 字 * € . 泌 " 的 长 度 , 即 码 字 x 的 分 量 
个 数 . 

定理 3 设 上 = |[ 刀 , Ua,…| 是 无 记忆 信和 源 , 公 其 分 布 为 ptu),t 忆 F, 其 业 为 
H(U), 由 (2-5) 式 表 示 , 则 三 一 唯一 可 译 码 /: 2 一 .名 ?其 平均 码 长 !-() 具有 下 
限 , 即 


一 HUD 
1 > jog (2 27) 
并 且 一 定 存在 前 束 反 ,满足 - 
一 HLU) 1 
nN < gl .21+ {2-8) 
进一步 ,车 分 组 码 户 25 一 名! p:.*> 92 满足 条 件 
TgLa( tt,p(AV))] < es 3, (2-9) 
则 有 
iD > 大 入 -rite 1- D+ He)] - 二 区， 
{2-10) 
其 中 
dee: se = 了 .了 182818284 + 
Hie)} =— eloge - (1 — elog(l — &); 


| 1 -Cmax r,0). 

车 ff 的 值 域 唯 一 可 译 , 则 (2-10) 式 中 暴 后 一 项 可 取消 ， 

说 明 ; 定 再 3 通称 申 农 第 一 定理 ,或 无 干扰 信 源 编码 定理 .对 比 定理 2,(2-4) 式 
六 示 二 元 定 长 分 给 码 , 在 保 真 度 准 则 (2) 下 , 当 消 息 长 一。 时 ,平均 码 长 以 六 站 
第 于 HCD); 而 定理 3 指出 ,纵然 用 较 莘 的 准则 人 3) , 且 人 允许 用 变 长 码 , 只 要 坚持 用 一 
个 较 小 的 平均 误差 ,这 一 源 近 界 本 质 上 不 能 改进 了 . 另 - -方面 ,这 种 极限 性 能 却 可 
用 前 束 码 来 达到 ,而 且 用 零 误差 译 码 准 则 忆 ) ,就 是 说 ,平均 码 长 下界 (2-7) 式 不 能 
更 好 了 ,即使 用 较 勇 准则 政变 长 码 ,但 此 界 却 可 用 好 的 前 率 码 在 强 准 则 下 达到 . 
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2.2.3 ” 北 编 码 定 理 


上 述 关于 分 组 编码 的 两 个 定理 ,分 别 表明 无 记忆 信和 源 的 公共 炉 H( 0 , 本 质 上 
就 是 在 一 定 误差 限制 条 件 下 每 个 信 源 符号 的 平 的 码 长 ,现在 进一步 考虑 上 到 nn 定 
长 分 组 码 (f, 8)， 
FF Pi" — Pt, (2-11} 
对 于 二 元 码 , 由 (2-7) 式 有 nd 庄 下 太 , 不 过 这 是 对 唯一 可 译 码 而 童 的. 如果 取消 
唯一 和 语 译 的 楼 求 , 能 否 编 出 平均 长 度 更 短 的 码 字 呢 ? 回 管 是 骨 定 的 ,但 这 样 码 的 误 
差 概 率 是 没有 保证 的 ,一 般 有 下 述 定 理 . 
定理 4 ” 设 无 记忆 信和 源 公 共 分 布 为 p(x),u E 多 , 博 为 HV) , 码 符 集 为 .名 其 
中 元 熹 个 数 为 = 1 .名 "1, 对 于 (2-11) 式 的 上 到 上 上 定 长 分 组 码 ( 广 P), 记 误差 概率 为 


ef p) = PL x pO A)))], (2-12) 
1? 车 对 于 某 个 8 > 0, 有 
nk ss (HCD) + H)/lopg, (2-13) 


则 当下 充分 大 时 ,elf, qq) 可 任意 小 ; 
反之 ,此 对 于 任意 5 > 0, 有 
nr/k (HUY - 8) /ogg, (2-14) 
则 当 上 充分 到 时 ,误差 概率 ef op) 可 任意 接近 |， 
由 定理 4 可知, 对 于 二 元 定 长 分 组 码 ,平均 每 信 源 符 导 码 长 4 和 以 信 源 二 
有 为 临界 , 当 nzk > 下 [7 时 ,编码 误差 可 任意 小 ; 当 mn 和 < HDD) 时 , 必 使 误 
差 购 率 增 大 到 近 于 ]， 
对 于 变 长 码 , 关 于 码 长 限制 也 有 下列 定 理 . 
定理 5 存在 一 前 东 码 f: 绢 一 尼 ” ,其 具有 给 定 码 字 长 度 玉 人 4)) = 由) 
zr 它 3 的 充 要 条 件 基 下 列 不 等 式 成 立 : 
ED gl. (2-15) 


上 上 不等式 称 为 克拉 夫 特 (Kraft) 乐 等 式 , 它 直接 给 出 了 对 前 束 码 长 的 限定 指标 ， 
2.2.4 常用 编码 法 


下 面 介绍 三 种 典型 的 实用 信 源 编码 方法 ， 

1. 哈 夫 法 编码 法 

这 种 方法 是 , 先 将 信 源 符号 分 成 接近 等 概率 的 9? 组 , 记 为 到 , 加 5 为 了 
编 成 g 元 码 , 将 各 组 元 素 的 首位 码 符 分 别 记 为 0,1,…,g -1 进一步 ,将 上 述 一 线 组 
i= 0,4, 9 一 1, 分 成 4 个 概率 大 致 相等 的 4 个 小 组 , 记 为 Eo, Ei ,gi11 
再 将 此 二 线 组 中 诸 元 的 第 二 位 码 符 分 别 记 为 0,1,…,f - 1. 如 此 逐步 分 组 编号 ,让 
到 各 信和 源 符 叶 均 被 编 成 9 元 码 符 为 止 . 这 里 所 谓 按 等 概率 分 组 ,实际 是 尽 可 能 接 
近 , 视 具体 依 源 而 定 . 

例 1 试 将 下 列 入 源 编 成 二 元 码 : 

ge = [1,2,3,4,5,6], 


2 信和 源 编码 735 ， 


其 概率 分 布 为 
P = [0.4,0.3,0.1,0.1,0.06,0.04]. (2-16) 

解 ” 按 险 天 受 CHuffman) 编码 法 , 取 560 = [中 ,机 = [2.3,4,5,6] 作 为 一 线 组 ; 
再 将 5 分 成 等 概率 的 两 个 小 组 Eio = [2j ,5 = [3,4,5,6j; 进 一 步 ,可 分 为 jo = 
[3,5] ,EE = [4,6]; 最 后 得 信 源 多 的 二 元 码 为 0,.10,.1400,1101,1110,1111 ,其 平均 
码 长 为 了 = 2.2bit, 这 比 信 涯 的 粮 所 = 2.1hit 稍 大 一 点 - 

2. 申 农 编码 法 

这 种 方法 是 ,首先 ， 将 信 源 概率 按 递 碱 次 订 写 出 :p| 沽 呈 世人 有 用 -其 次 , 算 
出 数列 ; a 4 + prt + patik = 2,.,9,41 = 人 0. 第 三 ,确定 一 列 正 整 数 RE 大 

2 0， 


log 2 -= log + 1, 


最 后 将 ax 展 成 二 连 制 小 数 (假定 编制 二 元 码 )， 取 前 中 信人 为 机 对 应 的 二 元 码 字 . 
例 2 设 信 源 概率 分 布 如 {2-16) 式 所 示 , 试 给 出 申 农 二 
解 (py,pzi,p3, D4 ps, Pe) = 04 0 90 1 0 Coy 04), 
(Ca a2 3 4 Ts 96) = (0,0.4,0.7,0.8,0.9,0.%), 
{Ris my， gr Ta ss 6) = (2,2,4,4,5,5), 
将 a 展 成 二 进 小 数 ,分 曾 取 前 sm 位 , 即 得 申 农 二 元 码 为 
00.01,1011,1100,11100.11110， 
其 平均 码 长 为 1 = 2.7bit. 
3, 法 诺 编码 法 
这 种 方法 是 ,首先 将 信 源 概率 p(w) ,wu 多 由 大 到 小 排列 ;第 二 步 是 将 未 尾 两 
个 最 小 的 概率 相 加 ,形成 一 个 新 的 概率 分 布 pifuaj,a E 声 , 再 按 大 小 重新 排序 ;最 
后 将 户 的 两 个 最 小 概率 相 加 ,形成 ps 分 布 也 按 太 小 排序 .如 此 逐步 简化 信 源 ,最 后 
变 成 二 元 { 两 点 ) 分 布 .编码 过 程 是 先 将 最 后 的 二 元 分 布 概 率 分 别 对 应 二 元 码 符 0 
玉 1, 倒 回 前 一 个 三 元 分 布 ,各 编 为 0,10 及 1I( 这 里 假定 符号 1 对 应 的 概率 是 由 两 个 
小 概率 合成 的 ), 如 此 编导 迁 步 退回 原始 分 布 ,就 编 成 了 最 后 的 二 元 法 诺 UFanoy 码 ， 
例 3 将 (2-16) 式 的 扩 源 分 布 编 成 法 诺 码 如 表 2-1 所 示 . 
表 2 1 


we plu) A pa) Ce) plu)y 有 Ce patu) Pla) ae fw) 


定 兴 2 ” 设 对 于 给 定 信 源 [Lp(#),w EE ,其 炳 为 Ht( 忆 ), 信 源 编 码 为 f: 一 
多” , 则 
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9 和 /EVD) (2-17) 


称 为 码 f 的 效率 ,其 中 (x) 为 码 字 x 的 分 量 个 数 , 邯 x 的 码 长 ; 称 1- ”为 稻 f 的 元 
长 度 . 


综 上 所 述 ,三 种 经 典 编码 法 各 有 千秋 . 法 诺 码 的 效率 较 申 农 码 为 商 , 哈 夫 曼 码 
的 效率 最 高 ; 申 农 码 是 唯一 定形 的 ,其 他 丙种 玛 形 均 不 唯一 确定 , 即 对 于 同一 给 定 
信 源 , 按 同 一 编码 法 (法 诺 或 哈 夫 曼 ), 却 可 编制 出 不 同形 式 的 码 来 ,并 且 是 平均 码 
长 相等 的 唯一 可 译 玛 ， 

紧 致 码 是 唯一 可 译 , 且 是 平均 长 最 短 的 码 .可 以 证 明 , 哈 夫 受 码 是 紧 致 码 . 


2.3 带 价 值 码 


2.3.1 一 般 离 散人 习 源 的 炳 率 


现在 考虑 将 平均 码 长 定理 3 推广 到 一 般 有 记忆 高 敬 信 源 的 声 合 ,并 使 用 比 平 
均码 长 更 加 广义 的 性 能 指标 一 一 “ 码 的 价值 ”. 

一 般 有 记忆 信 源 ,不 具备 公共 精 , 代 蔡 它 的 是 炉 率 . 

定义 3 设 忆 = [5 = 1,2…j 是 具有 有 限 消息 集合 缘 的 任意 离散 信 源 (不 
限于 无 记忆 ) , ! 多 1< wm . 若 下 列 极限 存在 : 

HD lm EH) (C0, 0)), 0-18) 

则 称 之 为 信 源 U 的 炳 率 . 

无 记忆 信 源 的 炉 认 就 是 其 公共 分 布 的 丧 . 

一 个 信 源 称 为 平稳 的 ,如 果 下 下 py Ug 的 联合 分 布 与 : 无 关 ， 此 = 心 ， 2 


”定理 6 对 于 半 稳 信 源 ,[ a = 所 过 ) 居 兴 = 1.2,…] 是 非 增 序列 ,因而 炉 率 
HU) 总 存在 , 且 有 


H(U) = lim HCUAA Us Up))- (2- 19) 
2.3.2 码 的 价值 
定义 4 ” 设 码 符 集 为 . 必 车 每 个 信号 元 x E . 儿 对 应 一 正 数 Ctz) > 0, 则 称 之 


为 信号 x 的 价值 . 

在 背景 上 ,价值 可 以 理解 为 度量 传递 该 信号 或 存储 信和 叶 所 需 的 时 间或 空间 位 
置信 和 号 所 耗 的 时 空 单元 ,在 经 费 上 是 有 "价值 " 的 .数学 上 ,价值 函数 Ctx) 就 是 定 
义 在 码 符 集 .多 上 的 一 个 正 实 值 棚 数 . 

定义 5 设 码 符 列 为 内 = (x1,%2,… x), 则 


CO) ED Cen) (2-20) 
称 为 码 符 列 x 的 价值 


2 “ 信 源 编码 ， T7347 ， 


特别 地 , 当 Citx) = 1 时 , C(x*》 即 为 码 符 列 zr 的 长 度 n， 
定 湾 6 车 和信 源 为 [Ui = 1,2,: 站, 编 碍 为 | 


CP EE El (FT {2-21) 
称 为 长 消息 码 的 每 个 稍 源 字母 的 平均 答 值 . 
特别 地 , 当 Ctx) = 1 时 ,et 六 = 天 及 就 是 平均 码 长 ,可 见 “ 平 均 价 值 ” 是 "平均 


码 长 ”概念 的 广义 化 . 
设 码 符 集 为 .名 ;定义 于 其 上 的 价值 函数 C(x) > 0,x E 各 则 方程 


Dexpl ~ aC(x)] = 1 (2-22) 
存在 唯一 正 根 a0, 且 对 于 任意 到 值 于 名 中 的 随机 变量 xX, 均 有 
区 过 0， {2-23) 
其 中 等 号 成 立 , 当 上 且 充当 Xf 的 分 布 为 
pix) = expl— aopCtr)|], x (2-24) 


2.3,3 平均 价值 定理 


定理 7 对 于 任意 离散 信和 源 [ 上 ,i = 1,2,…'], 设 (Ff,ww) 是 长 消息 的 任 一 分 组 码 
FU 一. 过， P:R 
且 满 足 杀人 忻 
TEd ,gH UI cee7, (2-25) 


则 有 
EN 攻克- 工 [elogli gl D+ HE)] -Le 二， (2.26) 
jn Ao kno 


其 中 xo 是 方程 (2-22) 的 正 根 ， 


进一步 , 若 /的 值 域 唯一 可 译 , 则 (2-26) 式 中 最 后 -- 项 可 去 掉 , 这 样 对 于 任 一 
唯一 可 译 码 大 其 值 域 唯一 可 译 且 gp 等 于 f 的 逆 ), 有 


C( 亡 尖 EO. {2-27) 


此 外 ,对 于 任意 ,存在 一 前 束 码 , 它 满足 


EN < HD, 二 mexc(*). (2-28) 


需要 指出 , 当 Cix) = 1 时 ,ao = jog i .21| ,定理 7 是 变 长 编码 定理 {定理 3) 的 
简单 推广 ; 若 再 假定 信 源 是 无 记忆 的 , 则 二 者 归 一 ， 

推论 1 ”在 定理 了 的 条 件 下 , 若 进一步 假定 信 源 有 丧 率 二 (中, 则 对 于 任意 5 > 
0, 存 在 s > 0 及 轧 , 司 消息 长 为 卡 半 加; 且 对 于 满足 (2-25) 式 的 每 个 到 户 有 
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Et) > A _ 8. (2-29) 
此 外 ,对 于 任意 了 > 0, 及 充分 大 的 ,存在 前 东 码 ,满足 


CN < 全 3 (2-30) 


进一步 ， 对 于 平稳 信 源 及 唯一 可 译 码 , 下 界 可 加 强 为 
Cp) > ED (2-31) 


注 :车 将 C(x) 理解 为 传递 信号 x 的 费用 , 则 本 推论 1 表明 ,在 长 消息 传送 中 ， 
平均 每 传递 一 个 消息 字母 所 需 费 用 大 致 为 了 (VU)/ao; 若 把 境 府 理 解 为 每 信 源 字母 
具有 的 信息 量 , 则 可 将 ao 解释 为 每 单 位 费用 最 才能 传递 (或 存储 ) 的 信息 量 ， 


2.3.4 信息 统计 问题 


作为 信 源 编码 理论 的 一 个 应 用 ,考虑 这 样 一 个 “信息 统计 ”问题 :根据 独立 抽 
取 的 个 样本 (uso, tw) , 试 判 断 它 原来 的 分 布 (母体 ) 是 P= 1p{u),nE 2， 
还 是 和 = [gq(n) ,uv €E Bw], | I< %. 

这 基 个 普通 的 假设 检验 问题 .解决 的 办 法 是 , 选 定 一 个 适当 的 集合 4CC 2 ,并 
作 判 定 : 若 样 本 (al ww)E 4, 风 接受 Pi; 否 则 ,接受 0. 详细 地 说 ,要 选择 4, 司 得 

-方面 当 P 为 真 时 ,“ 讲 真 ”的 概率 小 于 预定 限度 e, 即 P(4) :或 P(A) za1 一 es 
男 一 方面 , 当 0 为 真 时 ， 使得 * 存 仿 ” 的 概率 03 达到 最 小 , 山 
pb ,PlA)s=1- el]. 
需要 注意 ,这 里 d 的 选择 原则 ,对 于 PP 与 0 是 不 对 称 的 . 

一 般 统 计 方法 是 ,选取 4 使 在 保证 “ 弃 真 "概率 不 超过 e 条 件 下 ,使 “ 存 协 "概率 
尽 可 能 小 ,但 对 于 这 个 所 谓 存 伪 概率 究竟 能 小 到 何 种 地 步 , 就 不 得 而 知 了 . 

运用 编码 定理 的 思想 可 以 证 明 : 对 于 任意 0 < < < 1, 有 

lim logB(k,e) =- DP / 0), {2-32) 


其 中 PtP AZ 0) 称 为 分 布 相对 0 的 “信息 散 度 " ,用 它 度量 & 不同 于 P 的 程度 . 
按 定 义 ， 


D(CPY mp rt (2-33) 


由 基本 不 等 式 有 D(P /0) 2 0. 它 越 大 ， 一 次 观察 所 能 获取 的 分 辨 P 与 8 的 “入 
息 ” 就 越 包 . 


2.4 ”有 具 保 真 度 码 


2.4.1 类 真 度 
(1) 实际 获 了 最 的 原始 信息 ,如 卫星 图 像 等 ,一 方面 数据 量 很 大 , 另 一 方面 还 混 


2 ” 信 海 编码 * 739 ， 
杂 填 干扰 信号 ,于 是 需 经 适当 处 理 才 便 于 传递 和 存储 .常用 的 方法 是 ,利用 滤波 技 
本 去 除 污 兴 ,同时 还 要 将 数据 进行 压缩 变换 以 减少 元 余 信息 . 

原始 数据 经 过 编码 压缩 掉 一 定 的 消息 后 , 再 通过 译 友 来 复 现 消息 ,这 一 编 -一 
译 , 便 产生 了 信息 "失真" 的 问题 . 

具 保 真 度 的 信 源 编码 ,就 是 一 方面 要 量 大 限度 地 压缩 信 洛 消息 数据 量 , 另 - - 方 
面 还 要 使 失真 不 能 太 严 重 . 也 就 是 说 ,在 一 定 保 真 度 下 来 忌 可 能 地 压缩 消息 量 . 那 
人 入, 什么 是 “失真 度 ” 呢 ? 

没 为 信和 源 的 消息 集合 , | 多 1< 上, 而 穴 为 其 复制 信号 的 集会 (或 称 目标 集 
合 ), 1 光 ] < 多 .一 般 说 来 ,所 谓 失 真 订 ,就 是 定 文 在 多 x 7 上 的 一 个 非 负 二 元 实 值 
函数 d{ u,v) > 0. 它 表示 用 信号 v EE 多 来 复制 消息 毛 光 所 产生 的 失真 度量 .党 
选择 4 使 其 较 小 值 代表 小 的 失真 , 旦 假定 ,对 于 每 个 & 忆 w%, 译 少 有 一 个 t€ 客居 
du,v) = 10 不 然 ,可 令 

相信 9) = diu,v) - mind( wu. 0), 
这 样 4' 满足 述 要 求 . 
特别 地 , 当 党 = 全 时 ,可 取 失 真 度 为 


dl u,v) = {> 当 = 可 


1， 当 吕 天 9， 
当 少 = 多 c 有 为 实数 时 ,还 可 取 
duv) = Cu — vy). 

这 两 例 中 ,前 者 要 求 严格 地 复 现 消息 ,后 者 则 表示 随 信号 误差 幅度 的 增 大 而 使 失真 
严重 化 ， 

(2) 设 随机 变量 刀具 有 概率 分 布 [p(aj,e E ,如 果 对 于 “随机 消息 ”U, 可 
选择 取 值 于 信号 集合 宅 中 的 “随机 入 号 "作为 其 “* 复 制品” ,而 Y 的 概率 分 布 pf mv)， 
3 和 密 可 以 规定 六 


p(s) EE Do p(s) (oe), (2-34) 


这 里 对 不 同 随 机 变量 的 概率 函数 的 标示 符号 不 加 区 分 ， 部 用 p, 只 是 用 p(wu) 或 
ptv) 来 区 分 是 上 或 了 的 分 布 ,其 中 Ofaxa) 是 多 到 ?7 的 转移 概率 困 数 5 条件 福 
率 )， 

2 Qo) = 1， Yu€Ew, Qn) x 0, {2-35) 
刚 在 [ 色 ,p(&)， 2 给 定 的 条 件 下 ， 对 了 的 选择 就 等 网 于 对 [Qtea :ut Nx 
多 ] 的 选择 .一 旦 这 个 转移 概率 确定 , 便 得 U 与 VY 的 联合 分 布 为 


gel pau} Ov), (2-36) 


古人) 
于 是 可 定义 平均 失 惧 度 为 


A Dp(w) lo/w) dr, z) = Ed( U,V). (2-37) 
另外 ,还 可 得 到 由 与 V 问 的 互信 息 为 
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NU WD) a P10) Pptu) Ow/u)log UE. 2-38) 


2.4.2 替 失 真 汤 教 


(1) 直觉 上 , 信 源 消息 被 复制 成 信和 号 VF 之 后 ,其 "失真 度 ” 越 小 ,它们 间 的 “ 互 
信息 ”就 会 越 大 ;反之 ," 信 息 时 争 ” 越 大 ,“ 复 制品 ”失真 必然 严重 .这 就 是 说 ,所 谓 
保 真 压缩 信 源 编码 问题 ,实际 上 是 在 复制 信号 了 与 原始 消息 也 之 间 的 互信 息 乒 已; 
四 与 它们 之 间 的 失真 度 Ed( VW 这 二 者 中 进行 协调 选择 的 问题 ., 在 一 定 失 真 度 
限制 下 ,使 互信 息 最 小 ,就 产生 了 最 大 压缩 ,这 种 压 编 的 性 能 指标 就 称 之 为 “ 率 兴 真 
函数 ”. 其 严格 定义 恕 下. 

定义 7 设 信 源 为 [上 ,j= 1,2,…] ,每 个 分 量 上 和 皆 取 值 于 消息 集 只 ;对 于 任意 
万 , 特 长 消息 A =- 《好 1 Uys, UV;) 复制 为 天 长 随机 信和 号 = 《 1 全) ,每 个 
V 鲜 取 值 于 信号 集 空中 .在 多 x 多 上 给 定 失真 度 du,v) = 0, 则 对 于 固定 大， 

R60) -2 mi) (2-39) 


| 


称 为 让 率 失 站 画 数 ,其 中 最 小 值 是 对 所 有 这 样 的 随机 向 量 * 而 取 的 ,其 使 Ed( 必 ， 
过 入, 按 (2- 打 ) 式 及 (2- 招 ) 式 的 记号 ,也 可 将 (2-39) 式 邱 为 


def 。 
Ri pin (PIQ), (2-4 和 0) 


这 里 了 是 t 矿 的 概率 分 布 ,而 0 则 是 已 知 以下 , 上 的 转移 (条 件 ) 概率 .满足 限制 
4(0) < 万 的 9 称 之 为 许 用 转移 概率 . 
定义 8 设 信和 源 列 为 [0,j = 1,2,…], 则 


R(6) EE inf RS) (2-41) 


称 为 信 源 列 的 率 失真 函数 ， 

关于 率 失真 函数 的 几 点 注释 : 

1) 定 交 (2- 和 ) 式 的 极 小 值 一 定 存在 ,因为 HP; 人 0) 可 视 为 请 元 0(vw/u) 的 寺 
元 连续 函数 ,其 元 素 个 数 为 mm =| 名 1 五 BT!; 而 限制 条 件 dC0) < 向 实 质 是 详 纵 
闭 区 域 . 

2) 由 (8) 的 定义 域 为 5 > mn, 这 里 


> Plu}: mindt wt}. {2-42) 


3) 率 失 真 函 数 R(5) 的 信息 全 间 是 ， 允许 平均 失真 8 时 , 复 现 每 一 消息 字母 所 
需 的 最 小 比特 数 ( 假 定 用 二 元 码 ,对 数 以 2 为 底 ). 

(2) 率 失 真 函数 具有 下 列 性 质 ; 

FP 雇 (5) 是 5 > 5 的 单 减 下 扯 孙 数 ; 

> (6) 是 6 的 连续 函数 ; 

入 吕 (全 ) = 0, 当 且 仪 当 8 5%; 这 里 


jd (2-43) 
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4 当 d, = Gra 时 ,RS) 严格 单 减 ,从 而 有 
已 (全 ) = An PiO)， 人 人 (2-44) 
? 对 于 离散 无 记 所 信和 源 , 有 
R(t6) = kKRCF), 
RB) = RC), 8 ww dun. {2-45) 


2.4.3 保 真 信 源 编码 定理 


设 离散 无 记忆 Z 信 源 [ ,i = 1,2,…], 具 有 公共 分 布 ptiu),uE ,| 内]| < wm: 
复制 信号 集合 客 | 名 < wm; 在 儿 x 多 直上 给 定 失 真 度 为 dfu,v) 0. 另 外, 取 多 的 
一 个 子 集 忆 ， 

二 [vw. 把 安 节 二 1 2 MM], 

并 称 之 为 上 长 码 字 集 合 , 简 称 码 C, 其 中 码 字 个 数 为 有 = 15C1. 对 于 每 一 关 长 消息 
4 ,记号 

du 0) EE mind( ,0), (2-46) 
表示 & 到 码 C 的 最 小 失真 度 .对 于 任何 z 皇 26 中 总 有 这 样 一 个 码 字 , 记 之 为 
sv(u) ,满足 

du btu)) = du, 0). (2-47) 
由 此 定义 的 wa) 可 视 为 2 到 多 前 一 个 翻 码 , 对 于 长 的 随机 消息 严 = C5, 4;， 
,定义 码 局 的 平均 失真 度 为 


dC) TE, C) = 4 Dplu) du vw)). (2-48) 
本 


码 C 的 信息 压缩 率 为 


rR -于 logM. {2.49) 
更 在 的 问题 是 ,在 平均 失真 d(C) 不 超过 允许 限度 8( d(C0) 8) 时 ,信和 源 压 缩 


率 民 的 限度 是 什么? 
由 于 对 于 上 长 随机 消息 于 = ,证 避 ) 及 任 一 随机 码 字 下 = (CF, Fo， 
,总 有 
TR) ee HOF) < logM, {2-50) 
假定 随机 向 量 二 与 伟 间 的 转移 概率 分 布 咏 司 平均 先 真 度 不 超过 有, 即 
d0) = Bd, FF) 过 知 ， 
出 有 
RB) se 开 玉玲 ) 二 ljog 叶 ， 
从 而 有 
R(6) < TR,(8) < TlogM, 


由 此 便 得 . 
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R > RCO), W200. {2-51) 
这 表明 ,在 平均 失真 度 不 超过 8 的 情况 下 ,上 长 消息 信 源 至 少 要 用 时 关 2 好 13) 个 码 
字 来 复制 ;或 者 说 , 当 码 字 个 数 少 于 2 下 (时 ,平均 失真 要 不过 限度 全 
试问 有 无 这 样 的 码 C ,使 其 中 码 字 个 数 时 2860 , 旦 平均 失真 麻 又 不 超过 簿 
定 的 人 , 即 dfC) > 7? 管 案 是 ,这 两 条 要 同时 满足 不 易 , 但 近似 成 立 的 码 C 斑 实在 
在 ,这 就 是 下 面 的 申 农 保 真 信 源 编码 定理 的 结论 ， 
定理 8 设 有 具 失 真 度 的 无 记忆 信和 源 
= {go, Pia) ,Pd u,v) |, (2.52) 
若 给 定 3 > 565; 则 对 于 任意 6 > 0,p > 0, 当 下 充分 大 时 ，- 定 存在 长 信和 涉 码 必 ， 
它 具 有 i 个 码 字 , 且 满 足 于 列 两 个 条 件 : 
1 时 < 2 
PAdC) < 全 + 0 
注 ; 上 述 结 果 对 码 字 数目 的 指标 RC(5) 多 了 个 。 ,也 就 是 此 码 的 压缩 率 只 为 
RB) GR < RIB) + 6; {2-53) 
另外 ,失真 度 也 未 严格 限于 4, 而 多 了 个 e > 0. 
精细 分 析 可 知 ,这 两 个 界 铭 出 的 “ 残 量 "<s 和 p, 在 有限 形式 { 不 取 极 限 ) 下 ,同时 
去 除 是 很 难 的 :任意 去 掉 一 个 是 可 能 的 ,由 此 引出 推论 2. 
推论 > 在 定理 8 的 条 件 下 ,有 
1* 对 于 任意 8 > Some > 0, 当 下 充分 大 时 ,存在 上 长 信和 源码 ,同时 满足 
R < RO) +te, dO < Hs 
2 对 于 任意 5 二 志 Dw 及 Pp > 0, 当 充分 大 时 ,存在 上 长 信和 源码 C, 使 
R < Rd), dO) < H+p. 
需要 指出 ,推论 2 中 两 种 结果 ,本 质 上 是 在 严格 (不 等 式 } 条 忻 5 > 人 及 
志 8 < 6nm 下 ,调整 两 类 指标 "压缩 限 ” 与 “失真 庶 ”, 以 放宽 - -个 为 代价 ,而 换取 另 
一 个 的 精确 限度 的 结果 


2.4.4 率 失 真 函 数 的 计算 


从 上 述 保 真 信 汰 编码 定理 可 知 , 率 失 真 函 数 R(6) 是 在 信 源 码 平均 失真 不 超 
过 下 ,信息 压缩 率 和 的 下 限 标 志 . 因而 给 定 信 源 及 失真 度 时 ,如 何 计 算 其 率 和 失真 廿 
数 R(8) ,就 是 个 关键 问题 ， 

例 4 设 具 失真 度 的 无 记忆 信 源 为 

= {pu ,Pd( rw, vo)|, 


其 中 多 = [0.1] = 守 pt0) = p < 证 .Pp(1) =1-pa=7, 
0， 当 w= 1; 
dtw,v)} = tr eo 
试 求 该 信 源 的 率 失 真 咀 数 R(5). 


解 ” 先 确 定 R(5) 的 定 习 域 及 非 零 值 范围 ,这 由 了 及 So 给 出 . 据 (2-42)7 起 
有 (2-43) 趟 ,可 得 
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他 = , 个 = min| p,ql 二 pp， 
再 由 (2-44) 式 , 有 
RIS} = mi) = sn UsV) (0 < py, 
由 互信 息 的 性 质 及 法 诺 不 等 式 , 有 
RU = HD - HOUAVY = Hep — HCOUAY) 
> AH{p) - Htp,). 


其 中 #(p) = plogp - 9logg, 为 粹 函数 (gqg = 1 - pysp. EE ply 了 下 ] 为 误差 
概率 . 
注意 到 20) = Ed( U,V = 下 ,使 有 
RIB) > Hip) - HB), Oud<p < 六 
另外 ,可 了 又 转 移 概 率 0, 使 HFCUAVY = HC5), 为 此 ,由 要 满足 下 剂 条 件 
个 ， 当 忆 关上 
pao) = {1 当 g = 1, 
这 样 的 上 可 到 为 
O00) = AL -Bp OCA0) = (1 -4)8AP， 
0601) = BA/g, QA1) = (1 ~- A)(] - 8)g, 
A= (pd$)/(1 -28). 
它 怡 好 是 一 允许 转移 概率 ,同时 满足 
I UV) = Hlp} — HS),d(0) = $. 


于 基 又 得 
只 (他 UD = Hp) - HIE). 
最 后 
1 
Hfp) - HO) (0d<ps7); 
RId) = 
0) | 0 ( 当 8 > p). 
这 就 是 两 点 信和 源 .7 的 率 失 真 疯 数 . 


此 例 显 示 , 率 失真 函数 的 计算 问题 ,即使 对 于 简明 的 信 源 也 是 不 容易 的 事情 . 
一 般 有 下 列 定 理 ， 
定理 9 若 给 定 无 记忆 信和 源 | 名, p(0)], 守 dd(u,v)1 , 则 其 率 失真 函数 为 


RCE) = max {s+ Dp(u)logA( un)|, (2-54) 
有 EE 


EE A 


其 中 
A, Nw) ,uv €E 2 DA pl epl edly, el vrE 21.(2-.5) 
由 定理 9 可 得 率 失真 函数 的 计算 步 双 如下， 
{1) 求 协 变 应 数 A(u) ,ns 到 
Yalu)pt ujexp[sdtu,e)] = 1 (Yrv€ FY. (2-0) 
a 
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需要 广 章 ,多 与 实 皆 为 有 限 元 素 的 集 语 , 豆 方 程 (2-55) 式 实 际 上 是 具有 | 宅 | 
个 未 物 数 AC2) ,uw 所 2 及 上 多 | 个 方程 的 方程 组 . 
(2) 确定 放 上 的 概率 分 布 piv). 


人 22()exp[ sd{u,v)}] = 


此 时 ,A(u) 与 p(7) 都 是 。 的 函数 . 
{3) 将 求 得 的 Atwu) 与 pt») 化 和 下 式 , 者 得 转移 概率 Oo ai 它 也 是 * 的 是 


志 
(4) 


{Yue 2 ， {2-57) 


数 . 
Ov/u) = Aw)plv)expl sd u,v)] (iE RB,v EE PB). {2.38) 
(4) 由 下 式 确 定 * 作为 $ 的 请 数 ， 
pu) Ql w/w) du, v) = 人. (2-590) 
(51 将 = 306) 及 aCu) 作为 8 的 函数 代 人 下 式 , 便 得 率 和 失真 函数 为 
R(S) = 508) + Dp(ln)logl(u), (2-60) 
如 人 姨 
其 中 参量 * 实际 上 是 只 (3) 的 斜率 ,有 妈 
s = MR (2-61) 


但 在 六 35) 未 知之 前 不 能 由 此 式 求 得 ;. 
按 上 述 算法 ,计算 例 4 的 部 (6) ,可 得 同样 结果 .进一步 的 例子 可 见 参 考 文献 3. 


3 信道 编码 


3.1 噪声 信道 编码 问题 


3.1.1 信道 与 编码 


设 .多 与 多 都 是 有 限 集 合 , 1 .8 < m ,| 多 | < 名 .以 .第 为 入 口 信号 集 , 史 为 出 
口 信号 集 的 一 个 悄 道 , 蚌 由 一 族 条 件 概率 | OC(y/x); x 训 ,y EE 虽 来 决定 的 ,其 中 
QLyY/x) 产 0 表示 发 送 入 口 信 号 x 时 收 到 出 口 信 号 的 条 件 概 率 , 简 称 x 到 y 的 转 
移 概率 ,有 


{名 0 =1 (¥x€.D, 
rs (3-1) 
Qly/x) 0 (YE x MW. 


该 信道 记 为 [ 半 , 0(y/Ax), 别 , 也 称 8 为 转移 阵 , 它 实 盾 上 是 具有 | 名 | 行 及 | 多 | 列 
的 随机 和 矩 阵 , 该 矩阵 每 个 元 素 取 非 黄 秆 , 且 每 行 之 和 为 1. 

具有 入 口 集 . 钊 及 出 口 集 多 的 一 个 信道 码 ,就 是 一 对 映射 (7,g) ,其 中 7 是 把 某 
有 限 集合 密 映 射 到 .名称 之 为 翻 码 器 (简称 玫 码 )， 
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六 人 人 
而 g 是 把 多 映射 到 某 一 集合 多 称 之 为 译 码 器 (简称 译 码 )， 

SP 多; 
乡 称 为 消息 集 .信道 码 (F, g) 的 任务 是 先 将 要 发 送 的 每 一 消息 & 二 纤 , 翻 成 信道 人 
口 揭 一 个 码 字 x = f(a) ,经 信道 传递 ,在 信道 出 口 处 输出 信号 y, 由 于 信道 可 能 有 
噪声 干扰 (这 体现 在 转移 概率 Q(y/x) 中 ), 需 对 y 经 译 码 手续 判断 出 所 发 送 的 信 
导 及 消息 ,而 后 送 到 用 户 ( 信 宿 ) 去 ,通常 假定 窜 = 完 


3.1.2 通信 系统 及 误 盖 概率 


信 源 消息 是 随机 发 送 的 , 苦 其 概率 分 布 给 定 为 p(w),w E 名 , 则 信和 源 [ 闵 ， 
Ptu)]\ 信 道 [名 ; 0(y/x), 疗 玉 信 道 编 码 (7,e) 便 组 成 一 个 通信 系统 ,如 图 3-1 所 
示 , 其 中 信 源 消息 a 及 对 应 的 码 字 x = (wu), 相 应 的 接收 信号 y 和 信 宿 消息 = 
&(y), 这 四 个 量 都 是 随机 样本 ,它们 对 应 的 随机 变量 及 传递 关系 可 表示 为 


信 源 ] 一 ~ | 
[Ee 译 码 嚣 |- | 道 
图 3-] 
Ux- Ye 


其 联合 概率 分 布 为 

四 (下 和 = puplr /Oly rp vy), (3-2) 
这 里 将 翻 码 及 译 码 & 的 作用 ,也 表 成 了 转移 概率 p(xza) 及 ptv/Y) ,并 分 别 规定 
为 


def 1 ( 当 x = fw)), 


Px/ 0 (x A ); 
def [1 {( 当 v = g(7)), 
Pa 0 { 当 v 2 (7)). 


由 此 确定 (PP 的 联合 分 布 p(w,v) 及 通 慷 误 差 慨 率 p。 分 别 为 
pfayaj = Dplusrsy, 0) = pilu Olg (so) fu)), 
YE x (3-3) 
pe = plf,8) pL ¥V] = Op): peu (3-4) 
其 中 
ps CA) (和 和 2, 


Otsu)) > Oy/f uu)). 
Fr 
这 里 p,。 表示 发 送 单 个 消息 4 时 产生 的 误差 概率 ;而 p, 则 是 发 送 所 有 消息 4 二 乡 
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之 平均 误差 概率 ,特别 地 ， 和 人 育 源 分 布 pf zy = 1 1 络 1, 有 
pe = 1 . 之 ;po 《3-3) 


其 中 p,,。 只 与 信道 及 编码 (/,g) 有 关 , 与 信 源 分 布 无 关 , 它 实际 上 是 传递 码 字 * = 
(aw) 时 的 条 件 误差 概率 ,其 最 大 值 记 为 


pm = map mg S08 (0) )). (3-6) 


所 谓 信 道 编 码 问题 , 就 是 选择 编码 (/， 2), 使 可 用 消息 的 发 送 数 目 尽 可 能 大 
( 即 码 字 个 数 尽 可 能 过) , 则 时 还 要求 最 大 误差 概率 p.(m) 尽量 小 . 


3.1.3 无 记忆 信道 


实际 通信 息 是 在 一 定时 间 内 接连 发 送信 号 ,对 信道 “多 次 利用 ”. 
定 匀 1 设 信 遵 为 [. 乱 ,和 (mr 人) = 1,2.… 
车 ,由 = . 知 ,g% = 略 , 且 


QCy /wr ) = [| oC), 


册 称 该 信道 为 无 记忆 刁 道 ,其 中 
x = Cx a) EB = = 

障 记 为 [, 入 QCyAx), oj. 

无 记忆 信道 所 找 述 的 实 奈 痛 景 是 ， 当 接 连 发 送 一 列 信号 {x X21 ,Xn :并 相 
继 收 到 对 应 信号 列 (y， » 7+ yp 时 ， Yl 只 依 玉 于 下 1 2 只 依赖 而 与 Eq 和 Yi 都 
无 关 和 加 内 与 有 有 关 而 与 它 前 面 发 送 的 信 生 都 无 关 ， 

理论 上 简单 而 非 平 凡 的 无 记忆 信道 ,就 是 二 元 对 称 悄 道 [. 儿 如 (yzx) ,2 ,其 
中 
B= P= 10,1|, 
£ (Br 2 7); 
Q(y/x) = {1 { 当 x = 7)， (3-7) 


其 中 el0 < 。 < 六) 作为 二 元 信道 参数 ,表示 误 码 率 . 
下 面 主 要 介绍 上 到 nn 定 长 分 组 码 (f,g) 的 编码 定理 ,这 里 约定 :多 = 多 ; 且 .党 = 
Cf, gE 多 简写 通信 系统 为 
了 /> a 2. Ek 


3.2 ”入道 窜 量 与 逆 编 码 定 理 


3.2.1 信道 客 量 


如 果 说 具 保 真 度 的 信 源 编码 定理 是 在 一 定 的 “平均 失真 度 ” 下 ,解决 信 源 码 字 
的 "最 小 压缩 数目 " 问题 ,那么 信道 编码 定理 则 是 在 一 定 的 “误差 概率 限度 ”下 , 解 
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决 信道 码 字 的 “最 大 许 用 数目 ”问题 .也 就 是 说 ,对 信和 源码 而 言 ,在 一 定 保 真 度 下 . 
信和 源码 字 压 缩 数 目 越 少 越 好 ;而 信道 码 则 要 求 在 多 许 误 差 概 这 下 ,信道 码 字 越 多 越 
好 .前 者 的 下 限 标志 ,是 信 源 的 率 失 真 图 数 ;而 后 者 的 上 限 标 志 , 就 是 信道 客 量 .两 
者 异曲同工 ， 

给 定 信道 [. 估 QCy/x}), 剖 ,并 在 入 口 信号 集 . 客 上 指定 任 一 概率 分 布 pt x*}， 
* 人 .省 便 产生 二 随机 变量 天 与 了 ,它们 的 联合 分 布 为 


plxr, y) -2 于 A (yO(y/x) (Cy) EE， 
由 此 得 互信 息 为 
Cy/x 
六 下) = I(X;Y) = x Ax)l 一 ， 3-8 
(CP;Q) = I(X;Y) Zp Oly Ie 5p) 0078) (3-8) 


其 中 8 是 信道 标志 ,作为 预定 量 ; 而 互相 信 1( Pp; @) 作为 人 口 分 布 P 的 晒 数 ,是 上 
上 出国 数 ( 见 (1-21) 式 ), 且 是 P 的 变动 区 域 D 上 的 连续 函数 ,这 里 P =[p(x),x 万 
.分 ], 记 

Da=[P:p{x) > 0, 2 pt{x) = 11. 


因而 i(P;Q@) 在 D 上 有 极 大 值 ， 
CE mad( P;0). (3-9) 
定 灾 2 互信 息 I(P;0Q) 关于 人 口 分 布 户 的 最 大 值 5 称 为 给 定 信道 [. 洛 
人 (yAx) ,| 的 信道 容量 . 
它 是 信道 的 特征 数 ,只 作为 信道 转 称 阵 8 的 函数 ,而 与 人 口 分 布 P 无 关 . 
剧 率 失真 函数 一 样 ,信道 容量 C 的 计算 问题 ,本质 上 仍 基 多 元 函数 的 条 件 极 值 
问题 ,一 般 并 不 容易 计算 ,下 面 举 例 说 明 ， 
例 1 试 求 二 元 对 称 信道 [.& Qtyz) ,2 约 的 容量 5C, 优 定 信 道 参数 为 e,0 < 
<4. 
解法 1 任意 给 定 人 口 分 布 p(x),x € [0,1j, 则 有 
HE = 万 (站 -YE) = HOY) - Hle), 
这 里 Rs) =- eloge - (1- &)log(1 -<) 为 坑 男 数 ,于 是 
= maxH( Y) 一 Hte). 
另外 ,由 炳 的 性 质 ,得 
maxii{ 7) 三 log2, 
为 此 ,要 求 出 口 分 布 为 等 概率 分 布 . 又 因 信 和 道 的 对 称 性 ,只 要 取信 口 分 布 也 为 等 概 
率 即 可 . 于 是 得 结果 
C = log2 - Hle) = log2 + eloge + (1 ~ s)log(l 一 8) 
(0 < e < 六) (3-10) 


解法 2 记 任 一 人 口 分 布 为 
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asa= PIX=0,af=1-a= PixX -= 1|, 
这 样 ,出 口 分 布 可 写 为 


1 
P= PlY=0) = Dp(x)O(0/x) = or + Ge, 
于 三 答 


B=1-B= PlY=1]= DPp(x)O(/x) = oe +, 
入 口 分 布 与 出 口 分 布 二 者 关系 可 用 矩阵 表 为 
[és & 
[a.B] = [eall® “|, 
于 是 互信 息 可 写 为 
HX) = HOF- HCOYAX) = H(AY ~ Hie) 
= Ho + ae) — Hle), 
时 ,上 式 有 极 大 值 
C= max NX;Y)= loe2— Htle). 
上 述 两 种 算法 ,结果 都 一 样 . 
3.2.2 讶 编码 定理 
给 定 无 记 杞 信道 [. 名 ;OQ(y/Ar), 别 , 对 任 一 信 源 分 布 p(w), w= (Cu, 2 te) 
所 YA ,考虑 上 到 定 长 分 组 码 ( fg)， 
ft Rt, gi Ft 
由 此 在 2 ,种 ,rr 及 Zt Br 上 形成 四 个 随机 向 量 , 按 通信 和 闫 序 构成 马 氏 链 : 


1 
2 


i a EV. (3-11) 
规定 此 通信 系统 的 传 信 率 为 
Ry dL A ， {3- 12) 


其 中 H(A) 为 产生 上 长 消息 之 信 源 的 申 农 炉 ; Rs 表示 每 个 信道 符号 平均 传递 的 
信息 量 . 
上 述 通 信 系统 的 误差 概率 为 


pe PE x Vi = PIUCU, # 1 


衬 ‘max Pi wr | 之 1 Dp dp,), 
其 中 
poi = Pith zz Vt (i= 1,2,.°*,k). (3-13) 
定理 1 ( 逆 编 玛 定 理 ) ” 设 无 记忆 信道 [名 ; Q(y/Ax), 串 的 容量 为 C, 则 对 于 


任 一 上 到 nn 定 长 分 组 玛 (f, gg)， 
fr Bg Pt 
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及 任 一 依 源 分 布 pfa),aE 2, 有 


《pologf1 BE 1- 1) + H(tp.?) > 9 一 nC 


= 全 (Rn - C). (3-14) 
此 外 , 当 p。 < 少时 ,有 
Polog( YE 1- 1D) + HOp) > (Ry ~ €). (3-15) 


其 中 Hip,) = -plogp, - (1 pe)log(1 po), Ry = HCU)An, 1 多 为 密 中 元 素 
的 个 数 ; 对 数 以 任何 a > 1 为 底 . 

定理 1 表明 , 当 保 持 传 术 率 5 后 大 于 信道 容量 C 时 ,无 论 怎样 选择 信道 编码 (， 
z ) ,都 不 能 使 误差 概率 性 意 小 1 


3.3 ”上 有 具 价 值 的 信道 编码 


3.3.1 入 值 窜 王 函 教 


定义 3 若 对 无 记忆 信道 [. 针 0(y/x) ,名 的 每 个 人 口 信和 号 x © . 才 指 定 一 非 
负数 (x) = 0, 则 称 之 为 x 的 价值 . 
定义 4 设 站 长 人 口 信 和 向 量 * = (x1,x2 x) 万 .六 , 划 


B(x) EE sx) Ci 三 1,2, ,nA), (3-16) 


称 为 4 长 入 口 信号 向 量 * 的 向 量 价值 . 
定 光 5 设 n 维 随机 向 量 下 = {Xi 


ELbCOOI EE T(x) px) = > ET5( 无 )]， (3.17) 
二 .十 4 
称 为 随机 向 量 Y 的 平均 价值 . 
定 久 6 设 信道 转移 阵 为 8, 则 
CR) ed ,0 -18) 


称 为 信道 的 nr 阶 昼 值 容量 丁 数 , 其 中 请 是 sn 阶 入 口 向 量 针 = Ci, 庆 ,… ,无 ) 的 任 
一 分 布 概率 函数 :了 = (了 ,和 ,…, 了) 是 相应 的 出 口 向 量 .(3-18) 式 中 最 大 值 是 对 
所 有 人 口 向 量 针 , 即 变 动人 口 分 布 P 而 了 到 的 ,其 使 bP) = 下 让 下)] 二 吧 , 即 王 阶 
人 口 分 布 的 平均 价值 不 超过 井 ; 称 这 样 的 分 布 忆 为 8 允许 试验 人 口 分 布 (简称 户 允 
许 分 布 ). 

注 :(1) ep 的 定义 (3-18) 式 中 最 大 值 一 定 存在 ,此 因 TX; 了 了) = i P; 人 2) 
在 一定 下 ,是 入 口 分 布 P 的 连续 上 上 同 裔 数 , 极 值 条 件 不 等 式 b(P) < 明 为 财 区 
域 , 其 上 连续 函数 必 有 极 值 . 

(2) C.(p) 的 定 立 域 为 有 > Bos: 这 里 
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pu -se minb (x). (3.19) 
信道 的 价值 容量 函数 CC 有 定义 为 
Cp) - 生 subp 二 Cs(B) (3-20) 


C1B) 纯 属 信道 的 特征 数 , 与 人 口 分 布 无 关 ; 它 的 信息 售 立 旦 ,在 信道 和 人口 符 号 的 平 
均 价 值 不 超过 8 的 情况 下 ,每 个 信道 符 导 可 靠 传递 的 最 大 信息 量 . 

价值 容量 消 数 具 下 烈 福 质 ; 

PG(P) 蝴 3 pr 的 上 凸 连续 函数 . 

2 对 于 无 记忆 信道 ,有 

《这 CAP) 三 nCitB) {8 Bmin: Rn = 1,2,°); 

(iiy CRB) = CB); 

(i CB) 在 Bow 志和 < Bmm 中 严格 单 增 , 且 

人 有) = max ,= {PiQ), (3-21) 


PhtP}= 
其 中 
8， Emin[ 5CP): HP;O) = C]， 


这 里 C 是 无 记忆 信道 容量 ,有 
= da CP) = CI )， (3.22) 


3.3.2 有 具 价值 信道 编码 定理 


考虑 上 到 nr 定 上 长 分 组 码 ( ,gg)， 
ff: > Br", gt 2 ， 
俱 定 融 码 站 是 2 到 .多 的 某 个 子 集 上 的 一 一 映射 ,这 个 子 集 记 之 为 贸 , 称 之 为 码 
字 集 合 { 简 称 为 信道 码 ), 写 为 
BEA) = lz = 有 NE | 
二 | 4,X2 

这 里 每 个 映 特 x , 称 为 一 个 码 字 ; 它 的 道 像 是 一 个 信 源 消息 上 m == 广 人 (x,) EE 人 ; 
码 字 总 数 为 时 个 ,= | fA24) 1=1 妆 1, 且 称 


Re ~ el (3-2) 


为 m 长 信道 码 的 传输 迪 率 ， 
设 信 源 和 的 全 体 丰 长 消息 为 
BH = sg] (NM =| 1*), 
它们 与 # 长 信道 码 字 集合 名/ = 1x1;%*%2,… ,zw| 之 间 的 一 一 对 应 关系 形成 了 翻 码 
/ fe mn = Fm) Cm = 1,2,.°, dH). 
此 时 , 译 码 g 实际 基 名 到 饭 UU [?] 的 一 种 映射 ， 
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gg rr 2 U [?] ? 
这 里 符号 ”? ”表示 检 错 , 按 误 差 计 算 ; 从 码 字 集合 铬 再 到 之 寻 2 的 译 码 则 接 爱 射 
了 的 逆 像 判定 .因此 ,发 送 消息 uw E 2 时 的 传输 误差 概率 为 


pom >») Qty) Cm = 1,2,.°°. MM). (3-24) 


La 


现在 的 问题 是 ,对 于 给 定 信 道 , 是 否 存 在 这 样 的 "好 码 ” ,使 得 其 中 码 字 个 数 足 
够 多 ,以 便 一 一 对 应 地 传递 被 压 药 之 后 的 必用 消息 ,同时 还 要 使 误差 概率 六. 。… 
致 地 小 ,或 者 说 ,在 传输 速率 忌 可 能 大 的 同时 ,保证 尽量 小 的 误差 概率 ? 

定理 2 (其 价值 信道 编码 定理 } ” 设 无 记忆 信道 [. 客 ;O00 yAx) ,名 的 价值 请 数 
为 B(x) ,x 毛 溃 ,价值 容量 函数 为 CCB), 则 对 于 任意 BB Pinsp > 0,5 > 0 及 6 > 
0, 存 在 n 长 信道 码 名 | = x1 ,x x CC 阁 及 译 码 g: wz 一 人 U1?], 满 足 

LP bean) ee Rl + ppen < Ee (m= 1,2,.., MD): 

2 时 Jn CA) 

概括 地 说 ,存在 这 样 的 #4 长 码 ,每 个 码 符 平均 价值 不 超过 ,使 用 每 一 个 码 字 
的 误差 概率 不 超过 ,而 且 码 字 总 数 时 接近 2"208" .或 者 说 ,理论 上 存在 这 样 的 * 好 
码 ”, 鸽 每 个 码 字 实 用 误差 概率 小 于 ,每 个 码 符 耗费 不 超 计 8, 而且 传 输 速 率 接近 
信道 容 贡 008). 

推论 1 【无 记忆 信道 编码 定理 ) 设 无 记 亿 信道 [.“: QtyAx) ,的 容量 为 
0, 则 对 于 任 一 RR < 0, 及 e > 0, 存 在 n 长 信道 码 才 三 173 忆 . 知 及 译 码 
gi BU [7?, 使 


pm 人 ee (m= 1,2,.,WH); 村 242. 


3.4 误差 概率 指数 界 


3.4.1 误差 概率 的 指数 形式 


信道 编码 定理 2 及 其 推论 1 表明 ,对 于 无 记忆 信道 , 当 其 传输 速率 小 于 信道 容 
其 时 , 必 存 在 ”长 信道 码 及 适当 译 码 ,使 每 个 码 字 的 误差 概率 均 可 小 于 任何 预定 正 
数 .但 应 注意 ,这 里 使 误差 概率 小 的 关键 是 增 大 码 长 =, 而 码 民 增 大 必定 会 给 选 码 
及 实现 通信 造成 困难 .因此 ,希望 在 满足 谋 差 限度 的 情况 下 ,实用 码 长 能 尽量 地 短 . 
理论 上 解决 这 一 问题 时 可 用 如 下 定理 . 

定理 3 设 无 记忆 信道 为 [入 QUyzx) 殉 , 则 对 于 任意 下 整数 m, 只 > 0 及 站 去 
A 不 1, 存 在 具有 对 个 码 字 的 n 长 信道 码 纺 / = x ,YX CC . 知 及 译 妈 gg: 名 
一 名/, 诺 足 

pom < 4expl— nECR)] (la m € NM); 

” 于 expl nhR]. 

其 中 
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Pe,m 一 一 > OU/ xXn) 3 


六 


E(R) EL max {max( E(A, P) -AR}| (RR > 0); {3-25) 


E(A,P) -过 一 nS DS p(x) OC yA (Oc 1)， 
EP 人 
其 中 ptx) ,x . 客 为 任 一 信道 人 口 分 布 .最 友 值 是 对 和 新 有 人 口 分 布 P 而 取 的 . 
3.4.2 指教 界 信 道 编码 定理 


定理 3 只 是 给 出 误差 概率 六 。 的 指数 形式 ,关键 是 “随机 编码 指数 ”E(t 民 ) 的 性 
能 问题 , 它 纯 属 信道 转移 概率 0 的 特征 , 取 慎 么 样 的 信道 和 哪些 只 值 才能 人 司 吕 ( 届 ) 
> 站 以 及 作为 RR 的 函数 ,E(R) 具有 怎样 的 特性 ? 见 以 下 论述 ， 

定理 4 (指数 界 信 道 编码 定理 ) ” 设 无 记忆 信道 [. 名 ; 0, 的 容量 C > 0, 则 
当 0 志 RR < 人 CC 时 ,随机 编码 指数 F(R) 是 尺 的 单 贱 下 凸 (0) 正 值 函 数 , 即 0 < 
F(RI)O=R<e. 

定理 3 证 明 的 难产 相当 大 , 详 见 参考 文献 [3] ,下 面 例 2 说 明 ECR) 的 计算 也 很 
繁 难 ， 

网 2 设 二 元 对 称 信道 为 [. 知 QUyzxz), 列 ,其 中 作 = 10,1 = 多 ,0(%)=1- 
e = (1A1), 


Q(10) = 0(0/1) = es，0<e < 了. 
求 该 信道 的 随机 编码 指数 E(RR). 
解 。 按 定义 (3-25) 式 , 有 
B(R) EE max maxg(X:P, R), 
staAsP, A) = EA, 中) -AR, 


E(A,P) EE - nD Dp 09/ rl, 
车 记 人 人 口 分 布 pt0) 一 PP) = 1-p ,, 旧 上 面 诸 式 中 的 二 元 参量 P = [p,{(1- p)) 
可 物 为 单个 变量 p 的 函数 ,0 万 p 寺 1 此 时 并 和 A,p) 可 号 成 
E(Asp) = Inffp(l — eri (1 petti]itt + 
[pe + {1- pit 一 rs 
由 对 称 性 可 知 ， 
,max E(A,p) = E(A,), 
从 而 有 
oa gd;p, R) = g(2; 广 ， R) = =) 一 起 。 


E(R) = max g(A; ,RR). 


1 


参考 文献 。 353 。 


经 过 复杂 的 计算 ,运用 一 定 的 分 析 技 巧 ( 详 见 参考 文献 [3]) 最 终 得 到 


fim -ne + Vi-e)-R (OsRe Ri); 
EC = {es (SRR<R. 人， 
其 中 
/ 
Ri = 12 - BE 人生-)， 


TI(8) =- Hne — (1 - In(l - €), 
Ro = In- Hle} 三 CC, R= ln2- HS). 


参考 文献 


1 Gallager R G.Infomation theory and reliable communication. New York: Wiley, 1908. 

2 McEliece R J.The theory of information and coding. Fncyclopedia of Math and its Appli- 
cations, vol 3. Reading, Mass; Addison-Wesley, 1977. 

3 重庆 生 著 ,信息论 .西安 :西安 交通 大 学 出 版 社 ,1986. 


第 19 篇 


人 工 神 经 网 络 


编 者 杨 行 唆 ” 郑 君 里 
审 校 者 ” 赵 明 生 


日 
引言 ee + (757) 
多 民 前 向 神经 网 结 (MLRN) 
(757) 


1.1 MLFN 的 基本 原理 0 (757) 
1.2 MIFN 的 参数 学 习 算 法 


( 求 纪 ) … (760) 
1.3 MLPN 推广 能 力 的 统计 
学 习 理 论 …… (367) 
1.4 改 普 MILIN 推广 能 力 的 
1.5 MLFN 作为 后 验 可 信和 信 吕 
“(776) 
1.6 总归 神经 网 络 (RNN) 
Hou6sld 神经 网 络 er (781) 
2.1 连续 时 间 Hoplield 神经 网 络 
: (781) 


2.2 连续 时 间 Hopfield 神经 网 络 用 
于 求解 TSP 一 …… . (783) 


录 


2.3 离散 时 间 Hopfield 


2.4 有 关 Hoplield 神经 网 络 

吸引 子 的 基本 定义 

和 定理 和 {786} 
2.5 离散 时 间 Hoplield 

神经 网 络 的 自 联想 

记忆 功能 及 其 

存储 容量 

(记忆 容量 } et 《7891 
2.6 双向 联想 记忆 (BAM) 网 络 
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的 党 习 工 法 (LVQ) ee (796) 
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引 言 


神经 网 络 是 由 非常 太 量 的 神经 元 构成 的 系统 ,每 个 神经 元 是 一 个 简单 的 非 线 
性 处 理 单元 . 人 工 神经 网 络 由 人 工 神经 元 构成 , 它 在 不 出 层次 和 方面 模仿 人 脑 神 
经 系统 的 信息 存储 .检索 及 处 理 功 能 ,诸如 大 规模 并 行 钼 理 .分 布 式 存储 .学习 能 力 
和 自 适应 性 等 . 

D .E.Rumelhart 和 J.L. MeClelland 关于 并 行 分 布 处 理 系 统 的 经 典 工作 { 见 文献 
[3j) 和 Hopfield 的 研究 工作 { 见 文 献 [4]) 自 为 志 纪 中 年 代 中 期 出 现 以 来 , 极 大 地 推 
动 了 人 工 挤 经 网 络 研究 工作 的 开展 ,成 就 很 大 .同时 它 也 是 一 门 正在 六 勃 汰 展 中 的 
新 学 科 , 很 多 理论 问题 有 待 于 解决 ,特别 需 加 强 与 模糊 .混沌 .遗传 算法 相 结合 . 

神经 网 络 的 应 用 几乎 遍及 所 有 自然 科学 、 工 业 和 经 济 学 领域 .用 它 来 解决 优 
化 联想 .模式 识别 .函数 逼近 .时 间 序 列 预 测 . 非 线性 系统 辨识 和 控制 .参数 提取 、 
故障 诊断 .信和 号 检测 和 编码 、 人 工 智能 系统 等 许多 问题 时 ,都 取得 了 其 它 很 名 方法 
难 志 达 到 的 成 果 . 

神经 网 络 有 多 种 模型 .按照 学 习 算法 可 分 为 有 监督 的 学 习 和 无 监督 ( 自 组 织 ) 
的 学 习 两 大 类 . 本 入 介绍 使 用 最 普遍 的 三 种 模型 ; 多 屋 前 向 神经 网 络 {MLFN)、 
Hopfield 神经 网 络 和 自 组 织 特征 映射 (SOFM) 神经 网 络 ; 第 -- 种 采用 有 监督 的 学 习 
算法 ,第 三 种 采用 自 组 织 学 习 算 法 . 


1 多 层 前 向 神经 网 络 (MLFN) 


1.1 MLFN 的 基本 原理 
1.1.1 MLEFN 的 结构 
MLFN 由 一 个 输 和 人 层 ( 层 号 上 = 全 工 - 1 个 隐 层 ( 层 叶 = (1 -了 工 - 1)) 和 一 
个 输出 层 { 屋 号 1 = 上 L) 构成 ,第 1 层 包 会 太 个 神经 元 ,其 输出 记 为 x1D ,i = 1,2,…， 


NO 是 网 络 的 输入 矢量 ,XX 中 < RX 中 = 《xx ， 
1 ,x ) 是 网 络 的 输出 矢量 ,于 中 EE RN. 网 络 结构 如 图 1-1 所 示 , 信 号 由 输 人 单方 
向 逐 层 送 往 输出 ,屋内 各 神经 元 互 不 传送 信和 号. 若 向 = 1 且 No > 1, 则 称 其 为 
MISO 工 层 网 络 ; 若 Ni > 1 且 No > 1, 则 称 其 为 MIMO 上 层 网 络 . 设 半 ?= (xi?， 
x 则 由 XD 求人 0 的 计算 公式 如 下 ; 

x = FD), = 12 (1-1) 
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«9 sf 5 
输出 层 ( = 上 ) 
可 网 * 
第 ! 隐 以 
x) #0 i 
输 大 屋 11 = 
图 11 
Dn pr , WD ,910), C1-2) 


其 中 J/(*) 是 1 层 的 神经 元 函数 ,1f? 是 ! 层 第 i 神经 元 的 净 输 入 , Wi? 和 04? 分 别 为 
! 夺 第 i 神经 元 的 权 矢 量 和 阅 值 参数 ; Wi = (wtf ,wi WD EE RR 
这 梓 , 当 使 (1-0 式 和 (1-2) 式 中 诸 函 数 得 到 定义 且 诸 参数 确定 后 , 即 可 由 任何 给 
人 舌 盐 对" 逐 层 上 推 ,直至 求 得 网 络 输 出 矢量 ‘中 .这 称 为 前 向 运算 . 


1.1.2 常用 的 神经 元 函数 fj(') 和 pil:) 


1. 线性 函数 
MD) = 10, {1-3) 
PAK, WO OD) = KD WD + O00. {1-4) 
2. 指示 函数 ( 硬 限 幅 函 数 ) 
] ， HD 闷 站， 


DD) = sgn( IP) = {o Hp < 0， (1-5) 
pC*) 由 {1-4) 式 计算 . 
,Sigmoid 函数 
CND)》 = (+ en) (1-6) 
或 
HDY) = tanhf 140 ), {1-7) 


Prt*) 由 (1-4) 式 计算 . 


A i he 


1 走 层 前 向 神经 网 阁 LMLFN) + ?59 ， 


4, 径 向 基 尖 数 ( 了 RBF') 


£0) 
DD) = (VIrxotd) te , ogi? » 0, (1-8) 
A 一 的 (人 , WE) 一 六 | -1 _ 信和 | 2 人 2， (1-9) 
或 
1 
fID) = C2x| BD|) -ze ， (1-10) 
HD p(X WN) = 方 (Xt WO CEDIAKETD WHY, 


(1-11) 
其 中 ED 是 一 个 Nx Ml 对 称 正 定 矩 阵 
1.1.3 损 类 画 数 和 风险 亏 数 


为 简化 又 丰 和 失 一 般 性 ,下 面具 讨论 MISO 网 络 ,另外 ,将 网 络 的 输入 和 输出 特别 
表示 为 下 = 天 0 = xs) 入 = Noiy = 对 站 , 则 MLFN 所 完成 的 由 输 
人 至 输出 映射 关系 可 以 表示 为 了 = A 六 主 ,5) ,EE A, 其 中 阁 表 示 网 络 中 所 有 的 权 和 
阐 慎 参数 , A 表示 其 定义 域 .更 一 般 而 言 ,A 可 表示 网 络 结构 ( 层 数 和 每 层 的 神经 元 
数 ). 


假设 需要 由 网 络 实现 的 映射 用 某 特定 输入 于 产 生 某 特定 y 的 条 件 概率 密度 函 
数 p(7/AE) 描述 ,其 特例 是 二 者 之 间 有 国定 酉 数 关系 :7 = 六 半 ). 网络 的 理想 输出 


了 与 实际 输出 y 之 间 的 差异 可 以 用 损失 瑞 数 L(Y,y) 描述 ,出 可 以 表示 为 L(Y,/(X， 
<) .常用 的 拥 失 函数 定义 有 以 下 几 种 . 
1. 模式 识别 (分 类 问题 ) 


今 只 能 取 值 为 0 或 !, 分 别 表示 区 属于 两 种 类 别 中 的 某 -类 ;相应 地 y = 所 下 ， 
E) 也 只 能 取 0 或 1 值 .其 损失 函数 定义 如 下 ; 


~、 0, Y= A(X.E), 
L.A)) = | Y= XS {1-12) 


1， YX,E). 
2. 回归 估计 (联想 问题 ) 
了 和 y 漠 取 实数 值 ,其 损失 函数 定义 为 
LY fACEE)) = (7- 所 天 ,人 ))2. (1-13) 
损失 函数 对 于 了 和 XX 的 全 集合 统计 平均 值 定义 为 风险 鲨 数 RR(5). 设 7 入 的 
联合 概率 分 布 函数 是 PCY, 下) , 则 RC() 可 以 表示 为 

R(E) = | LA)dP( 了 ,1 (1-14) 

最 小 风险 R(&0) 是 RE) 的 下 界 , 可 表示 为 
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六 ko) = i | RCS). {1-15) 


1.1.4 学 习 这 程 的 经 验 风 险 最 小 归纳 原理 
求 一 个 MLFN 的 最 佳 参数 名 使 RCE) 达到 最 小 , 称 为 -个 学 习 过 程 . 一般 情 况 
下 P(Y, 卫 ) 对 于 一 个 特定 的 问题 是 确定 旦 未 知 的 ,这 时 &。 难以 求 得 .可 行 的 方法 


是 由 一 个 监督 器 (或 称 教师 ) 给 出 好 组 训练 样本 (了 ,大 ) (六 了) (Ys 下，)， 
构成 一 个 训练 集合 ,通过 对 此 集合 的 学 习 来 找到 最 佳 参 数 . 为 此 首先 构造 经 验 风险 
画 数 (或 称 代价 列 数 ) R,(&) 如 下 |: 


RA(E) = es. ,ff()). {1-16) 
设 &, 为 使 尺 (&) 达到 最 小 值 的 参数 ， 即 
RE) = ithR(E)!, (1-17) 


可 以 将 & 作为 MLFN 的 最 佳 参 数 , 这 一 学 习 策 略称 为 经 验 风 险 最 小 归纳 原理 
(ERM). 

一 个 基于 ERM 的 学 习 过 程 涉 及 下 列 问 题 ， 

(1) 如 何 求 &.? 

(2) 虽然 EE 使 RK(&) 达到 最 小 ,上 R(&) 是 否 足 够 小 ?RE ) 与 RR(E0) 之 间 差 曝 
有 对 大 ? 

(3) 在 训练 集 规模 好 -一 定 的 条 件 下 ,为 了 上 夸 RCE,) 达到 最 小 值 ( 即 网 络 具 有 良 
好 推广 性 能 ) ,应 如 何 选 择 网 络 规 模 ( 层 数 和 每 层 的 神经 元 个 数 )? 

以 下 诸 节 将 陆续 讨论 这 些 问题 . 


1.2 MLFN 的 参数 学 习 算 法 ( 求 &.,) 


常用 的 MLFN 有 两 种 .第 一 种 的 隐 层 神经 元 取 Sigmnoid 函数 ,输出 层 神 经 元 取 线 
性 函数 或 Sigmoid 函数 ,这 种 网 络 常 称 为 MLP. 第 二 种 网 络 的 隐 层 (只 有 一 个 隐 层 ) 
神经 元 取 径 癌 基 函 数 , 输 出 层 神 经 元 取 线 性 表 数 ,这 种 网 络 常 称 为 RBF. 下面 分 别 
讨论 这 两 种 网 络 的 学 习 算 法 ， 


1.2.1 MiP 的 参数 学 避 算 法 


1. 商 线 村 处 理 BP 算法 
对 于 MIso 工 朗 MEP, 按 (1-13) 式 计 算 损 和 失 函 数 时 经 验 风 险 阔 数 的 计算 公式 如 
下 ; 


R(§) = 三立 G - 7) = Pe - x (118) 


为 求 得 使 凡 (&) 达到 极 小 值 的 最 佳 参数 矢量 & 可 以 采用 最 昨 下 降 算 法 . 首先 设 
置 随机 初 信 £10) ,再 按 节拍 上 = 0,1,2,… 进行 递 推 计算 


1 多 层 前 向 神经 网 络 (MLFN) - 761 ， 


EtkE+1) = ECE} + AECE), (1.19) 
AECE) = — a VeR (CE) |e gery, 
其 中 a > 0, 称 为 步 幅 . 者 a 取 较 小 值 ,使 得 At&t8) 用 - 1( 有， 咱 表 示 一 个 失 址 
的 模 值 ) ,下 列 公 式 成 立 : 
RAGCK + 1)) = RCOECE)) + MRCAECEK)), 
ARAECE)) = AS) :Te RE) es = al vs RE sn ?0. 
这 表明 ,只 要 a 中 够 小 ,RCECk)) 将 随 着 的 增 姥 而 下 降 , 因 此 (5) 将 趋向 沙 
岂 () 的 一 个 局 部 极 小 点 .着 此 点 的 郧 (5) 值 足 驶 小 , 即 订 以 作为 所 需 的 解 总. 
在 递 推 计 算 中 ,(1-19) 式 可 表示 为 各 个 权 和 国人 慎 的 递 推 计算 ( 一 者 类 做 ,有 具 绚 
前 者 ,下 文 同 此 ). 
wi Ck +1) = wh + Aw CK), k= 0,1,2,: 


Awi {kKk) = - et (1-20) 
这 样 ， 递 推 计算 归结 为 求 上 式 右 端 的 偏 贡 分 引用 (1 18) 了 得 到 

OR(E) -2 

一 = 【ya 一 1-21 

Jw een #2 "2 9 2 = 人 


其 中 x 他 由 前 向 计算 求 得 ,> 。 在 训练 集中 给 定 . 现在 问题 纠结 为 求 下 列 偏 微分 
8Y 如 ) 
owt E = {二} 

只 要 能 驶 计算 它 , 便 能 计算 (1-21) 式 右 柚 的 偏 微分 . 引 条 (1-1 至 (1-4) 式 和 (1-6) 

式 , 得 到 


sg=l~ ~ Niet =1- Lt. 


二 f(D) = PE tf 二 O00)), (1-22) 
Dwit) di) a 
5 的 = det? 3 (1-23) 


(1-23) 式 右 侧 的 第 2 项 ( 偏 微分 项 ) 可 以 分 以 下 两 种 情况 来 计算 ; 
(1 7 = 了， 


oT) _ 人 9 = 让 01.24) 
5 入 lo ez 
{2) 1 < 4, 
a Mr dx 
ow = > By am 全 (1-25) 
以 下 又 分 成 两 种 情况 : 


由 车 -1=1 则 (1-25) 式 右 侧 的 各 项 搞 微 分 可 以 用 !11- 妇 3) 和 {1-24) 式 求 
得 . 
2) 若 上 -1> 12, 则 式 (1-25) 右 侧 各 偏 微分 可 以 用 [1-23) 式 和 再 次 使 用 (1-25) 
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式 求 得 . 
(1-23) 式 右 侧 第 1 项 (微分 项 ) 可 分 下 列 两 种 情况 进行 计算 ， 
1 所 (*) 为 线性 了 男 数 (413)] 式 )， 


+) 
二 人 ) = 1. (1-26) 

2) 乒 (-… ) 为 第 一 种 Sigmoid 画 数 {(1-6) 式 )， 
i = fID fAODD)) = xx， (1-27) 


上 述 全 部 计算 可 以 规整 为 下 列 便于 进行 编程 计算 的 形式 . 由 (1-20) 和 (1-21) 
式 ,每 一 节拍 上 的 权 调 整 量 可 用 下 式 计 算 : 


it) 2cY、 个 {LY CE 
Amwy (k) = M Ym 一 Xml (3 0 gal) {1-23) 
令 8 中 表示 x 名 对 19 的 偏 导数 ,再 利用 (1-2) 和 {1-4) 式 ,得 到 
dx ox TD (pn 
的 = a “3 介 = Bn x " {1-29) 


这 样 , (1-23) 式 可 改写 为 下 列 形式 ， 
AwiN(k) = 28 0. wD ru OE). (1-30) 


di (kk) 分 下 可 两 种 情况 进行 计算 
(1) = 工 , 只 需 计 算 5 多 (让 .注意 到 x 加 () = 万 (7 晤 人) 由 (1-26) 和 


(1 -27) 式 可 得 
1,/(.) 为 线性 函数 ， 
人 
(£) = {pwa D(A)) ,所 (.) 为 第 一 种 Sigmoid 函数 . 
(2) -12 和 按 以 下 推 学 由 503D( 有 = 1,2,… 记 ny 求 6 从 (和 )， 
三 1 2 


C1-31) 


Ox (CE) Ax RE) (下 
Cf) 二 一 mL 一 
di (ED 二 arnck) = > a ok) BA) ? 
OOK) a). dx (k) 
DT xD 全) 
wR a EC — x Ck)), 


ox Ck) Cr 
a Ck) = dp (此 )， 


| 
SW) = SBD OW OR zB — #0), f=1~ MN. 
p=1 


(1-32) 
利用 (1-32) 式 , 可 由 40(&) 求 得 T0086) ,i = 1,2,… ,和 1, 再 用 后 者 求 得 
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0-2) ,i = 1,2,… ,Ni_2; 这 样 由 上 至 下 直至 求 得 BDC = 1,2,… Ni. 

至 此 Aw 引 {Rh) 的 计算 已 解决 .由 于 加 (E) 的 计算 是 由 输出 层 (4 = 上 5) 反 排 至 
输入 端的 第 一 隐 层 (1 = 1) ,所 以 此 学 习 算 法 称 为 BP(CBP 是 Back Propagation 的 缩 
写 ) 算法 .由 于 学 习 前 已 采集 到 全 部 训练 数据 ,学 习 可 以 脱离 现场 进行 , 且 每 - 步 
权 调 整 递 推 计算 都 需要 调用 训练 集中 的 全 部 数据 ,所 以 穆 之 为 离线 批 处 理 BP 算 
法 . 阅 值 参数 91 的 递 推 计算 方法 与 权 参 数 类 体 ( 只 需 将 01? 看 成 第 ! - 1 屋 -- 个 输 
出 皂 等 于 1 的 神经 元 至 第 上层 第 神经 元 的 信号 传送 权 全 即 可 ) ,此 处 不 再 著述 . 

2, 离线 随机 梯 记 BP 算法 

与 批 处 理 算 法 的 区 别 是 每 个 权 调 整 节 拍 只 从 采集 好 的 训练 集中 随机 或 依次 


地 取出 一 组 训练 数据 ,并 且 记 之 为 (FY(4),X(A)) ,将 EC) 输入 网 络 ,通过 前 向 计 
算 求 得 xi 中 (lk) 和 网 络 各 层 输 出 xf?(#). 递 推 计算 从 随机 设置 的 各 个 权 初 值 
wf(0) 出 发 , 按 下 式 进行 计算 

wt) = wh OE) + Mw CE), k= 0,1,2,., 

~ axi (tk) 

Aw (#) = 2aC PLY(E) — sf (kh)] oi se (1-33) 
此 式 右 出 的 偏 微 分 仍 可 采用 (1-239) 革 (1- 拉 ) 式 给 出 的 公式 来 计算 atk) > 0 是 -… 
个 随 上 而 变化 的 步 幅 男 数 . 当 {1-34) 式 条 件 成 立时 , 随 着 大 的 增加 ,5) 将 收 襄 到 
RCE) 的 一 个 局 部 极 小 点 ， 


Zak) = wm, Da(k) < w, (1-34) 


当 大 = 0 时 ,gf = ao> 0; 当 类 二 1 时 ,a( 上 上 ) = ao 上 ,这 是 请 足 上 述 条 件 的 一 种 
步 幅 函 数 ， 

由 于 此 算法 的 每 步 权 调整 递 推 计 算 只 调用 训练 集中 的 一 组 数据 ,所 以 就 单 步 
而 言 权 的 调整 具有 随机 性 ,这 是 随机 梯度 算法 名 称 的 由 来 .模拟 实验 结果 表明 ,在 
一 些 实际 情况 中 ,随机 梯度 算法 的 计算 开销 较 小 且 收 伍 极 小 点 的 质量 较 高 .还 有 一 
种 折衷 方 案 是 每 递 推 一 步调 用 一 小 批 (例如 1I0 组 ) 训练 样本 . 

3, 在 线 算 法 

在 线 算 法 与 离线 算法 的 区 别 在 于 后 者 是 在 训练 数据 采集 完成 后 离开 现场 对 网 
结 进 行 训练 ,而 前 者 是 实时 实地 进行 数据 采集 和 网 络 训练 ,从 而 使 网 络 性 能 自 适应 


于 环境 的 变化 . 设 按照 实时 采集 的 训练 数据 是 (7(n) ,X(n)) ,那么 随 而 改变 的 
实时 经 验 风险 函数 定义 恕 下; 
RECn) = D2 FC) - fF)Y, 


其 中 x122(7Y) 是 输入 为 守 (Y) 时 网 络 的 粮 出 .. 作 是 n 时 刻 前 取 平 均 的 样本 数 ..# 和 
越 大 则 学 习 的 统计 效果 越 好 而 自 适 应 性 变 聘 . 网络 的 学 习 算 法 与 前 述 离线 情况 并 
无 区 别 . 
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1.2.2 MLP 参数 学 习 算 法 的 改进 


1. 惯性 学 可 算法 
在 标准 BP 算法 中 , 步 幅 a 是 一 很 难 选择 的 参数 . 若 = 选 得 太 小 , 列 收 化 速度 太 
慢 ; 若 a 选 得 太 大 , 则 会 在 极 小 点 附近 产生 振 菏 以 至 不 能 收 语 .如 果 将 (1-21) 式 的 
偏 导数 用 SDCE) 来 表示 , 则 可 以 采用 下 别 惯性 学 习 算法 : 
Aw (CE) = a CRSDURY + pCOEIAwY EE- 1 k=0,1,.*, (1-35) 
中 般 商 ax 四 (13 = 0. 此 式 右 侧 第 -项 是 标准 学 习 项 . 右 侧 第 二 项 是 惯性 学 习 
项 ,az 名 (和 于 训 () 分 别 为 步 幅 和 惯性 系数 ,应 满足 条 付 : 
a (ky > 0,1 > Ck) > 0. (1-36) 
一 种 最 简单 的 方案 是 对 任何 ij .都 取 其 为 常数 zo 和 而 (例如 ,en = 0.1,mn 
= 0.7) ,更 好 的 方案 是 令 其 贿 大 而 变化 ,下 面 列 出 的 此 条 规则 给 出 了 这 种 方 
案 的 :个 便 子 . 
(1) 设 定 初 值 . 对 任何 下 让 六 aa 的 (0) = a = 0.2.7 和 (0) = 区 (CD = 
0.7., 
(2) 泊 素 守 2 时 , 若 SCE) .5 站 Ck 1) ,3 信 (&-2) 具 有 相同 符号 , 令 a 外 (A) 
= poke SD). 
$Y- 2) 具有 不 同 符号 , 令 ze 的 (和 = Xa 镶 ( 全 一 上 ,区 于 大 ) = 9 和- 中 ( 例 如 
A = 0.5). 
(3) 设 定 各 a 人 (和) 的 最 大 值 为 wx = 0.5 和 最 小 值 as = 0.01, 各 3 和 (CA) 的 
最 大 值 为 ww = 0.9 和 最 小 值 为 5 = 0.1. 如 超出 此 范围 则 停止 增 减 . 
2. 输入 矢量 和 输出 矢量 规格 化 
对 十 输 入 矢量 和 输出 y 了 予以 规格 化 可 以 提高 网 络 的 学 飞速 度 .以 半 为 例 , 设 
其 第 /分量 x* 的 取 值 范围 是 ( wm xj, 规格 化 是 通过 线性 变换 将 % 转换 为 x'j, 使 
得 对 于 任何 j, x'; 的 取 值 范围 为 (- 1,1). 此 线性 变换 可 以 用 * = am + 二 表示 . 满 
足 工 列 取 值 范围 的 转换 , 庶 满 足 - 1 = armam+ 且 1 = an + 入 .由 此 可 以 解 出 变 
换 系 数 w 和 方 : 
o = b;: =- 1-— Qimn. (1-37) 
由 各 x 构成 的 矢量 到 将 成 为 MIP 的 输入 矢量 . 
3. 修正 BP 算法 {MBP) 
用 5S{) 表示 经 验 风 险 函 数 的 梯度 , 即 


S(k) = VeR(E) | satep. (1-38) 
令 本 后 为 
一 ()， 上 = 人; 
dk) = { SR) + Aid(k 1), kl (1-39) 
其 中 Br= HseEY NH SC 1) 2, 


则 参数 调整 公式 为 


1 “多 层 前 向 神经 网 络 (MLFN) 。 765 ， 
Ek + 上) = Eh) + AECKY, 
AECK) = a Aik), {1-0) 
其 中 ae” 是 一 个 待定 的 步 幅 泰 数 . 设 RCECE41)) = RCECE)}+ ad( 志 )), 则 a" 是 
使 其 达到 最 小 的 系 炊 ,再 设 让 (全 (+ 1 在 a = ”附近 可 以 用 一 个 二 阶 杀 项 式 
RECE) + od)) = ao + Gio + dz0* 来 近似 ,这 样 ,a” 可 通过 下 列 钱 性 搜索 程序 
求 得 : 设 a 和 zz: 是 = 的 两 个 取 值 . 

步 1 令 al = gaz= 1, 令 相应 的 就 中 + ad 人 为 上 (+IT 和民 +1). 
车 RCE) < RCEETF1 DD), 则 可 令 a; = 5 > !, 并 求 出 相应 的 各 Ck + 1)， 

(1-1) 著 R 人 ET > RE+1) 刚 a ”必然 在 (0,5) 阿山 内 .这 
样 ,可 以 由 联 立 方程 让 (人 (KE+ 1 = ao + Ial+ gd, = 1.23, 将 系数 oa， 
ao 求 得 . 令 fao + gia + aa) 对 的 导数 为 自 , 即 可 求 得 ”= - air2e， 

(1-2) 著 玉 LE 人) < REE+ 0), 则 a ”必然 在 (0,1) 向 也 外 ,这 时 
有 可 设 w= > 车 及 (1) > 下 人 (+ , 则 ”必然 在 (1, 吕 ) 间 弄 
内 ,此 时 可 以 用 om .es 将 oo6 aa 解 出 来 . 若 瓦 (ER+1) < RGECk + 1))， 
则 可 进一步 设 a; = > 乌 , 这 一 这 程 可 继续 下 去 直到 注定 a* 所 处 的 间隔 并 将 其 
求 出 ， 

步 2 若 品 (8 人 (FE+1)) > 只 (+1)) 则 训令 a = pi < 1, 并 求 出 相应 的 
直 ; + 1), 

(2-1) 车 只 (Et < (E+ 和 ), 则 a *” 必 热 在 (0,1) 和 间 据 内 .这 时 
可 以 用 Ld 求 出 系数 dosQ1s、02 ;从 而 可 求 得 a . 

{2-2) 若 咏 (E31)) > 大 (ET+1)) 则 可 设 a = pz < pl 背风 (EC 
+1< 忆 (e+i 则 = ”必然 在 (o,p 之 间 . 这 时 可 用 massas 解 出 ao、ei、 
az 并 求 得 a "5 反之 , 苦 吕 (5 人 +1)) > 吃 (1 上 + 1)), 则 设 as = ps< 心 ,并 继 
续 这 一 过 程 直 圣 求 得 a *. 

步 3 检查 sa” 是否 确 实 可 用 ， 

(3-1) 车 民 人 CE) +e 下 )) < RRLECE)), 则 确定 a” 为 可 用 的 . 

(3-2) 反之 , 则 在 RCECk +41), 民有 (E+ DD),… 中 找 一 个 
最 小 者 ,以 相应 的 总 (xf + 1) 作为 待 求解 . 

以 上 所 述 的 算法 也 称 为 具有 线 搜 索 程 序 的 共 辆 梯度 算法 . 

4. 随机 优化 算法 (RO 算法 】 

与 其 他 基于 最 陡 下 降 原 则 的 优化 苯 法 一 样 ,BP 算法 或 其 他 BP 改进 算法 莫不 
存在 着 收 合 于 低 质 县 局 部 景 小 点 的 问题 .如 果 尺 1E) 的 函数 曲面 上 存在 着 平台 { 在 
平台 上 Ye 六 (8) = 0, 却 不 是 最 小 点 ) 且 平 台 “ 面 积 " 较 大 时 ,优化 搜索 过 程 一 旦 陷 
人 平台 就 徘 宴 不 前 了 -采取 RD 算法 可 以 此 饥 出 平台 并 找到 全 局 景 优 点 或 质量 较 
好 的 局 部 最 优点 .下面 介绍 的 是 各 种 RD 算法 中 的 一 神 . 

步 1 设 5 的 定 闵 域 为 DD. 任 择 一 初 什 穴 数 笑 量 #00) E DD. 定义 最 大 搜索 次 数 
为 于. 令 搜索 节 扫 大 = 0. 

步 2 产生 一 个 高 斯 随机 矢量 y() ,其 均值 为 站) ,其 维 数 与 世相 同 . 当 上 大 = 
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0 时 ,5(K) = 人 0. 车 (E(k + YCE)) GD, 转 人 步 3: 否 则 , 转 人 步 4. 
步 3 若 品 (EL + YCE)) < RCECE) 则 令 
E{FE 4 1) = 点 (+ 县 念 大 下 二 1 = 0.47Ck) + 0.25(0k). 
若 ROECRY + FEE)) > ROECE)), EH RCOECE) - YOE)) < RCECE)), 则 全 
上 (下 + = EF) - YK) BpE+1) = -0.470k) + bE). 
否则 , 今 
Stk+1) = $k) EH Btk+1) = 0.56(k), 
步 4 若 大 = 帮 , 结 束 . 若 上 < 民 , 令 上 = 上 + 1, 转 入 些 2. 
$5. MBP 与 RO 混合 算法 
肯 先 设立 一 个 小 的 阅 值 参数 。 > 0. 第 一 步 用 MBP 算 法 进行 学 习 . 设 AR(K) = 
RE REE + 1)) 是 节拍 的 经 验 风 险 下 降 量 , 对 每 一 节拍 ,检验 
A 妃 ft) > & 是 否 成 立 , 车 不 成 立 , 表 明 已 进 人 一 个 局 部 最 小 点 或 平台 . 接 兰 转 人 
RO 算法 进行 学 习 . 在 RO 过程 中 检验 经 验 风 险 函 数 的 积累 降低 基 是 否 超 过 6 = 
maxipe * RG) ARCSCE)N ,其 中 RCC) 和 ARLSCE)) 分 别 为 前 面 的 MBP 
算法 终结 时 的 经 验 风 险 函 数值 及 其 下 降 量 ,w 可 以 在 0.1 ~ 0.2 之 间 选 择 . 如果 超 
过 了 ,表明 已 从 一 个 局 部 最 小 点 或 平台 转移 到 了 另 一 个 更 优 的 局 部 车 小 点 附近 . 然 
后 再 转 人 计 BP 学 习 . 这 一 过 程 可 重复 进行 ,直至 找到 一 个 满意 的 局 部 最 小 点 或 全 
局 最 小 点 . 


1.2.3 RBF 网 络 的 学 习 算 法 


RBF 网 络 久 到 两 层 结 构 , 其 输出 层 取 线 性 函数 (1-3) {1-4) 式 ) ,其 隐 层 一 般 取 
高 斯 型 径 向 基 晴 数 ((1-8) (1-9) 式 或 {1-10) (1-11) 式 } .以 MISO 2 屋 RBF 为 例 , 设 
输入 为 NY 维 矢 量 天 , 隐 层 包含 Ni 个 神经 元 ,输出 为 y. 当 RBF 肥 (1-8),{1-9) 式 形式 
时 ,到 至 y 的 映射 可 表示 为 


| 
y = Dwar) exp( -FX Wo). (1-41) 
FT 


时 中 WD = (wD ,ww 由 ,1,w 册 ) 是 隐 层 第 i 神经 元 的 权 矢 基 ,w 人 2 是 隐 层 第 ; 神经 
元 至 输出 层 的 权 值 . 


车 训练 集 为 (了 , 训 ),… ,CYw, wy) , 则 RBF 网 络 的 离线 参数 学 习 分 下 列 三 步 
进行 ; 

步 1 降 层 各 神经 元 参数 Win 用 LBG 算法 学 习 .LBG 算法 是 下 于 矢量 量化 
(V0) 的 一 种 无 监督 从 类 算法 , 亦 称 为 收 正 Loyld 算 法 或 称 为 KK 平均 算法 .算法 程序 
如下: 

(1-1) 设置 最 大 选 代 次 数 下 和 终止 门限 85, 设置 六 个 切 始 权 矢 量 W100) ,i 
-= ,2,.… ,NY{ 在 没有 先 验 知 识 时 ,可 设置 其 为 零 均值 高 斯 随机 矢量 ,更 有 效 的 设置 
方法 见 文 献 [2]), 设 上 = -1 的 编码 误差 Dp(- 1) = %, 令 选 代 节 拍 = 0. 

(01-2) 区 WIDE = 42 ;| ;为 中 心 将 | | 襄 ,…. 划 归 Ai 个 聚 类 
区 人 (CE) ,i = 1,2,…, 六 .划分 准则 是 ; 


1 包 层 前 向 神经 网 络 (MLEFN) : 767 : 
车 上 知 - WiDCR WOO ,YE DR). 
这 种 划分 方法 称 为 最 邻近 划分 . 
(1-3) 以 (CE) 的 "质心 "作为 分 (+ 1), 即 


“| 


WiD(kR+ 1) = HD (1-42) 
其 中 MCE) 为 20,() 中 包含 的 ,个 数 . 
(1-4) ” 按 下 式 计算 编码 误差 DiE) 和 相对 编码 误差 下 降 值 d(): 


DIK) = 2 x ~ WiD CE) ， 


f=1 业 它 站 .人 
+ 


人 


Da-1y 

(1-5) 判断 dt5) < S$? 若 回 管 为 是 , 转 入 步 (1- 必 ; 厂 则 转 人 步 (1-6). 

(1-6) 淹 断 上 < 知 若 回答 为 是 , 念 下 = 有 + 1, 转 人 步 (1-2); 和 否则 转 和 信步 
(1-7). 

{1-7) ”结束 . 

上 烈 程序 中 是 一 个 远 小 于 1 的 正 数 ,(I- 引 步 的 判断 成 立时 ,表明 继续 进行 
每 代 计 算 不 会 使 编码 误差 有 显著 下 降 , 故 应 结束 计算 . 如果 结 束 计算 时 的 NI 个 聚 
类 区 及 其 质心 分 别 用 全 和 Wn 表示 , 则 按照 (1-8)、 (1-9) 式 计 算 的 RBF 中 ,ef 可 
用 于 式 计算 : 


Cn 
TE 


其 中 村 是 由 中 所 会 下 ,个 数 .按照 -10)、(1-11) 式 计 算 HBF 时 ,其 3 可 用 下 式 
计算 
BD = MW WOE - WD), = 1 ,NN. (1-44) 


步 2 在 固定 Wi 及 a 或 31 的 条 件 下 , 对 于 隐 层 至 输出 层 的 各 个 权 值 
ua 人 = 1,2,…,Wi ,用 卫 算 法 进行 训练 (有 监督 学 习 )}， 

步 3 ”对 整个 网 络 用 BP 算法 进行 训练 . 

由 于 步 2 和 步 3 前 BP 算法 与 前 述 MLP 的 BP 算法 相 妃 ,不 次 述 . 在 完成 这 三 步 
学 习 计算 时 均 反 复 调 用 训练 集 的 数据 .RBF 网 络 的 学 习 速 度 比 MLP 网 络 要 快 很 多 ， 
因此 更 适用 于 在 线 (实时 ) 的 情况 . 


1.3 MLFN 推广 能 力 的 统计 学 习 理 论 


基于 ERM 原理 求 出 的 一 个 MLFN 的 最 优 参数 &, 只 能 使 针对 于 训练 集 (7;， 


,Ys wy) 的 经 验 风 险 函 数 R(E) 达到 最 小 . 问题 是 总 能 否 使 风险 函数 
R(5) 也 达到 足够 小 . 如果 RCE) 与 RC5) 的 下 界 RCE&6) 十 分 接近 ,这 表明 用 有 限 的 
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训练 集 求 得 的 总 对 训练 集 外 的 数据 也 适用 , 即 网 络 有 诅 好 的 推广 能 力 .-- 个 推广 
能 力 不 佳 的 网 络 没 有 实用 价值 ,因此 推广 问题 是 包括 MIFN 在 内 的 所 有 学 习 机 的 
一 个 最 关键 的 课题 .推广 能 力 取 决 于 MLFN 的 规模 和 训练 集 的 大 小 ,而 且 只 能 在 工 


和 y 的 概率 分 布 函数 均 未 知 的 条 件 下 求 推 广 能 力 界 (bound) .维普 尼克 (Vapnik) 和 
切 尔 忧 宁 齐 斯 (Chervronenkis) 系统 研究 和 解决 了 推广 能 力 界 的 一 系列 问题 ,提出 了 
统计 学 习 理 论 ( 见 文献 5)， 

1.3,1 学 习 灿 的 推广 能 力 界 

定理 1 设 有 一 实现 映射 y = AX,E),E A 的 学 习 抽 ,是 一 组 可 调和 参数 . 
设 待 实现 的 映射 是 对 -> 了 (用 P(X) 和 P(YAX) 来 表征 ,这 上 帅 个 概率 分 布 函数 是 确 
定 的 但 又 是 未 知 的 ). 设 损失 本 数 L(Y, /A(XY,8)) 的 上 、 下 界 为 4、8, 即 

-的 < 有 二 LT LE 二 由 < %. 


设 此 学 习 机 的 最 小 风险 为 RCEo){ 见 (4-14) 式 和 (1-15) 式 ) ,而 由 (他 ,其 ) (yw， 
we) 训练 集 按 ERM 原理 求 出 的 最 佳 参 数 是 志 ( 见 (1-16) 和 (1-17) 式 ) .那么 对 于 任 
何 5,0 < 可 二 1R(E,) 满足 下 列 不 等 式 的 概率 不 小 于 (1-2n) (参考 文献 5). 


RE < RE + BF AV + CB- 4)A/ 0, (1-45) 
此 中 当 形 > 五 时 ， 
4| hin{ 2 + 二- 器 隆 
an + 和 (1-46) 


此 人 VC dim( Yapnik and Chervonenkis dimension 区 编写 ) , 它 取 决 于 学 习 
结构 和 规模 . 对 于 一 个 隐 层 取 Sigmoid 函数 .输出 尼 取 线性 画 数 的 2 层 
wSO MLEN 若 输入 拓 让 X 的 维 数 为 NN, 隐 屋 含 Wi 个 神经 无 , 则 其 瑚 满足 下 列 不 等 
于 
Ni 
| ， Ne he dN eleNy), {1-47) 


其 中 F.1D 表示 取 整 数 部 分 , NY, 是 网 络 中 权 的 个 数 , A 是 网 络 中 神经 元 的 个 数 ( 不 
包含 输入 层 ); = [NA= +1 车 A 吉 1 且 所 > 1; 则 上 列 不 
等 式 可 以 近 所 表示 为 
2 Nh NI Ng(eN). 
一 个 在 实际 应 用 中 有 效 的 经 验 公 式 是 

h = 4NIN. {1-48) 
出 !1-45) 这 可 知 , 为 使 RCE Y》 足 驶 小 ,必须 使 该 式 右 柚 的 :项 都 足够 小 .下 面 先 讨 
论 如 何 计算 MLFN 的 R(&0). 


1.3.2 MLFN 的 函数 逼近 能 力 及 R(&0) 的 计算 
设 一 令 有 待 于 MLFN 实现 的 映射 是 y = 六 ,下 EE 人 台 己 RN ,而 该 MLFN 所 实 
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现 的 函数 y = /XY) 可 以 在 下 列 两 种 意义 上 按 近 y = 了 (XO). 
(1) 均匀 到 近 。 设 


1 一 全 | 。= sup, | A(X) _ FX) 1， 


若 对 于 任何 。 > 0, 总 能 设计 MLFN 的 隐 层 数 和 各 隐 层 神经 元 数 , 使 得 上 fF- 了 ,< 
< 成 立 , 出 称 其 具有 均匀 逼近 能 为 . 
(2) 均 方 通 近 设 
| -人 1 = | An — EY LME. 


车 对 于 任何 e > 0, 总 能 设计 MLFN 的 隐 层 数 及 各 隐 层 神经 元 数 ,使 得 | f- 了 < 
s 成 立 , 则 称 其 共有 均 方 通 近 能 力 . 

1. 2 层 单 输出 MLP 前 函数 掺 近 能 力 

对 于 和 隆 层 取 Sigmoid 函数 .输出 晨 取 线性 消 数 的 -- 个 2 屋 MISO-MLP, 若 牌 层 合 
Ni 个 神经 元 , 则 其 所 实现 的 鼎 射 y = 反正) 可 表示 为 


| 
y= Dw fCWD E+ ON)) + 0， (1-49) 


其 中 80) 为 (L6) 式 的 Sigmoid 函数 ,也 可 以 用 (1.7] 式 的 下 式 .此 网 络 的 函数 逼近 
能 力 由 下 列 定 理 给 出 . 


定理 2(Cybenko 定理 ) ”对 于 任何 有 限 支 单 值 连续 靖 数 y = 记 X), 只 要 负 足 
让 大 ,就 能 用 此 网 络 实现 均匀 通 近 或 均 方 通 近 . 

2. RBF 网 络 的 函数 衣 近 能 力 

RBF 网 络 所 实现 的 上 映射 y = 放下 ) 由 (1-41) 式 痊 出 ,人 的 函数 允 近 能 力 与 上 述 
Cybenko 定理 纵 出 的 结果 一 致 . 

3. 只 (5o) 的 计算 


RtEo) 取决 于 被 逼近 函数 y = 了 CX) 的 特性 和 MLFN 的 结构 及 规模 .为 描述 被 
再 近 函数 的 特性 ,方法 之 一 是 利用 人 于 ) 的 得 里 叶 变 换 从 (w) ,两 者 具有 如 下 关系 


F(X = | eoF( ao )da， (1-50) 
其 中 四 = 【am 所 R*. 定 义 参 数 CF 如 下 
c= [sy lol PC) de (1-51) 


注意 ,jw 人 (wm) 是 Y x FLX) 的 傅 里 叶 变换 . C2 表征 了 XX) 随 天 而 变化 的 剧烈 程度 . 
定理 3(Baron 定理 ) ” 设 有 一 个 2 层 MISO-MILP, 其 映射 特性 用 (1-49) 式 表示 . 


设 六 X) 满足 下 列 两 点 要 求 :第 一 ,下 的 定义 域 艰 包 含 天 = 0 且 处 在 一 个 半径 为 
的 超 球 品 ( 妹 心 为 内 之 内 .第 二 ,参数 6 为 有 限 值 ,对 于 任何 名 关 1, 总 可 以 找到 
一 组 最 佳 权 参数 £0 使 下 式 成 立 ; 
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2 六 


| op -AxXEoJ2aPCOr) < (1-52) 


其 中 Af(X,$) 表 (1- 49) 式 右 侧 ,5 是 使 (1-52) 六 左 全 达到 各 小 的 权 参 数 ( 包 丘 六 人 
参数 ),P 于 ) 是 于 的 概率 分 布 函数 ， 此 外 ， 下 列 条 件 成 立 


8% = FO0), > | wf ie 2rC7- (1-53) 


注意 ,{1-52) 式 左 侧 即 是 按照 回归 个 计 损失 函数 ( 即 误差 平方 ， 见 (1-13) 式 ) 
定义 的 最 小 风险 函数 ， 此 该 下 表 太 为 


R{E0) & 
当时 ,R(#0) 一 0 对 任何 P(XY) 成 立 
1.3.3 站 构 风 险 最 小 原理 


由 (1-45) 式 可 知 , 如 果 训 练 集 的 规模 是 不 受 限 制 ,那么 只 要 选 足 够 大 的 村 就 
可 以 使 该 式 右 侧 第 二 三 两 项 充分 小 ;同时 只 要 Ni 选 得 足够 大 ,就 可 以 使 该 式 右 出 
第 一 项 充分 小 .这 样 ,对 于 睹 和 司 不 受 限 制 的 学 习 过 程 , 只 总 ) 可 以 任意 小 .但 是 
在 实际 中 村 不 可 能 无 限 增 大 ,这 时 学 习 过 程 必 须 
将 村 固定 在 一 可 能 的 最 大 值 上 ,而 Ni 成 为 唯一 可 
供 选 择 葛 参数 , 如 果 睹 为 某 个 固定 值 , 则 根据 
(1-46) 和 (1-48》 式 可 得 (1-45) 式 右 侧 第 二 .、 三 项 
之 和 将 只 是 如 的 函数 ( 设 和 ”为 固定 值 ) ,可 以 
将 其 宕 示 为 TCN). 表 利用 (1-34) 式 , 则 (1-45) 式 


Qo (1-54) 


RIEo} + TUMN} 


可 以 得 写 为 下 列 形式 ， 
f R(E,) < CC + TON). (1-55) 
图 1.2 Y( N ) 称 为 是 信 限 ， 记 隧 N, 的 增加 而 增加 , 而 


(1-55) 式 右 侧 第 一 项 随 Ai 的 增加 而 减少 .因此 必 
然 存 在 一 最 佳 值 Ar" 使 这 两 项 之 和 为 最 小 ,如 图 1-2 所 示 . 按照 这 一 原则 来 选择 Mi 
值 的 学 习 机 称 为 采用 了 结构 风险 最 小 原理 . 


1.4 改善 MLFN 推广 能 力 的 实用 方法 
虽然 按照 统计 学 习 理 论 和 MLFN 函数 逼近 能 力 的 定理 .在 M 一 定 的 条 件 下 可 


以 求 出 2 层 MISO-MLP 的 最 佳 隐 层 神经 元 个 数 Nr ,但 是 在 实际 中 求 NY 是 困难 的 . 


痊 为 待 适 近 的 函数 六 多 } 是 未 知 的 ,因而 G2 难以 求 得 .此 外 ,理论 上 也 不 能 确定 ,就 
一 个 具体 问题 而 言 ,二 层 .三 层 甚至 更 多 层 MLFN 中 何者 为 佳 .因此 需要 易于 实现 
的 在 实际 中 改善 MLFN 推广 能 力 的 算法 .本 节 介 绍 其 中 的 一 部 分 . 
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1.4.1 变色 有 效法 


将 所 有 采集 到 的 训练 数据 (3, , 王 ,) 分 成 两 部 分 ,一 部 分 称 为 训练 上 集 , 另 一 部 
分 称 为 测试 集 , 在 用 BP 算法 控 节拍 上 对 网 络 进行 训练 时 ,只 用 训练 集中 的 数据 ,每 
一 节拍 的 训练 集 内 经 验 风险 用 Rr_《k) 表示 ,而 用 测试 集中 的 数据 求 得 的 训练 集 
外 经 验 风险 用 Rr (&) 表示 .在 训练 时 , Rr (Ek) 和 Rr (5) 随 上 的 变化 如 图 1-3 所 
示 . 在 开始 阶段 二 者 尼 随 上 的 增加 而 下 降 , 而 当 上 > "后 ,Rr_(E) 仍然 下 降 ， 
Rr (有 却 上 升 了 .这 说 明 ,虽然 继续 训练 会 使 集 内 经 验 风险 进一步 减 小 而 推广 效 
果 反 而 变 坏 ,这 称 为 过 适应 .因此 ,学 习 过 程 应 在 上 = k* 时 停止 . 

1.4,2 规格 化 方法 

按照 解决 病态 问题 的 理论 和 技术 , 用 下 列 函数 


六 ,5) 代 蔡 经 验 风 险 函 数 R(5) 来 求 最 佳 参数 名 ， 
可 以 有 效 地 提高 网 络 的 推广 性 能 . 


RAE) = RCE) + HO(E), (1-56) Rel &) 
其 中 和 (是 称 为 规 粘 化 项 . 按照 对 其 不 同 选择 可 以 TT 
形成 不 同方 案 . 下 面 介绍 其 中 儿 种 . 明 1.3 
1. 权 惠 减法 
设 规格 化 项 


只 


WY(é) = rw (1-57) 
此 式 右 俩 包括 网 络 中 所 有 权 的 平方 ( 阅 值 参数 bt 也 应 包括 ,为 简化 而 略 去 ) .按照 


最 陡 下 降 算 法 ,为 求 得 使 是.(€) 为 最 小 的 总 , 按 节拍 进行 递 推 计算 时 权 调 整 量 
hw 四 (kh) 应 由 (1-20) 式 改 为 

Awi (kk) = | - a 了 一 2aywy | | ， (1-58) 

中 | 

其 中 > > 0, 称 为 规格 化 系数 ,a > 0 为 已 知 步 幅 . 这 种 方案 的 特点 是 每 选 代 一 步 , 各 
个 权 值 的 绝对 值 就 会 碱 小 一 点 , 训 减 量 的 大 小 取决 于 > 的 选 值 和 权 的 幅度 (绝对 
值 ) ,幅度 越 大 则 套 减 重 越 天 ,或 称 为 受 惩罚 越 严重 .这 种 方案 使 网 络 中 的 各 权 值 幅 
度 赵 向 手 较 小 的 值 . 当 某 个 权 值 恒 度 低 于 一 个 预定 的 小 门限 值 时 , 即 可 将 其 贡 除 ， 
从 而 达到 缩小 两 络 规模 的 目的 .7 的 大 小 应 仔 组 选择 ,> 过 大 将 使 各 权 值 偏 小 , 反 
之 则 不 起 作用 . 权 训 减法 尚 可 作 下 列 两 种 修正 :第 一 种 ,将 规格 化 项 改 为 


{EE) = 7 人 2 | wi | ， (1-59) 


这 时 (1- 58) 式 右 出 第 二 项 将 改变 为 -2aysignj wt 由]; 其 优点 是 大 幅度 与 小 幅度 权 
值 受 到 相同 的 惩罚 . 第 二 种 ， 将 规格 化 项 改 为 Ce 其 中 y = 
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YL (Cw)?]-?.p = 0, 相 当 于 (1-57);p = 方 ,相当 于 (1-59) 式 ;p = 才 , 则 为 二 者 


之 间 的 情 沈 ;p = 冯 , 则 大 幅度 的 权 值 受到 的 惩罚 肥 而 小 于 小 幅度 权 值 ， 


2. 只 惩罚 小 幅度 权 值 的 方案 
规格 化 项 为 

(人 = 7 之 | 1 ss: 
当 ( w 四 /Aiwo)? ww 1 时, 上 列 求 和 式 中 的 对 应 项 接近 于 1, 则 该 项 不 受 惩 罚 ; 当 
(w/wo)? 者 1 时 , 则 对 应 项 接近 于 ( w/wo) ?与 前 述 (1-57) 式 一 致 .这 样 ,只 有 
幅 值 较 wo 小 得 多 的 权 受 到 惩罚 ,反之 则 钝 罚 较 轻 ， 


1.4.3 删除 法 


改善 网 络 推广 性 能 的 最 重要 途径 是 采用 规模 尽 可 能 小 的 网 络 . 可 以 先 取 一 个 
规模 较 大 的 网 络 ,然后 将 那些 “不 重要 ”的 权 和 神经 元 过 浙 删除 掉 , 最 终 达 到 缩小 
网 络 规 模 的 目标 .所 谓 不 重要 是 指 某 个 权 或 神经 元 被 删除 后 ,经 验 风险 消 数 RC(&) 
没有 明显 变化 .这 就 是 说 ,只 {) 相对 于 -个 权 的 敏感 度 越 低 , 则 该 权 越 应 被 删除 . 
所 以 这 种 方法 也 称 为 第 感度 法 .按照 对 于 敏感 度 的 不 同 定 义 避 以 构成 不 同 的 删除 
方法 ,下 面 介 绍 其 中 的 所 种 . 

1. 关联 度 法 

首先 定义 -- 个 权 的 美 联 度 p,p 为 该 权 删 除 后 与 删除 前 的 只 人) 之 差 值 .p 即 可 
作为 该 权 钥 感度 的 度量 .由 于 直接 计算 e 时 开销 太 大 ,可 所 采用 一 种 间接 的 方法 . 


出 滞 | 
首先 , 将 每 个 神经 元 的 函数 xi? = fi( wr! + 人) 改变 为 xl? = 


(1:60) 


tl 
>5wxfmD + 540849) .这 样 , 权 w 名 的 关联 度 o 名 可 以 用 下 式 近 似 计 算 
op ~ RS) 


+= 
FT (hn 
ob HD -1 


事实 上 ,此 式 可 以 在 BP 计 算 中 予以 实现 .而 县 计算 结果 是 在 《多 = 1 时 合计 的 ,所 
以 在 最 终 的 计算 公式 中 此 参数 并 不 出 现 , 如 时 | p 拓 | 低 于 某 一 门限 值 , 册 可 以 将 
au 的 曝 除 . 制 除 过 程 是 首先 进行 正常 的 BP 学习, 在 参数 收 伍 到 一 个 最 佳 值 后 删除 
若干 个 关联 度 低 于 门限 的 权 值 ,然后 再 进行 BP 学 习 , 这 一 过 程 可 反复 交替 进行 直 
至 网 络 规模 有 了 较 大 压缩 为 止 . 

此 方法 可 以 作 两 项 夏 正 :第 一 ,在 (1-61) 式 的 计算 中 , RCE)( 见 (1-18) 式 ) 用 
下 列 吕 () 替代 


(1-61) 


Rit 6) 三 > | Cj) -yu| * {1-62) 
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而 BP 计算 仍然 采用 RCE) .这 可 以 使 六 人 ) 值 较 小 时 关联 度 pb? 的 估计 较 直 接 用 
R, 6) 更 为 准确 ， 第 二 ,为 了 避免 随机 性 ,不 是 在 取 学 半 结 束 时 和合 计 pg .而 是 在 束 
个 B 掌 习 过 程 中 用 下 列 惯性 算法 进行 估计 : 

| | tl 


PEE+1)=0. Boel (CE) + 0. 六 - py ' {1-63) 
! Ck) 

2. 灵敏 度 法 

设 BP 算法 按 节 折 从 大 = 0 开始 到 有 让 = 天 关东 ,人 站 -个 要 如 所 将 从 0) 
出 发 ,到 at( 天 ) 终止 ,这样 , 可 以 用 灵敏 度 3 名 来 表征 性 个 BP 学 习 过 程 中 ug 的 
译 化 对 于 显 1) 的 影响 

门 ~ 人 my (kK) 
59 = pa Ow | sect wi (KY - wi (0) 

这 样 ,在 BE 尘 习 结束 时 证 以 和 将 泛 敏 度 最 低 或 低 于 某 个 门限 的 若干 个 权 剔 掉 , 然 后 
语 一 次 进行 下 学 寺 .如 此 可 反复 进行 若干 次 . 

3. 突出 特征 法 

优 没 网 络 已 经 通过 了 充分 训练 ,这 时 间 以 通过 下 杂 方 法 来 确定 RR{€) 对 其 个 
权 ww 名 的 敏 域 程度 . 设 终止 训练 时 移 络 的 权 参 数 为 (大 } ,这 时 wt 的 变化 量 着 为 
Aw ,并 已 () 的 案 化 其 AR(E) 可 用 下 式 计 算 : 
| At 了 了 . [At ]+ 
和 上 ” 2 
上 由 王 阿 络 己 通过 充分 学 习 ,此 式 吉 人 删 第 -项 中 的 一 - 阶 俩 导 迷 十 分 接近 J 0., 如 果 略 
去. 一 阶 交 尽 项 和 -: 阶 下 三 阶 以 上 偏 导 数 的 影响 ,那么 删除 wy 避 所 造成 的 玉 (E) 的 
变化 证 要 由 十 起 中 的 二 阶 偏 导数 项 造成 , 这样 可 以 定义 -个 称 为 窦 出 特征 的 参数 
7 如下: 


‘Aw (Ck) 一 (1-64) 


nTRE) 
Ts 本 (gt 1 seek) 
和 前 区 种 方法 --- 样 , 先 对 一 个 规模 较 大 的 网 络 进 行 训练 ,然后 咕 掉 T,'0 最 小 
的 车 干 个 权 . 这 一 上 学习 和 删除 交替 进行 . 
T, 吕 涉及 二 阶 偏 导数 的 计算 ,这 了 世 可 以 通过 耳 算 沐 求 得 .下 面 以 人 1- 和) 式 表 
示 的 2 层 MISO-MLP 为 例 说 明 其 计算 方法 ， 
首先 ,对 于 训练 集中 的 每 一 组 数据 (7, 和,) ,mm = 2, 时, 进行 前 向 计算 ， 
求 得 以 下 参数 : 
隐 层 各 神经 元 输出 : 


[a 
D = f(D), I = 人 FD, = 2 
i=1 
输出 屋 神 经 元 输出 : 


yn = ml = Dw + 0). 


"Twp KE. (1-65) 
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引用 (1-18) 式 ， 
前 出 os 
RS = 让 Dn- ym 
这 样 可 以 求 得 
RIE) 2 . 
5 Wr) i = 1,2,.'"", MN, 


中 


和 A 
Pn- 
和 严 =] 


or [= 1,2,* ,Mn， 
mm ” i! 2) 2 ! 
Go OE Cn) om j= 1,2,.°,N, 
fy = x ul _ x ， 
F(a) = (1 -2m ) wo ~ x ). 


1.4.4 变 叉 删除 法 


全 以 (1.49) 式 表 示 的 2 层 MISO-MILE 为 例 来 说 明 这 种 方法 .对 于 其 陷 层 各 神经 
元 的 权 舌 量 斌 4 ,如 果 某 两 个 权 矢 量 之 问 的 * 夹 角 " 很 小 ,表明 它们 的 功能 近似 , 因 
而 其 中 的 一 个 可 以 被 看 成 多 祭 的 而 删 掉 . 具体 作法 是 首先 将 各 个 二 个 写成 下 列 形 
式 ; 


A 
Ww 二 富生 人 ， 


其 中 实数 个 > 0, 吓 笋 个 下 = 4G 称 为 玉 0 的 增 蔓 . 然后 ,在 普通 BP 算 法 的 
每 一 步 权 参数 调整 之 后 再 增加 一 步 增益 调整 .增益 调整 量 AG 按 下 式 计 算 ， 


AG) = - no (WD 。 伪 和 2C00D ,i = ,2 有， (1-66) 
其 中 (第 售 扣 ) 即 等 于 厂 避 0 和 0 之 间 夹 钊 的 余弦 , 当 两 个 矢量 相似 度 越 高 
时 ,此 值 越 接 于 1. 当 某 个 隐 层 神经 元 ;的 增益 G0 调 到 接近 于 0 或 小 于 0 时 ,该 神 
经 元 即 被 删除 .在 实际 执行 此 算法 时 可 以 进行 者 干 步 BP 权 调 整 算法 后 ,再 进行 一 
次 增益 调整 . 权 调 整 步 幅 jy: > 0, 其 值 必须 选择 怡 当 . jy 太 小 起 不 到 删除 作用 ,jy 太 
太 则 删除 过 多 . 


1.4.5 局 部 连接 和 权 分 享 


在 图 像 识别 .文字 和 符号 识别 以 及 语音 识别 等 领域 中 ,和 输 人 的 空域 或 时 域 述 号 
的 某 个 特征 往往 只 出 现在 局 部 区 域 中 ,而 该 局 部 区 域 又 可 能 处 于 全 域 的 任何 一 个 
位 置 .这 样 ,MLFN 第 一 隐 层 的 各 个 神经 元 不 必 与 表示 全 局 特征 的 输 和 矢量 的 每 
个 分 量 相连 接 ,而 只 需 与 局 部 若干 分 量 相 连接 . 例 录 ,一 个 分 辩 率 为 (16 x 16) 的 图 
像 中 包 售 256 个 像素 , 它 可 以 构成 输 人 一 个 MLEFN 的 256 继 和泉 导 五. 若 某 些 局 部 特征 
只 反映 在 一 个 (5 x 5) 的 局 部 区 域 中 ,这 时 第 一 隐 层 的 一 个 神经 元 只 需 与 万 中 的 站 


1 和 儿 层 前 向 神经 网 络 (MLFN) ,175 : 


个 分 量 相 连接 ,从 而 大 大 减少 了 权 的 数量 .从 第 一 幅 层 向 更 高 隐 层 传送 信号 时 也 可 
照 此 办 理 .图 1-4 给 出 了 一 个 2 层 MlsO-MLP 的 示例 ,其 中 输 人 是 一 个 4 维和 泉 量 五 = 
《xi1,%2,x3y di 输入 层 还 有 -一 个 为 提供 赣 值 参数 的 输出 为 1 的 神经 元 ) , 隐 层 有 6 
个 神经 元 ( 另 有 一 个 输出 为 1 的 神经 元 以 提供 闪 值 参数 ) ,输出 层 只 有 一 个 神经 元 . 
隐 屋 神经 元 分 成 {4 ,B,C) 和 (D, 且 , 户 ) 两 组 .4 只 与 xx 相连,B 与 x3,x3 相连 , 
与 世 \, 中 相连 ;五 .下 .下 的 连接 与 此 同 .4.8、C 取 相同 输入 权 值 ,它们 用 来 检测 同一 
种 局 部 特征 ;D、.E、F 肥 另 一 组 相同 输入 权 什 ,用 来 检测 另 -种 局 部 特征 .这 就 是 局 
部 连接 和 权 分 享 名 称 的 由 来 . 如 果 此 网 络 取 全 连接 缚 构 ,将 使 用 37? 个 权 参 数 { 包 括 
闪 值 参数 ); 而 使 用 此 结构 时 将 包含 25 个 权 ( 包 括 国 值 参数 ) ,由 于 权 分 享 , 可 自由 
调节 的 权 参 数 是 13 个 .在 实际 中 网 络 的 规模 一 般 很 大 ,采用 局 部 连接 和 权 分 享 可 
以 大 大 减少 自由 权 参 数 的 数量 ,从 而 有 效 地 改善 其 推广 往 能 . 


1.4.6 局 部 优化 法 

一 个 待 通 近 的 西数 y = 了 (去) 在 革 的 定义 域 多 的 全 局 中 的 变化 既 可 能 很 天 又 
很 复杂 ,而 在 一 个 较 小 的 局 部 区 域 中 就 可 能 简单 得 多 . 图 1-5 中 给 出 了 下 为 一 维 
时 ,y = 谍 x) 的 一 个 示例 ,其 中 多 = [x,xsj. 车 将 xz 分 为 4 个 小 区 [xi,x2)、[ x;， 
x3) [x3、x4)s[ x4 ,x5]; 则 每 个 小 区 中 让 zx) 的 变化 较 简 单 . 
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这 样 ,可 以 将 政 的 定 立 域 多 分 为 若干 个 小 区 ,每 个 小 区 单独 用 一 个 较 简单 的 
MLFN 来 实现 所 需 的 映射 .区 域 划 得 越 细 ,所 需 的 各 小 区 MLEN 越 简单 ,因而 有 可 能 
改善 推广 性 能 .但 是 当 训练 集 规模 型 一 定时 ,小 区 划分 醋 细 时 每 个 小 区 分 得 的 训 
练 数据 越 俏 ,这 浆 可 能 亚 化 推广 性 能 .此 外 ,过 密 设 置 小 区 也 会 使 计算 开销 过 大 .所 
以 只 能 作 折 吉 的 选择 

划分 小 区 除了 用 上 面 提 刘 的 等 间隔 划 分 法 外 , 另 一 种 黎 内 更 好 且 更 有 实用 价 
值 的 方法 是 采用 ,1.2.3 节 所 述 的 LBG 算 法 ,将 多 分 为 若干 个 聚 类 区 ,每 区 有 一 个 中 
心 ; 当 大 与 其 区 中 心 最 接近 时 就 划 归 该 区 并 用 该 区 的 MLFN 实现 所 需 的 贞 射 . 


1.4.7 多 网 络 法 


1. 模式 识别 情况 

可 以 用 {29 + 1) 个 MLFN 来 代替 单个 MLFN 实现 模式 识别 任务 ,其 中 0 次 某 个 
正 整 数 .这 (20 + 1) 个 网 络 可 以 用 下 列 各 种 方案 分 别 进行 学 习 : 

(1) 各 网 络 结构 相同 且 用 同样 的 训练 集 , 但 是 采用 不 岂 的 权 人 参数 初 值 进行 训 
练 ,学 习 结 束 时 各 网 绪 具 有 不 同 的 权 和 参数 ,它们 相应 于 RCE) 的 不 同 局 部 最 小 点 . 

(2) 将 训练 集 分 成 (420 + 1) 个 子 集 ,每 个 网 络 用 不 同 的 子 集 进行 训练 ,以 而 导 
致 不 同 的 权 参 数 . 

(3) 每 个 网 络 的 训练 集 和 参数 初 值 相同 ,但 是 其 结构 有 差异 (例如 隐 屋 神经 抑 
数 不 同 ) ,从 而 导致 不 同 的 网 络 . 

(4) 以 上 几 种 方案 的 组 合 . 在 识别 时 ( 岂 二 类 则 分 为 例 }(290 + 门 个 网 络 可 包产 
生 (20 + 1) 个 结果 ,每 个 结果 不 是 1 就 是 0, 这 时 可 以 用 少数 服从 系数 的 表决 法 纵 
出 最 终 识 别 结果 .实验 结果 表明 ,这 种 方法 的 确 可 以 改善 网 络 的 推广 性 能 ,好 明 最 
了 志 降 低 集 外 误 识 率 , 其 代价 是 增 大 学 习 开 销 , 并 且 使 识别 的 计算 共和 存储 量 增加 ， 

2. 函数 喜 近 情况 


这 时 可 以 用 0 个 MLFN 实 现 所 需 的 映射 ”= 记 X),0 为 任何 正 整数 . 每 个 网 络 
的 结构 和 训练 仍 可 按照 1. 中 所 述 的 方法 实施 .在 应 用 时 将 各 个 网 络 的 输出 取 算 术 
平均 作为 所 需 输 出 .这 使 得 均 方 意义 的 推广 效果 优 于 单个 网 络 . 

3. 用 多 个 MISO 网络 替 代 单 个 MIMD 网 阁 

如 待 实现 的 映射 是 多 一 下 ,其 中 了 是 一 个 维 数 大 于 1 的 矢量 (在 模式 识别 和 销 
数 通 近 领 域 都 有 这 种 情况 ) ,一 般 可 以 用 单个 MIMO 网 络 来 实现 . 如果 的 维 数 为 
下 ,也 可 以 用 NV, 个 MISO 网 络 来 实现 ,每 个 网 络 的 输出 等 十 了 的 一 个 分 量 .这 种 方 
案 也 可 以 减 小 每 个 网 络 的 容量 从 而 改善 其 推广 性 能 . 


1.5 MLFN 作为 后 验 概 率 估 值 器 
设 输 入 矢量 此 与 上 个 类 别 CD,! = 1,2,…, 荆 , 相 联 系 , 它 们 之 间 的 关系 用 联合 


概率 分 布 函 数 P( 王 , CO) 描述 ,PCD = P(XYPCC'? /AX). 
正确 估计 后 验 概 率 P(C'/E) 是 一 个 既 有 用 而 又 困难 的 任务 .现在 基于 一 个 
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训练 集 ( G5 , 污 ,),m = 1,2,… ,入 ,来 对 一 个 MLFN 进行 训练 ,其 中 C。E 16G0) ， 
CD | ;MLFN 的 输入 为 无 ,输出 为 了 = (rr 在 训练 时 , 苦 输 人 为 


,, 则 理想 输出 了 = (yw TY 雪上 Co = CO, 则 YY = 各 ; 妓 当 i = 4 时 ， 
有 6 = 1,; 当 i 关 7 时 ,有 =0. 完 成 训练 后 此 网 络 可 以 用 作 分 类 器 , 即 每 输入 一 
个 诗 时 以 网 络 的 上 个 输出 中 前 最 天 输出 端 标号 作为 下 所 属 的 类 别 编号 .下 面 将 证 
明 , 在 - 定 的 条 件 下 这 工 个 输出 但 即 等 于 5 个 后 验 概率 P{ CC) = 1,2,..… ,上 . 

若 MLEN 的 工 个 输出 用 YE = 12 了 , 表 款 , 刚 其 经 验 风 院 函 数 
RR( 专 ) 可 以 取 两 种 形式 .第 一 种 是 均 方 误差 形式 : 


h(E) = DN ,€) 1]; (1-67) 
第 二 种 是 相对 箭 函 数 形 式 ， 
RG) = Dn -Re a (1-68) 


无 论 对 于 哪 一 种 形式 都 可 以 证 明 , 只 要 网 络 的 权 足 够 多 以 及 所 来 得 的 5&4 能 使 
RR.(E) 达到 全 局 最 小 ,那么 以 为 参数 的 网 络 可 以 实现 和 述 的 后 验 概率 居 计 .现在 
仅 就 第 一 种 情况 予以 证 明 . 首 先 ,对 任何 区 .下 式 成 立 : 


Dp(CON, ) = 1. (1-69) 
这 样 ,(1-57) 式 可 以 重 写 如 下 : 
RE) = OD DY pl 和 的 PC )， 


注意 当 C。= C(0 时 个。 = 一, 上 式 可 以 表示 为 
RE) = FOO yl XE PP CDH/ + 


D0- yi Ke PE PCCD/X). 
7 
电 t1-9) 式 可 得 
>PUCCDA 和) = 1 - PCCCDAN。)》， 
i 
将 此 式 代 入 前 式 并 作 简 单 推导 , 即 得 
RE) = HO AKG) ~ 2p I PCCM) PC 


Hp > POCO/E) - PACH/E)!. 
此 式 右 侧 第 二 个 和 式 与 上 无 关 ,因此 只 有 当 某 个 使 该 式 右 仙 第 一 个 和 式 达 到 最 
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小 时 , R.{ 老 ) 才能 达到 托 小 .易于 看 到 ,只 有 当下 列 条 件 成 立时 才能 实现 这 一 要 求 : 
让 (PCA 下)， m= 1,2,.…,M. (1-70) 
显然 , 当 网 络 具 有 足够 规模 从 而 能 提供 所 需 的 上 且 RC(&4) 为 全 局 晤 小 时 ,网 
络 的 第 i 端 输出 即 等 于 后 验 概率 P{CODDAE,) (网 络 输 入 为 区 ,). 如果 训 练 集 的 规模 
足 驶 大, 这 一 结果 可 以 推广 到 站 的 定义 域 依 中 的 所 有 矢量 ， 


1.6 ”递归 神经 网 络 (RNN) 


前 述 各 节 讨论 的 都 是 单个 输入 无 对 单个 输出 了 的 静态 映射 .在 非 线 性 动力 系 
统 的 辨识 .控制 ,故障 诊断 以 及 时 间 序 列 预 测 等 许多 领域 中 ,都 涉及 两 个 离散 时 间 
序列 XX(m) 和 Tom) 之 间 的 动态 映射 , 即 某 个 离散 时 肇 上 的 葵 出 矢量 了 (mi) 不 公 依 
赖 于 完 (m), 而 且 依 赖 于 多 Cm 于 (Cm 一 2 以 及 (m1),Y(m -2)、…. 为 
了 实现 这 种 依赖 关系 ,应 该 用 图 1-6 所 示 的 结构 ， 


了 


MLFN 或 RNN 


1.6 


当 其 中 的 神经 网 络 为 MLFN 时 , FCm) 将 依 环 于 素 [m) ,Cm 一 1) ,+ 区 Cin 一 
p), 它 与 线性 系统 理论 中 的 MA 模型 对 应 , 称 为 NMA 模型 {N 表示 非 钱 性 }. 当 其 中 
的 神经 网 络 为 RKNN 时, 了 (Om) 不 仅 依 环 于 上 列 各 革 , 而 且 依 帧 于 YY(m ,YF(m- 
2),"…, 它 与 线性 系统 理论 中 的 ARMA 模 型 对 应 , 称 为 NARMA 模 型 .RNN 是 在 MLFN 
的 基础 土 构成 的 ,除了 MLFN 中 的 由 人 向 出 的 单 向 信息 传 述 通道 外 ,每 个 隐 屋 还 包 
括 自 身 的 反 惯 通道 . 

在 NMA 模型 中 由 于 不 存在 反馈 ,其 学 习 算 法 与 一 般 MLFN 无 差异 .而 NARMA 
模型 的 学 习 算 法 必须 在 一 般 MLFN 的 BP 学 习 算 法 框架 下 进行 修正 .下面 以 一 个 上 
层 全 连接 RNN 为 例 予 以 说 明 .此 网 络 输出 层 人 = 二 ) 有 A 个 神经 元 , 皆 取 线性 函 
数 ; 上 一] 个 隐 层 {= 1.2 天- 和 奋 有 而 个 神经 元 . 缘 取 Sigmaoid 函数 ! 输 人 屋 人 1 
= 0 中) 有 Mo 个 神经 元 ,其 取 值 x 中 ,i = 1,2,…, No, 与 输入 信号 对 应 .网 络 中 除 有 由 
人 至 出 的 信号 传送 途径 外 ,每 个 隐 野 的 各 神经 元 之 间 存 在 全 反馈 连接 ,输出 层 不 存 
在 反馈 ,如 图 1-7 所 未 .假设 网 络 按 离 散 时 间 m 运 行 ,各 输出 崩 延 时 1 至 9 个 节拍 
(图 中 用 3 表示 一 个 节拍 的 延 时 ) 再 反 司 到 同 层 的 所 有 神经 元 .下 曾 只 研究 每 个 
隐 层 可 有 一 个 节拍 延 时 反馈 的 情况 , 即 qt = 1,1 = 1,2.…, 上 1. 注意 ,网 络 的 训 
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练 集 是 两 个 对 应 的 时 间 序 列 :天 (mm ,党 站 (my mm = 1.2,… 


zm Cm) x m) YD mg?) 
输出 层 oC m2) 
(= st( m) 2 
:+ 


人" sm) x 和 (可 


图 1-7 
网 络 的 运行 过 程 如 于 .按照 离散 时 间 m = 1,2,… 向 网 络 输送 矢量 六 中 (m)， 
且 假 设 当 m < 0 时 网 络 中 所 有 神经 元 输出 x0(m) = 0. 这 样 ,对 于 mms 1,xfD(m) 
可 用 下 式 计算 (注意, w 人 站 =0,Y i 
zm) = TD) = 112 ,= 1,2 Nm = 1,2,, 


™ Nl 
Lm) - Dy wr, wm 1)+ Dw vm) + OD, 
ji=1 


| (1-71) 
其 中 站) = 1,2,…, 荆 一 1, 为 Sigmoid 少数 ,jC(:) 为 线性 函数 .此 式 右 侧 第 一 个 
儿 式 是 第 ! 旦 关 神经 元 输出 对 本 层 第 i 神经 元 延迟 一 挡 的 反 蚀 贸 入 ,第 二 个 和 式 是 
第 1 - 1 屋 各 神经 元 对 | 层 i 神经 元 的 前 向 输入 ,58'? 是 阅 值 参数 . 

网 络 的 学 习 过 程 如 下 :给 定 训练 集 1 入 个 Cm), 完 吕 Cm) | m = 1,2,…|, 其 中 
ROCm) = mm) 是 m 省 刘 的 网 络 理 想 输出 
KO m) = 【xitO Cm), x mm) ,ee i 四 (0)) 是 时 更 结 输入 mz 时刻 的 网 
络 实际 输出 记 为 名 (m) = (x Crm) ,x 中 (my x (Cm)), 它 是 天 (Of mm) 


以 及 网 络 参 数 加 的 函数 ,为 简洁 起 见 ， 没有 把 这 些 符号 标记 出 来 网 络 在 m 时 刻 的 
瞬时 风险 函数 用 只 ”人 ) 表示 ,其 计算 公式 如 下 列 : 


，780 - 第 19 篇 人工 神经 网 络 


RMEEY = Si [D(Cm) _ xm FE. (1-72) 
网 络 的 学 习 可 以 按照 批 处 理 (离线 ) 和 实时 处 理 ( 在 线 ) 两 种 方式 进行 . 按 批 处 


理 方式 时 ,首先 采集 蜡 组 训练 数据 1 党 (my ,和 OUny1m = 1,2,… ,机 | 构成 的 训 
练 集 .风险 两 数 RC) 定义 如 下 : 


RA(E) = Dy RE). {1-73) 


然后 求 最 佳 E 使 RC&) 达到 最 小 . 按 实时 处 理 方式 时 , 边 采集 数 边 进行 训练 ,这 时 
风险 函数 表示 为 如 下 随 m 而 改变 的 函数 ; 


RE,m) = D3 RE) (9 > 0). 


此 时 ,针对 三 局 的 六 值 求 出 相应 的 最 佳 参数 各 ( mm) ,使 (8,m) 达 到 最 小 .这 样 的 
最 佳 参数 随时 间 而 改变 ,从 而 能 对 变化 的 环境 进行 自 适应 . 参数 pn > 0 越 大 , 则 求 
和 范围 越 宽 ,因而 使 统计 平均 效果 越 好 ,站 越 小 , 则 网 络 的 自 适 应 效果 越 好 .对 于 一 
个 具 居 问题 记 作 折 更 选择 .这 两 种 方式 的 学 习 方 法 相似 ,下 面皮 批 处 理 方 式 为 例 来 
阐明 . 

在 BP 算法 的 权 架 下 , 按 最 陡 下 降 算 法 ,从 随机 设置 的 初始 权 值 wj" 2000) 和 
onnto0) 击发, 以 节拍 此 进行 近代 计算 wk 1 = wy 人 D(CE) 十 
Awy (RD) wk + = 0,1,… ,其 中 
AwsW 人 0(k) 为 前 向 权 的 调节 量 , 其 计算 与 前 述 隐 态 网 络 情况 相同 ( 兄 (1-20) - 
(1-32) 式 ) .反馈 权 的 调节 量 Ases 避 2 根据 (1-71) 式 和 (1-72) 式 计算 如 下 ; 


aR :nm) 
Awsy D(CE) 一 和 [ in， 


jp tm (5) C1-74) 
a -2 Dm) - x om) 和 


其 中 为 步 幅 ,0 < « < 这样 ,只 要 能 对 于 任何 Pgm.i Me] 


能 将 Awj'"?(5) 计算 出 来 .引用 (1-71) 式 ,可 得 
dx tCm) dx (Cm) 37 Cm) 
ER = dCm) aw : 
此 式 右 侧 第 一 项 的 计算 : 当 上 = 上 时 , 谨 (*) 为 线性 函数 , 它 等 于 1; 当 1 =1-~ 
-1 时 ,让 () 为 Sigmoid 函 数 , 它 等 于 x 人 Cm) 一 Cm))( 见 1,2.1 节 (1-27) 
起 右 钢 第 二 项 可 分 三 种 情况 计算 如 下 . 
车 1 > 上 上， 
3 Nm) 


EE (1-75) 


2 Hopfieid 神经 网 络 + 781 ， 


(2) 车 上 = 了 上 ， 
77) 1 -_ 
i = > [ws 0 + ao nm ~ 1}], 1-76) 
其 中 总 = 1 = 0, 当 9 
(3) 车; < 上, 
aeiCm) 让 zc(m 
5 p=! 
WW 0 
Ra Te 2 - {1-77) 
这 样 只 要 对 于 所 有 LLLiWj 给 定 初始 条 件 2 = 0,m < 0, 就 可 以 按时 


序 m = 12， -依次 算出 各 ?2 nm) pial. 式 邮 语 求 得 所 需 的 反馈 权 调 
Hos 

整 量 Aw (0 .在 这 -算法 中 ,每 一 时 序 mm 的 梯度 ( 偏 微分 ) 计算 都 依赖 于 前 一 时 序 

(m - 1) 的 撞 度 计算 , 故 称 为 动态 梯度 下 降 算法 ,若干 实验 结果 表明 ,在 非 线性 动力 

系统 的 辨识 ,控制 以 及 时 间 序 列 预测 等 领域 中 ,采用 这 种 动态 学 习 算 法 的 RNN 的 

性 能 优 于 静态 的 MLFN. 


2 Hopfield 神经 网 络 


2.1 ”连续 时 间 Hopfield 神经 网 络 


网 络 由 和 N 个 神经 元 构 戚 , 按 顺 序 编号 汐 i = 1,2,… ,VW. 每 个 神经 元 1 用 3 个 挛 
量 来 描述 :输出 中 ,状态 st0) 和 输入 (i000 ,其 中 + 中 连续 时 间 变 量 .对 干 尾 何 : 
可 以 用 下 列 方 程 表 示 其 运算 规则 : 
Sue = - 2 + > wel t) + L(t), 
xg) = fmt)), Fe 2 ‘2-1) 

权 为 实数 . ft:) 是 下 列 形 式 的 单调 非 降 汕 数 : 


Att)) = 去 [1 + tanhf “0)], (2-2) 


其 中 ww 是 一 正常 数 , 当 ww -> 0 时 ,fi(:) 趋向 于 硬 限 幅 疯 数 ( 见 (1-5) 式 ). (2-1) 式 
构成 点 元 联 立 非 线性 方程 组 . 当 给 定 初 值 xD] mt0) 和 lt), O07 = 11,2,° 
NN ,就 可 以 求 出 此 方程 组 的 解 . 
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车 天 (日 = (0) ,4 > 0,1 = 1,2,…, 和 .对 任何 给 定 的 (0), 当 :一 wm 时 各 
(日 峙 趋向 某 个 固定 值 , 则 称 系统 具有 稳定 解 . 下面 用 能 量 函 数 的 方法 确定 稳定 
解 存 在 的 条 件 . 

能 量 函 数 E(t) 定义 如 下 ; 

E(t) = -让 二 >， Dll) + +» : 


0 px) dy ~ DAT 

(2-3) 
车 wj、f{0) rao 为 有 限 确定 值 (r > 0, tw > 中 时 ,易于 让 明 EL4) 为 有 下 确 界 的 
阔 数 .E(L) 的 导数 可 用 下 式 求 得 ; 


dECL) | B02 . dwt t) 
dr -> dxt t) dt “ (2-4) 
由 (2-3) 式 自 注意 到 ww = ww 可 来 得 
=~ Dw + a } - (0). (2-5) 
注意 到 LLC) = (0) ,与 (2- 1) 式 对 照 ， 即 得 
号 (日 de dumtt) , drtt) (2-6) 
drt) ~ dt 一” us di 
由 {2-1) 式 且 注意 到 (2-2) 式 中 wo > 0, 得 到 
dwtt) df"(% (C0)] 
(dD) > (2-7) 
将 {2- 昌 及 (2-7) 式 代入 (2-4) 式 , 得 到 
dE(D) dt 2 [FL 2 
dt - > ] dex.(t) (2-8) 
由 此 式 可 以 导出 以 下 两 点 结论 ; 


(1) EE(1) 的 导数 恒 非 正 且 E(t) 有 确 下 界 , 因 此 无 沦 从 升 么 初 值 册 发 以 及 无 
论 何 种 输入 , E(1) 随 着 :一 m 将 趋向 一 个 极 小 点 ,在 要 小 点 上 有 dE(i)vdai = 0. 者 
E(t) 有 多 个 局 部 最 小 点 , 则 所 扑 向 的 是 哪个 局 部 最 小 点 取决 于 初 值 和 输入 . 

人 2) 在 RF(4) 的 任 一 局 部 最 小 点 上 必然 有 dx(t) dt = 0,i = 1,2,…, NN,; 即 每 一 
神经 元 的 输出 保持 恒定 值 .系统 有 稳定 解 . 

如 果 (2-2) 式 中 的 参数 uw 充分 小 , 则 (2-3) 式 右 出 第 二 项 非常 接近 于 0, 这 时 能 
量 函 数 有 ft) 提 人 


E(t) =- 六 $d) - S(O nt). {2-9) 


如 果 设 C2) 二 Cw (4) (0) t(D) 10) = (C0), (0),…, Iw(0)),W 是 
元 素 为 w; 的 (N x NN) 维 对 称 方 阵 , 则 (2-9) 式 可 以 写成 下 列 形式 : 


E(t) = - XC) WX) ~ TOO) TCD (2-10) 
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2.2 ”连续 时 间 Hopfield 神经 网 络 用 于 求解 TSP 


TSP 是 Travelling Salesman Problem( 旅 行商 问题 ) 的 缩 17 .其 命题 如 下 述 . 

设 有 上 币 个 城市 , 记 为 六 .B、C'*, 各 急 市 之 间 的 距离 记 为 &g、dac、dpe*…. 旅 行商 
试图 从 任 一 城市 出 发 走 一 条 最 短路 径 遍 访 所 有 其 它 城市 后 回 到 出 发 点 , 且 每 个 城 
市 只 能 访问 一 次 .这 样 ,问题 归结 为 求 一 条 通过 所 有 城市 且 每 个 城市 只 通过 一 次 的 
量 短 闭 台 路 径 .图 2-1 给 出 了 10 个 城市 A.B.C.D.EF.G.H.I.J 的 便 子 ,在 此 例 中 可 


以 有 二 (10 -1 = t1440 种 不 同 的 闭 侣 环 路 .例如 ,AEGCDFIHRCTA 构 成 一 
个 闭 台 环 路 , 环 路 的 路 径 长 度 为 


过 = 全 AF + Ec 十 ”二 dja: 


D2 O04 06 0.# 1.0 
图 2-1 

如 果 通 过 校 举 法 来 选 出 最 短 闭 合 路 径 ,计算 量 太 大 .下 面 介绍 用 Hopfield 网 络 解 此 
问题 的 方案 . 

为 简单 起 见 ,讨论 一 个 村 = 5 的 例子 , 设 用 A.B.C.D、E 表 示 这 5 个 城市 ,它们 
之 间 的 距离 为 dp、dac、… .现在 构造 一 个 (5 x 5) 算 阵 ,其 和 用 六 .B,C,D.E 表 示 , 其 
列 用 1.2.3.4.5 表示 .在 表 1 给 出 的 示例 中 ,A 行 2 列 元 素 为 1 而 A 行 其 它 列 元 素 
汶 0, 表 明 A 城 市 在 环 路 中 排 第 2 位 , 余 类 推 . 这 样 , 表 2-1 的 矩阵 表示 环 路 :CA 已 B 
DEC, 环 路 路 径 长 魔 尝 


d = ca 十 diE+ dn 十 dep + do. 


这 个 矩阵 的 特点 是 每 行 或 矢 列 中 其 有 一 个 元 紊 为 1, 其 他 元 紊 为 0; 因 此 答 阵 中 内 
有 村 个 元 素 为 1, 其 余 皆 为 0. 
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现在 构造 一 个 由 (时 x 帮 ) 个 神经 元 构成 的 Hopfield 神 经 了 网络 ,其 中 每 个 神经 元 
对 应 于 上 述 表 2.1 矩阵 中 的 一 个 元 素 ,因此 其 编导 用 双重 标记 mi 表示 , m 表示 行 
号 ,i 表 示 列 号 .这 样 各 神经 元 的 输出 .状态 和 输 人 将 用 双 下 标 表示 为 xu 和 i， 
而 神经 元 之 间 的 信号 反馈 权 值 可 表示 为 me.s( 编 号 为 机 神经 元 至 编导 为 mi 神经 
元 之 权 ) .为 简便 起 见 ,用 数字 表示 彤 个 城市 , 即 m( 或 n) = 1,2,…, 币 ,i 或 门 = 
2,…, 射 仍 表示 城市 在 环 路 中 的 排序 . a 表示 序号 为 m 和 = 的 两 个 城市 之 间 的 
距离 .用 此 网 络 求解 TSP 时 首先 应 建立 一 个 能 量 函 数 E, 当 网 络 运 行 结束 时 网 络 的 
和 舞 行 和 每 列 应 具有 一 -个 神经 元 的 输出 为 1, 其 他 为 0, 它们 指示 了 一 条 闭合 有 路径 ,其 
路 径 长 度 应 是 最 短 的 或 接近 于 最 短 的 . 
能 量 郴 数 的 计算 公式 如 下 (注意 ， 恋 量 i 取 模 有 时 数 . 例 如 = 是 +1 时 令 i = 1) 


E(D) = 六 = > (Due) + 有 > Del rl) + 


mn 


aan 


eal > 六 -+ 之 > Sa Dstt) + 

x 1 £7} {2.11) 
此 式 右 侧 第 1,2 两 项 的 作用 是 在 神经 元 阵列 中 每 行 和 每 列 中 至 少 有 一 个 神经 元 的 
输出 为 1 的 条 人 忻 下 驱使 其 它 各 神经 元 的 输出 为 0; 因 为 只 有 满足 这 一 点 才能 使 这 两 
项 达到 其 晤 小 值 , 即 0 值 .第 3 项 的 作用 是 驱使 阵列 的 (村 x MN) 个 神经 元 中 有 时 个 
输出 为 1, 其它 为 09; 因为 及 有 如 此 才 可 使 此 项 达到 其 最 小 值 0. 第 3 项 与 前 两 项 配 
全, 德 得 这 三 项 之 和 达到 最 小 值 时 阵列 的 每 行 和 每 列 中 有 日 只 有 一 个 神经 元 的 输 
出 为 1 而 其 他 神经 元 的 输出 和 毕 为 如 第 4 项 给 出 由 输出 等 于 1 的 时 个 神经 元 连 成 的 
-条 闭合 覆 径 的 长 度 ; 当 此 项 达到 最 小 值 时 路 径 长 度 最 短 .a.8.f.y 是 4 个 大 于 0 
的 控制 参数 . 

如 果 将 (2-3) 式 改 写 为 双 下 标 形式 并 且 暂时 赂 去 其 右 侧 第 二 项 的 积分 蚁 数 ， 

坷 得 


E(1) = - 4» Du A x(t) — 2 > m0 sm). (2-12) 


对 比 {2-11) 式 和 (2- oy 衣 得 

Wn,m 二 一 只 (1 -6) 一 Bl1 — Srna ) 一 一 

| de + ,i 1), (2-13) 

nt) = tN, 
其 中 当 = 1 时 ,8 人 = 1 当时 ,6 = 0. 将 这 一 组 权 值 用 于 (2-1) 式 和 (2-2) 式 ， 
且 令 各 参数 选 值 为 a = 8 = 500,5 = 200,yY = 500. 令 微分 方程 参数 r = 1, wo = 
0.02,() = 0). 以 此 来 求解 图 2-1 中 109 城 市 的 仇 子 (各 城市 间 的 距离 按 图 中 
给 定 的 尺度 为 准 ). 网络 中 各 状态 变 基 us 的 初 值 (0) 按 下 列 公 式 殉 定 : 

af0) = wm + Sw 有 = 21 

其 中 Su 是 在 [ -0.1wo010. 1aw] 区 税 内 均匀 分 布 的 随机 变 引 ,wo 应 使 下 式 得 到 请 
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是 : 
>，> rw{0) = 10. 

注意 其 中 su(0) = 六 (aafD) 开 见 (2-2) 式 } 且 = 10. 在 计算 栅 上 用 数值 计算 方 
法 可 求解 此 微分 方程 组 .通过 加 组 不 同 的 初 值 所 做 的 实验 得 到 的 结果 表明 ,网 络 
都 能 收 伍 , 即 在 由 (10 x 10) 个 神经 元 构成 的 矩阵 中 每 行 每 州都 只 有 一 个 输出 为 1， 
而 其 他 输出 为 0. 因 此 每 次 运行 都 能 确定 一 -条 闭 全 路径, 经 检验 ,其 长 度 都 是 最 小 
的 或 接近 于 最 小 的 ,例如 ,DHIFCEAJCB 和 DHIFEAGJCB 是 其 中 的 两 个 结果 ,前 者 的 
路 径 长 度 d = 2.,71, 是 最 短路 径 , 后 者 的 路 径 长 度 d = 2.83, 接 近 于 最 短路 径 . 

对 不 同 的 TSP 课题 所 作 的 模拟 实验 研究 表明 ,实验 结果 与 参数 ec ,8.7 入， 
的 选 值 关系 甚大 ,只 有 在 怡 当 的 范围 内 选择 时 才能 得 到 和 有 有 用 的 结果 .例如 .mw 选择 
太太 时 ,不 能 使 运行 千 果 收 伍 到 每 行 每 列 只 有 -个 神经 元 得 出 为 于 而 其 他 输出 为 
0; uo 去 小 时 ,所 得 的 闭合 路 径 距 最 优 结 果 甚 远 . 在 前 4 个 参数 中 y 起 关键 作用 . 

TSP 是 组 合 数 学 研究 领域 中 著名 的 NP 难题 之 一 ,如 采取 枚 举 法 逐个 检验 ,其 
计算 量 按 上 5! 的 速度 增加 ,车 采 用 Hopfield 神经 网 络 ,只 浴 作 少量 实验 就 可 以 得 到 
最 绑 或 接近 最 扰 的 结果 ,从 而 为 解决 此 问题 打开 了 -个 新 册 


2,3 高 殴 时 间 Hopfield 神经 网 络 


网 络 包 含 WN 个 神经 元 ,编号 为 Y= 1,2,…, NN. 每 个 神经 元 的 输出 妈 等 于 其 状 
态 , 用 x*; 表示 ,xi 内 可 能 等 于 1 或 -1 令 半 = (Cx, ,ty), 称 为 网 络 的 状态 ( 舌 
其). 各 x; 和 半 按 离散 时 间 £(6 为 整数 ) 而 变化 ,因而 可 记 之 为 x() 和 天 (神经 
元 j 至 神经 元 i 的 信号 传送 权 为 wj, 所 有 sw 构成 一 个 (Nx 和 ) 权 护 阵 钱 . 证 是 一 个 
对 称 阵 , 即 W' = W 或 wy = wi. 权 蕴 为 实数 , 且 满 足 Vim > 0. 车 给 定 网 络 的 初 
始 状态 无 (0) ,就 可 以 按照 下 商 给 出 的 非 同步 方 式 或 间 步 方式 计算 出 点 演 1 各 时 刻 
的 状态 着 ( 丰 ) 

(1) 非 同 步 运行 方式 (或 称 为 异步 方式 或 串 行 方式 ). 本 已 知 天 (), 则 (+ 
1) 可 以 按 下 列 规则 求 得 ;按照 轮流 的 方式 或 随机 的 方式 从 XX(k) 中 选 出 一 个 分 二 
x ,然后 按照 下 烈 公式 计算 {E+ 1) 的 各 个 分 量 x 让,! = 1,2,: ,NN: 


+ 1) = sgnl 2 wr k) - 81; 


(ED = skh), Giz i 
其 中 9, 是 神经 元 i 的 阔 值 参数 . sgn[ ' ] 是 取 符号 函数 , 它 可 能 采取 下 列 两 种 形式 之 


(2-14) 


第 一 种 , 设 w(k) = 2 wy(#) - 全 , 则 


sgn[ ul &)] = 人 ea > (2-15) 
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第 二 种 ， 
1 ， ulk} » DO; 
sgnl wtk)] = (a9. uh} = 0; (2-16) 
—- 1, u(t) < 0., 
(2) 网 步 运行 方式 (或 称 为 并 行 方式 ). 由 (EK) 计算 Xf + 1) 如 下 : 
xf 站 + 1) = sn[ > oa 有 -0H], 1 = 1,2,,N, (2-17) 


其 中 sgn[ ] 仍 可 采取 {2-15) 式 或 (2- 16) 式 的 形式 . 

赔 络 的 运行 涉及 两 方面 问题 ,第 一 方面 ,网 络 共 有 2” 种 不 同 的 状态 ,是否 存在 
若干 个 状态 , 当 网 络 运行 到 这 些 状 态 时 就 不 再 改变 .这 些 状态 相应 于 一 个 非 线性 动 
力 系 统 的 稳定 态 , 称 为 吸引 子 或 定点 (其 确切 定义 见 下 节 所 述 部 分 ). 王 节 将 讨论 吸 
引子 的 存在 条 人 忻 和 有 关 定 理 .第 二 方面 ,车 网 络 有 多 个 吸引 子 , 那 乏 从 某 个 初始 状 
态 出 发 将 晤 终 收 伍 到 哪个 吸引 子 呢 ? 这 有 关于 网 络 的 联想 记忆 功能 和 记忆 容量 的 
问题 ,将 在 下 节 讨 论 . 为 简化 起 见 下 文中 一 律 简称 离散 时 间 Hopfield 神经 网 络 为 
Hopfield 神经 网 络 . 


2.4 ”有 关 Hopfield 神经 网 络 吸引 子 的 基本 定义 和 定理 


2,4.1 吸引 子 的 概念 


定 必 1 若 网 络 状态 无 满足 下 列 方 程 , 则 称 其 为 网 络 的 吸引 子 
XT = sgnl WAXT - 8°], (2-18) 
其 中 sgn[ 好 ] 表示 对 上 的 每 一 个 分 量 按 (2-15) 式 或 (2-16) 式 作 sgn[* ] 运算 后 得 到 
的 矢量 .其 次 ,9 = 【外 ,页 0r)， 
定理 1 如 果 按 非 同步 方式 运行 ,从 任何 初 状态 (0) 出 发 ,Hopfield 网 络 将 最 
统 收 敏 到 一 个 吸引 子 . 
证 明 ”首先 定义 能 量 函 数 E( 上 )， 


E(k) =- 让 (OE) WET(K) + XCE)OT. (2-19) 


{1) 设 AECK) = E(k+ 1 -CR), 则 可 以 证 明 对 任何 不,AECE) 二 0 成 立 . 设 
太古 (下) 二 下 ( 才 +1) - E(k) ,在 异步 运行 时 每 一 时 刻 上 只 有 一 个 神经 元 的 状态 发 生 
迹 北 ( 设 为 第 i 神经 元 ), 因 此 AX(K) 中 只 有 第 i 分 量 等 于 Ax(#) ,其 他 分 量 红 为 0. 
则 可 求 得 


AECE) = 一 Axt kL w(tk) + Axi(k) wl], 


(= (2-20) 
由 (2-14) 式 可 知 xs(k + 1) = sn[w( 已 ], 这 样 , 可 分 以 下 = 种 情况 来 讨论 : 
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x+ 让 = rk), Ax(E) = 0, AEC(ER) = 0. 

2)xtk+t) = Txt = -1,Ar(k) = .由 于 z+ = 1 必 有 二 (之 
0, 已 知 wi = 0, 则 由 (2-20) 式 可 得 AE(Ek) 过 0. 

Axk 1 = 2 由 于 x( 下 + =-1, 必 有 w(t) 
< 0 已 知 由 > 0, 同 样 由 (2-20) 式 可 得 AE(k) < 0. 

因此 ,对 任何 ,AE(CE) < 0 得 证 . 

(2) 县 证 明 E(k) 有 下 确 界 .因此 必然 存在 正 整 数 大 ,经 过 拓 步 运 行 后 将 必然 
有 ARK + = 站 玫 上 二 有 ,天 < wm , 即 达 到 天 后 ,E( 上 ) 不 再 随 卡 而 变化 ， 

(3) 可 以 分 以 下 两 种 情 视 证 明 ,只 要 E(#) 不 再 随 天 而 变化 ,网 络 的 状态 即 是 
吸引 子 或 再 经 过 有 限 多 步 运 行 即 达 到 吸引 子 状态 ， 

1} 车 AE(K+4 R=0 有 Ax(K+t = 0 = 2, 巡 下 裤 有 成 立 , 则 下 (天 
+ 此) = 天 (上 ) ,WY 守 0. 显然 天 (KK} 即 是 吸引 子 ， 

2) 若 ABCK+T EE) = 0, YE 0, 但 是 Ax(KK+ 上) = 0 对 革 些 天 不 成 立 . 如 果 某 


个 Ax(CK+) 关 0, 根 据 (2 .20) 式 ,必然 有 (K+ 请 + 2 Au(K+ 上 ww = 必 . 根据 


(中 3) 可 其 , (+) 与 rt 下 + 上 同时 ,因此 必须 满足 坟 (Kt+ 有 = 站 
且 ws = 0. 若 采取 (2-16) 式 的 sgn[ ' ] 运算 , 当 册 (K+) = 0 时 ,必然 有 Am 天 + 让 ) 
= 0, 这 说 明 原 假设 不 成 立 . 若 采取 (2-15) 式 的 sgn[ : ] 运算 , 当 志 (上 + = 0 时 车 
x+ 二 = 于, 则 后 (天 + 才 +1) = 1 这 时 Axf 天 + 大 ) = 2. 显然 ,内 要 经 过 有 限 
煞 步 运行 ,将 网 绪 中 所 有 服 以 上 述 规律 的 神经 元 的 状态 从 -1 转变 为 1, 则 网 络 状 
态 不 可 能 再 改变 , 即 进 人 吸引 子 状态 .定理 全 部 证 完 . 


2.4.2 吸 直 子 与 能 量 函 数 局 部 最 小 点 的 关系 


按照 (2.19) 式 的 定义 , 设 能 量 函 数 E(k) 有 一 些 局 部 最 小 点 关 ( 见 下 述 定义 2 
和 定义 3), 则 需 回 管 下 列 正 反 两 方面 问题 ;在 什么 条 件 下 局 部 最 小 点 是 吸引 于 ?在 
什么 条 件 下 吸引 子 是 局 部 最 小 点 ?在 给 出 能 量 函 数 局 部 最 小 点 定 交 后 将 分 别 回答 
这 两 个 问题 . 

1. 能 量 和 函数 局 部 最 小 点 的 定义 

设 5e, 是 一 个 N 维 列 和 拓 量 ,其 第 i 分 量 等 于 8 ,其 他 分 量 缘 等 于 0. 则 可 以 给 出 
局 部 晤 小 点 的 以 下 两 种 定义 . 

定 兴 2 局 部 最 小 点 万 为 满足 下 列 条 件 者 : 设 无 的 第 i 分 量 为 4; 令 夺 = 
一 2sgn[ x 下, 则 E(X,) 到 Et YE, + He) ,i 三 1 .2 让, 有 成立 ， 

定 尽 3 称 无 , 为 严格 局 部 最 小 点 ,如果 

E(X,) < E(R, + oR), 1 = 1,2,.,N. 

2. 能 量 函 数 局 部 最 小 点 为 吸引 子 条 忻 . 

定理 2 无论 神经 元 函数 sgn[ . ] 取 哪 一 种 形式 ((2-15) 式 或 (2-16) 式 ) ,能 量 
函数 的 严格 局 部 极 小 点 一 定 是 吸引 子 ; 当 sgn[' ] 取 (2-16) 式 形式 时 ,能 量 函 数 的 局 
部 最 小 点 是 吸引 子 . 

证 明 ”车 寺 是 E 的 严格 局 部 极 小 点 , 则 由 {2-20) 式 可 以 推出 ( 设 Axi(A = 
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6.) 
AB(k) = E(X,+ 8) - EC(E) = liu(k) + na] >0. 
为 保证 此 式 成 立 ,6; 与 方 括 缴 中 项 应 上 反 符 导 . 阁 襄 = 2 > 0 表明 x = - 二 为 使 
vk = 三 =2, 应 保证 占 (5) 主人 已 知 wi 20, 这样 ， 方 括 线 中 项 恒 正 ， 即 趟 可 能 
与 六 反 号 .结论 是 Astkt) = = 2 的 假设 不 能 成 立 , 网 络 状态 不 可 能 改变 . 若 6. 
=-2<0. 表 明 x = 1 为 使 Astk)y = 于 = -2, 应 保证 sw( 上 ) < 旦 这 样 方 插 弧 中 
项 恒 负 , 即 不 可 与 全 反 号 .结论 仍 是 Ax( 上 上) = 5 = -2 的 假 识 不 成 立 , 网 络 状 态 不 
变 . 由 于 i 可 选任 意 值 ,所 以 万 是 吸引 子 ， 
车 无 , 是 E 的 局 部 最 小 点 , 则 只 需 讨论 下 列 等 式 描 述 的 情况 {不 等 式 情 况 与 ] 
间 ): 
AB(k) = ECX + O81) - E(K) =— Olu(k) + Bow] =0 
车 8 = 2, 则 z= - 1; 为 保证 上 式 成 立 , 方 插 弧 项 应 等 于 0, 则 必须 有 上 (和 0. 若 
人) 0, 避 有 Ax = 你 <0, 与 假设 巴 盾 ; 若 () = 人 0, 必 有 Axit() = 全 = 
0, 亦 与 假设 子 盾 . 故 原 假 设 不 成 立 . 若 5 = - 2, 则 % = 1: 为 保证 上 式 成 立 , 必 有 
tk) 0 若 下 (个 ) > 0, 必 有 Ax(k) = 襄 > 0, 与 殷 设 开 厦 ;车 uw(k) = 0, 必 有 
x 上 kk) = 奇 = 0, 亦 与 假设 蔬 盾 . 故 原 假设 不 成 立 .证 完 . 
3. 阴 引 子 是 能 最 西数 局 部 极 小 点 条 忻 
定理 3 车 wi = 0,7 = 1,2,… ,六 , 则 吸引 子 必 为 能 扯 隐 数 的 局 部 极 小 点 . 
证 明 ” 设 渤 是 一 个 吸引 子 ,由 (2-20) 式 得 


AE, = E(X, + 880:) ~ BE(X) = -Blu + 76ma], 


其 中 让 = Sw - = = -2gn[ zj] ,由 于 wi = 0, 友 到 


= ~ B= nx ]a = 2zxwii. 由 于 苇 是 吸引 子 , x 与 ww 回 导 ,因此 对 任何 i 加 有 
AE, 3 .所 以 蒜 是 局 部 最 小 点 . 


2.4.3 吸引 子 的 其 他 性 质 


定理 4 车 蕊 基 吸引 于 , 当 w = 0 = 1,2……,A, 且 senfl0] = 1 时 ,XX +4 G8， 
i = 1,2%…… 睛 ,不 是 吸引 子 , 其 中 六 = - 2sgn[ xn ]， 

证 明 设 下 三 {Ws Ty) Y= K+ de = {yr YN = To: 
= 1,2,…,N 有 Ej 让 和 = Yi. 由 于 无 是 吸引 于 有 目 w = 0, 则 


za = ser > ep - 4] = [> oo 
je 全 1 


由 此 立即 可 导出 入 = - sl Dw wr ~- 入]. 因此 不 是 吸引 子 . 
定理 5 若 蕊 是 吸引 子 ， 当 = 四 上 且 按 {2- 16) 式 定义 sgnl '] 运算 时 ,- 天 是 
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咀 引 子 . 

证 明 当 sgn[ :1 满足 (2-16) 式 时 ,可 作 下 烈 推导 ;由 小半 是 吸引 子 , 故 大 = 
sgn[ WXT], 则 sgnL W(XD)] = sgn[ - WXI] = - sgn[ WX!] = - 车 . 所 以 -和 % 也 
是 吸引 子 . 

2.4.4 同步 运行 的 情况 

同步 运行 规则 (2-17) 式 可 以 写成 矢量 形式 

Xk+1) = Senl WAI(E) — 8]. (2-21) 
车 于 (EK = 是 一 个 吸引 于 ,按照 卜 引 于 的 定义 ({2-18) 式 ) 必然 有 + 1) = 
下 (上 , 即 按 照 同步 方式 运行 时 ,网 络 状 态 一 旦 进入 吸引 于 就 不 再 改变 ,如果 从 一 个 
非 吸 引子 状 态 出 发 ,网 络 状态 是 否 能 收 误 到 一 -个 吸引 子 呢 ? 其 条 折 由 下 列 定理 给 
二 ， 

定理 看” 若 要 矩阵 钙 为 非 负 定 , 且 sgnl:] 按照 (2- 16) 式 的 规定 运行 , 则 网 络 从 
任 和 何 一 个 初始 状态 夫 发 按 隔 落 方 式 适 行 时 必 此 钱 到 一 个 吸引 子 . 

证 明 ”按照 疗 步 运行 规则 (2-21) 式 , 可 得 

ARCK) = 天 (下 + 1) - Ek), 
引用 (2- 19) 式 , 令 AECER) = E(k 4 1) - (LE) 经 过 简单 推导 可 得 


AE(h) = ~ wu( EIAXT(EY - 二 AKCE) WAXTE), 


其 中 改 (8) = WXT(k》 -87. 在 本 章 定理 1 的 证 明 中 ,对 {2-20) 式 所 作 的 1 .2) 两 点 
分 匠 表 明 : wl#) 的 第 i 分量 (各 与 AX(k) 的 相应 分 量 Axi(8) 为 问号 (i = 1 ~ 三) 
或 者 wf， Axi() = 0 因此 w(t 和 DATME) 0. 车 是 为 非 鱼 定 ， 财 
EEE) WAXTCE) = 0 对 任何 AX(E) 成 立 .由 于 ECE) 有 下 确 界 , 则 通过 有 限 密 步 
运行 网 络 的 能 量 函 数 必 然 达 到 一 个 局 部 极 小 点 .根据 定理 2 以 及 关于 sgn[* ] 运算 
为 {2-16) 式 的 假定 .此 局 部 最 小 点 即 是 吸引 了 于. 证 毕 . 

如 果 厂 不 满足 非 负 定 的 要 求 , 网 络 状态 有 可 能 聊 人 振 落 . 举 一 个 简单 的 例子 ， 
设 有 -一 个 入 = 2 的 Hopfield 网 络 ,其 信和 8 如 下 所 示 : 


w=[ ， 0], 0= oo. 
车 从 初始 态 天 (0) = (1,1) 出 发 运行 ,网 络 状态 将 在 们 ,1) 和 (- 1, -上 D 之 间 据 小 . 


2.5 ”离散 时 间 Hopfietd 神经 网 络 的 自 厂 想 记 记功 能 
及 其 存储 容量 ( 记 杞 容量 ) 


设 有 盯 个 待 记忆 的 和 WN 维 二 进 和 撩 量 Ki =《 寻 加 对 阅 2 
MM, 其 中 xi"? = 或 -1 这 些 待 记忆 矢量 可 以 用 一 个 由 点 个 神经 元 构成 的 离散 时 
间 Hopfiele 评 经 网 络 (简称 Hopfield 网 络 ) 来 存储 ,其 权 年 阵 用 和 靖 导 矢量 8 是 


市 
We= 人 TCD)TE -站 8 = (2.221) 
吗 二 人 
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其 中 了 是 (Nx WN) 维 单位 矩阵 .显然 到 是 一 个 和 Nx NW 对称 阵 且 sws = 0 = 12， 
N. WY 是 由 诸 记 忆 项 证" 的 外 积 之 和 所 构成 .此 网 络 可 作为 一 个 联想 记忆 器 ,其 功 
能 是 : 若 网 络 的 初始 状态 (0) 与 某 个 记忆 项 下 ("+ 比较 接近 (接近 的 定义 见 以 下 贷 
述 ) ,网 络 经 过 有 了 上限 多 步 运行 将 达到 并 停留 在 状态 XY, 就 称 由 不 (0) 通过 此 网 络 
实现 了 对 XX‘m 的 联想 记忆 , 为 有 效 地 实现 此 功能 ,应 该 回答 下 列 诸 问题 .第 一 ,各 
Xml 是 否 是 吸引 子 ? 第 二 ,是 否 存在 以 自由 为 中 心 的 吸引 威 ( 当 多 (0) 在 吸引 域 中 
时 网 绪 的 状态 将 收 和 化 到 半 ("™) ?第 三 ,网 络 能 够 记忆 的 和 其 个 数 盯 受 限于 什么 因 
素 ? 与 N 有 何 关 系 ?这 些 问 题 的 解答 还 与 各 被 存 酝 项 瑟 '" 的 性 质 有 关 , 例如 ,有 些 
情况 下 各 下 之 间 相 互 正 交 , 即 下 (er = 0,mi x mw. 但 是 ,在 更 儿 的 实际 
情况 中 形 呈 为 随机 和 汞 量 , 其 各 分 量 xi 取 1 或 - 1 的 概率 由 等 , 且 和 省 个 矢量 之 间 和 
同一 矢量 各 分 量 之 闻 统 计 独 立 .为 了 回 管 这 些 问题 ,下 面 首先 给 出 一 些 基 本 定义 ， 
然后 针对 午 " 为 随 机 矢量 的 情况 给 出 用 统计 方法 得 到 的 结果 . 

定义 4 矢量 下 "0 和 站 (mm! 之 间 的 汉 明 (Hamming) 由 离 HBD( Xi™) ,Tt ) 用 
下 烈 公式 计算 : 


二 
HDCXC™D, Xi) = 方 xn fm 1 (2-23) 


它 表示 ("mi 与 XK'%! 二 者 互 异 分 量 的 个 数 . 

设 在 每 一 个 记忆 项 X'"m 周围 有 一 个 以 其 为 中 心 的 邻 域 , 当 网 络 初始 状态 
天 (0) 在 此 邻 域 中 时 ,网络 按 同步 方式 {1{12-17) 式 ) 或 异步 方式 (f2-14) 式 ) 运行 ,最 
终 收 化 到 ("的 概率 p 非常 接近 于 1, 则 此 分 域 称 为 相应 记忆 项 的 上 吸引 域 .吸引 域 
可 用 以 各 区 ”为 中 心 的 球体 来 措 述 ,球体 表层 的 矢量 与 中 心 的 汉 明 距离 最 大 , 越 


千 近 中 心 时 汉 明 距离 越 小 . 设 表 着 各 矢量 与 中 心 的 汉 明 距离 为 pN,0<p < 六 , 则 


此 球体 称 为 吸引 球 ,p 称 汶 吸引 半径 ,pp 是 一 个 可 殿 选 择 的 参数 ,p 越 大 表示 吸引 域 
越 大 .下 面 分 同步 一 次 运行 直接 吸引 到 中 心 ,同步 二 次 运行 间接 吸引 到 中 心 和 异步 
运行 吸引 到 中 心 三 种 情况 ,讨论 时 .wp 、p 等 参数 之 间 的 关系 . 

定理 7 若 Hopfield 网络 由 入 个 神经 元 构成 ,其 权 和 矩阵 和 圈 值 矢量 满足 (2-22) 
式 , 网 络 存储 的 记忆 项 为 于 中,m = 1,2,… ,上 及 ,网 络 按 (2-17) 式 起 定 的 同步 方式 
运行 且 sgn[' ] 运算 符合 (2-16) 式 的 规定 , 设 8 和 wo 是 两 个 站 定 参 数 ,0 < e 习 1.0 < 


p< py ; 虽 当 完 (0) 在 以 oN 为 半径 ,XX 为 中 心 的 球体 中 村, 车 届满 足 (2-24) 式 且 
NN 一 %, 则 (1) = 充 的 概率 p 不 小 于 e-*. 
1 
M (1-2p7 a ， 2 ed ve)| | (2-24) 
此 式 的 误差 量 级 为 0( 二 太 ) ,详细 证 明 可 查阅 文献 1. 


定 再 在 本 章 定理 了 所 述 的 约定 下 , 当 导 0) 在 以 pN 为 半径 ,多 "为 中 心 的 
球体 中 时 , 若 型 满足 (1-25) 式 上 且 NN 一 %, 则 (2) = Xi" 的 概 宰 p 不 小 于 e 


Ca 
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i N | 六 Ia(lnN) + lnfs vArn) 
< 2nN|1+ ny 


其 证 明 可 查阅 文献 1. 可 以 看 到 , 当 上 六 足够 大 从 而 使 此 式 方 括 白 中 的 项 接近 于 1 时 ， 
Hopfield 两 络 的 最 大 记忆 容量 接近 于 wz2lnw， 

定理 了 的 结论 还 可 以 用 筋 一 种 方式 表述 :按照 该 定理 所 约定 的 条 件 , 若 给 定 记 
忆 项 的 个 数 夺 , 则 当下 (0) 在 以 pA 为 半径 X'"m 为 中 心 的 球体 中 时 ,天 (1 = 下 的 


概率 p 由 下 式 决定 
p= emp| - rol #20))]. (2-26) 
其 中 函数 0[ .] 由 下 式 给 出 


《2-25) 


这 样 ,可 以 在 理论 上 计算 出 一 条 p 相对 于 党 而 变化 的 曲线 , 当 光 值 较 小 时 p 非常 
接近 于 1, 当当 增 大 并 超过 某 一 值 时 ,p 将 急剧 下 降 ,很 快 趋向 于 0. 当 p<.0 时 ,此 


值 约 为 5, 这 相当 于 = N/2inN. 模 拟 实验 结果 表明 , 当 N > 64 时 ,模拟 结果 与 


理论 分 析 结 果 非 常 一 致 ,定理 8 也 可 以 用 类 似 的 方式 表述 ( 见 文献 1). 
当 Hopfield 网 络 按 异 步 方 式 运行 时 ,其 结果 简 述 如 下 .在 定理 ? 所 约定 的 条 件 


下 ,着 M = (1- 人 Nanw:0sp<( 卫 -人 , 且 0<3<L0<S<cL 则 当 KO) 
在 一 个 以 革 四 为 中 心 且 半 径 等 于 Wo 的 球体 中 时 ,经 过 有 限 次 异步 运行 后 收 雍 到 
Xm) 的 概率 p 非常 接近 于 1( 参 见 交 了 献 [17). 这 说 明 网 络 按 蜡 步 方式 运行 时 ,其 记 
忆 项 的 最 大 存储 容量 也 接近 于 N/A2InN. 

2.6 ”双向 联想 记忆 (BAM) 网 络 


BAM 网 络 也 称 为 异 联 想 记 忆 网 结 ,其 结构 如 图 2-2 所 示 , 其 中 上 排 包含 N 个 
呈 只 只 
ty 


图 2.2 
神 既 元 ,和 溃 神 既 元 输出 构成 一 个 六 维和 攻 量 针 = Cx, x,… ,xw); 下 排 包 合 PP 个 神经 
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元 ,各 输出 构成 一 个 请 维 矢量 了 = (yi,Y2，… ,YP). 革 和 了 的 各 分 量 %、y 只 能 等 于 
1 或 - 1. 网 络 按照 离散 时 间 大 运行 ,其 运算 规则 如 下 
YE+1) = sgn[ XCEW -OO), XCF+1) Be NC), Ek = 0,2,4,.., 
X{k+1) = sgn[ FY(EY WT pp], YkR+ I) = WE) 大 = 1,3,5,.. 
(2-27) 
其 中 sgn[:] 的 定义 见 (2-18) 式 , 信 是 一 个 Nx 上 权 矩 阵 ,8 是 一 个 呈 维 阅 慎 行 拓 量 ， 
片 是 一 个 六 维 阐 值 行 矢 量 . 若 6 和 jp 皆 为 零 矢量 , 则 称 为 齐 次 BAM 网 络 . 
BAM 网 络 的 能 量 函 数 EC() 定义 为 
E(kY = - TCE WCPOE)T + YURIOT + 天 (中 下 
=— YO WORRYT + YOEOT + XCR) ET. (2-28) 
对 于 齐 次 BAM 网络 
E(k) = - KCEY WCFCEY)T = — YO WT™XCEY). (2-29) 
定理 9 车 BAM 从 任意 初始 状态 区 (0)}、Y(0) 出 发 按 (2- 交 ) 式 运行 , 则 必然 有 
AECh) = ECE+1) -FCF) 0,k = 澡 .网 络 经 过 有 限 争 步 运 行 后 必 收 裔 到 能 量 函 
数 的 一 个 局 部 极 小 点 . 
定理 的 证 明 参 见 文献 1, 此 处 从 略 ( 其 中 spgn[ . ] 运算 需 按照 (2- 16) 式 的 规定 ). 
齐 次 BAM 网络 的 双向 联想 记忆 功能 如 下 记述 ; 设 有 村 对 双向 记忆 矢量 (XX'"}， 
Ym = 12 时 ,im) 为 在 维 行 矢量 , Yim 为 PP 维 行 矢量 . 则 可 以 构成 一 个 
齐 次 BAM 网 络 , 其 权 和 矩阵 二 是 各 对 下 .YIm 的 外 积 和 


| 钱 = > (xm)rrtm， 《2-30) 
车 网 络 的 初始 态 X(0) 在 Km) 的 一 个 邻 域内 (例如 以 Xm 为 中 心 ,半径 等 于 pN 的 
汉 明 球 内 ,0 < p < 十 ), 7(0) 为 任意 矢量 , 当 网 络 经 过 有 限 多 步 运行 后 ,其 状态 收 


化 到 生路、 了 (9, 则 称 由 Nm 实现 了 对 tn) 的 联想 .类 似 地 ,也 可 以 实现 中 对 
下 ("的 联想 .虽然 若干 实例 证 实 了 这 种 功能 ( 见 文献 由 ,但 是 记忆 项 的 存储 容量 有 
包 大 仍 基 一 个 符 研究 的 问题 . 
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SOFM 神经 网 络 又 称 为 Kohonen 神经 网 络 , 它 是 一 个 由 个 神经 元 构成 的 二 
维 {平面 ) 阵列 ,如 图 3-1 所 示 . 每 个 神经 元 的 输出 用 jy 表示 ,下 标 i 按 神经 元 在 阵 
列 中 的 位 置 逐 行 逐 列 编 号 .网 络 的 输入 是 入 维 行 矢量 时 = (x1, x2,… ,xw), 素 的 各 
分 量 x 沽 取 实数 值 . 

SOFM 网 络 实 现下 至 了 =《y1,y2，…,Yp) 的 映射 ,对 于 任 一 特定 的 输入 区 ,输出 
Y 的 各 分 重 中 只 有 一 个 分 量 等 于 1, 设 此 分 量 为 为 ,而 其 它 分 量 错 等 于 0,1 称 为 该 
输 人 于 的 标号 .此 映射 功能 的 完成 机 制 如 下 ;网 络 中 每 个 神经 元 芒 此 编导 即 是 其 输 
出 Yi 的 下 标 》 有 一 个 NN 维权 甘 量 W. 二 ( il Mi; ww) ,其 各 分 量 崩 取 实 数值 ; 则 
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图 3-1 
对 于 任 一 ,其 输出 了 的 各 分 量 用 下 式 计算 
1 = “Emm x Wl, 


1 ， zi 二 
i= te: izl. (3-1) 


这 样 ,SOFM 网 绪 可 以 实现 两 类 功能 .第 一 类 ,作为 矢量 基 化 器 (VQ) .这 时 1 表示 中 
心 为 十 的 一 个 了 束 类 区 的 标号 . 若 输入 站 的 标 导 为 1, 表 上 明 XX 与 Wi 的 欧 氏 臣 离 小 于 
和 与 其 他 网 (0i 关中 的 欧 氏 距离 .所 以 1 可 称 为 YQ 标号 . 设 有 于 个 训练 失 量 区 '*， 
m = 1,2,…, 时 ,网 络 通过 对 它们 的 学 习 求 得 各 形 及 相应 的 聚 类 区 击 = 1,2,…， 
P, 每 个 下 属 一 个 素 类 区 . SOFM 网络 通 过 无 监督 的 自 组织 学 习 所 求 得 的 各 你; 应 
满足 下 列 要 求 ， 

(1) 使 得 按 下 式 计算 的 均 方 误差 J 达到 最 小 ， 


了 = > 2 MX- Wl (3-2) 
i=1 ytnien, 
(2) 保持 原来 的 拓扑 特征 ,也 就 是 当 瑟 和 居 呈 两 个 矢量 的 欧 氏 蛛 离 较 小 
时 ,其 映射 标号 在 二 维 阵列 中 处 于 较 近 的 位 置 ;反之 , 则 较 远 . 
(3) 保持 原来 概率 密度 分 布 的 特征 , 即 在 概率 密度 函数 p( 导 ) 值 较 大 的 区 域 中 
分 配 有 较 多 的 神经 元 以 证 在 该 区 域 中 较 密 集 ) :反之 ,神经 元 较 少 ( 王 较 稀 琉 ) .第 
二 类 ,作为 分 类 器 .这 时 指示 天 所属 的 类 别 .SOFM 作为 分 类 器 时 要 求 分 类 错误 率 
达到 最 小 ,这 时 除了 进行 前 述 的 自 组 织 学 习 外 ,还 要 进行 有 监督 的 学 习 , 即 LVYQ-. 下 
面 分 别 介绍 实现 这 两 类 功能 的 SOFM 的 学 习 算法 . 
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3.1 SOFM 用 于 VQ 时 的 自 组 织 学 习 算 法 


3.1.1 自 组 织 学 习 算 法 框架 


在 给 定 训练 集 mm = 1,2,… ,用 ,以 及 网 络 神 经 元 个 数 P 的 前 提 下 ,在 图 
3-2 始 出 的 矩形 或 六 角形 神经 元 阵列 形式 中 选择 一 种 形式 . 热 后 按 行 对 各 神经 元 
予以 编导 i ,每 个 神经 元 的 权 和 打量 浆 于 ( 研 , 和 ("都 是 WY 维 拓 量 ). 

自 组 织 学 习 算 法 程序 如 下 ; 

(1) 对 p 个 权 矢 量 赋 随 机 初 值 邢 (0) ,i = 1,2,…,PP. 

(2) 设置 最 大 选 代 计算 次 歼 K. 

(3) 令 迁 代 计 算 节 拍 大 = 0. 

(4) 按 序 从 训练 集中 取出 一 个 矢量 允 (™Y , 计 算 | 五 (m) - 理 人 全 = 1,2,…， 
5. 求 优胜 编号 所 此 )， 

HK) = argmin | Wk}. 

(5) 在 神经 元 阵列 ( 见 图 3-2) 中 以 开启 为 中 心 划 定 -- 个 邻 域 更 (人 6, 此 部 域 
随 上 的 增 大 而 还 渐 缩 小 ,所 以 将 其 写 虑 上 的 函数 .矩形 形式 的 阵列 中 邻 域 按 正 方形 
扩大 或 缩小 (图 3-2ta) 中 虚线 所 示 为 每 边 包 售 3 个 神经 元 的 正方 形 邻 域 ). 六 角形 
形式 的 阵列 中 邻 域 按 六 边 形 扩大 或 缩小 (图 3-2(b) 中 诬 线 所 示 为 过 长 等 于 各 个 挤 
经 元 的 六 边 形 刍 域 ). 当 上 = 0 时 , 于:() 应 包括 阵列 中 所 有 神经 元 ;上 增 大 时 于 () 
组 慢 帝 小 ; 当 具 = 天 时 更 (0 编 为 只 包含 神经 元 1) 本身. 于 (EE) 可 能 取 的 禾 种 形 
式 将 在 下 面 3.1.2 小 节 中 给 出 . 


0 0 0 0 oo 0O 0 oo 0D 
oO oa oo 0 0 O 0 oo o\o oO 
co oilo of ofo oo ec onao 
O ol o © o 1 o © ov 0 ov o © 
0o 0o oo00 0o oooomo 
0O 0 oo oD oO 0 9 9 0 o 
矩形 形式 六 角形 形式 
图 3-2 
(6) 按 下 烈 公式 计算 新 的 权 矢 量 


WR) FatR)BO i EX WE)], FE Plk); 


W(k+1) = [we E(k), 


(3-3) 
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其 中 mt) > 0 且 随 :的 增 大 而 缩小 , 称 为 步 幅 旺 数 ;P(E,i,k) > 0, 称 为 邻 域 函 数 ， 
其 中 表示 并 让 .这 两 个 函数 可 能 采取 的 形式 将 在 3.1.2 小 节 给 出 . 
(7) Ek < KR? 
车 回答 为 是 ,全 下 = 天 + 1, 转 (4)3 若 回答 为 否 , 计 算 结束 并 输出 计算 结果 : 
WR), 了 = 1,2,.,P. 


3.1.2 自 组 织 学 习 算 法 中 一 些 函 数 和 和 参数 的 选择 


1， (上 )】 的 选择 
矩形 阵列 形式 ;更 (8 为 正方 形 , 其 边 长 的 神经 元 数 为 & = 1,3,5,…. 设 喇 是 
一 个 足够 大 葛 正 奇数 ,使 得 无 论 (0) 取 何 值 时 以 D 为 边 长 的 业 (0) 都 能 覆盖 阵列 
中 所 有 神经 元 . 则 五 (人 的 边 长 4 上 上) 可 按 下 列 规律 变化 
ai) = 万- r， 万 外 二 大 < 
r= 0,24,.",D- 1; 


Fr 十 之 
DK 


r r+2 
25K che Sk, 
r = 0,2,4,.",D-1. 
六 角形 阵列 形式 ; 于,( 上 ) 为 正六 边 形 ,其 边 长 的 神经 汇 数 4 = 1,2,3,…. 设 DD 
是 一 个 使 亚 (0) 能 覆盖 全 阵列 的 足够 大 正 整 数 , 则 边 长 dt) 可 按 下 列 规律 变化 


工 r+l > Dl: 
dk)= DD-r, Dt< Dt rf 二 各 ,1 之 ， ,及 1 ; 


dR} = DD-r, 


或 
d(k)=D ke kek, ra0,l,2,Dl 
三 一 Ir, 25 aq 去 2 » Fy it. 
回 形 邻 域 :各 (8) 还 可 以 为 辑 形 . 如 果 设 各 行 . 各 列 相 分 神经 元 的 虐 离 为 1, 则 
可 让 以 所 二 为 辐 必 , 某 个 半径 mf 让 所 画 出 的 虽 来 定 允 本 5 和. 有关 图 形 邻 城 的 半 
径 mnt) 变化 规律 将 在 下 面 (3) 中 给 出 . 
2， 包 {上 } 为 正方 形 或 正六 边 形 时 8 和 a 函数 的 选择 
BL, ik) = 1. 
of 上) 可 在 下 列 几 种 形 江 中 选择 


atx} 三 ao k ,0 0 安 芭 例 如 站 和 三 0.5), 
a(k) = ao(1 -十 )，D< ao<l， 


atk) = qoe-" 丰 ， Oz<ao<l,y>1. 
此 外 ,al) 可 随 着 正方 形 或 正六 边 形 的 缩小 而 同步 缩小 . 以 正方 形 为 侧 ,al 下 ) 可 


按 下 式 计算 


2 
a(k) = -Br DKesk< pK, 
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r=0,2,4,",D-10<a<l. 
3. (上) 为 图形 域 时 nm 人) .8 和 a 的 选择 
选择 (0) 为 足够 大 值 使 于 (0) 覆盖 全 阵列 ,然后 可 采取 下 列 几 种 函数 形式 ， 


(ly nm = nlO) + [1 ~- rmt)] 各， 
所 
alk) = (1 ~ 二)ao， Oxao<l. 


(2) nCk) = [nm(0)]G- 直 ， 
BUI Ek) EO 1，, 
atk) = aoe- 获 ， l<a<lr>1. 
(3) rtk) 一 nid), . 
pe 有 = ef- [六 + 友 6.6- 二 六 
如 ( < a 天， < 站 0 世 1,， 
其 中 di 是 神经 元 1) 和 神经 元 ; 之 间 前 苗 离 . 
4. 神经 元 数 PP 训练 样本 数 好 和 重 代 计算 次 数 的 选择 
P 越 大 , 则 VQ 精度 越 高 (y 越 小 ) ,而 存 财 及 计算 量 赵 大 ,在 实用 中 一 般 根 据 J 
的 要 求 确 定 P. 上 时 应 比 P 大 很 多 和信, 以 保证 每 个 聚 类 区 有 足 各 宪 个 训练 样本 
中 ( 醒 如 ,每 个 聚 类 区 平均 有 30 ~ 100 个 样本, 即 六 = 30P ~ 100P).K 应 比 W 大 
若干 悦 ( 例 如 ,于 = 20M) ,以 保证 在 选 代 计 算 中 充分 利用 每 一 个 样本 . 
5. 初 值 设置 
学 习 算 法 最 终 得 到 的 均 方 误差 J((3-2) 式 ) 与 初 值 关 系 其 大 .有 很 才 好 的 初 值 
设置 方法 ,可 查阅 文献 2. 也 可 以 设置 多 组 初 值 ,从 不 同 的 迭代 计算 绪 果 中 选 一 个 
最 好 的 . 
6. 再 学 习 
在 自 组 织 学 习 结 束 后 进行 一 轮 再 学 习 还 能 使 了 降低 .学 如 仍 按 3.1.1 节 框架 进 
行 , 只 是 权 调 整 计 算 公 式 ((3-3) 式 ) 中 的 西 (《 邻 域 国 数 ) 只 和 包括 i(E) 本 身 一 个 
神经 元 ,CL i,K) = 1,alk) = wml em 取 其 小 住 ,例如 em = 0.001). 此 外 , 选 代 次 
数 天 可 选 为 一 个 足够 大 的 数 ( 例 如 角 = 10000). 


3.2 SOFM 用 于 模式 识别 时 的 学 习 算 法 (LYQ) 


设 输入 矢量 王 分 别 属于 0 种 类 别 , 则 可 以 用 一 个 具有 P 个 神经 元 的 SOFM 网 
络 对 每 一 个 输入 的 X 进行 分 类 ,P > 0. 当 P = 0 时 ,网 络 中 每 个 神经 元 表示 一 种 
类 别 , 神 经 元 的 编号 即 作 为 类 别 标 号 ; 当 某 个 特定 著 输 入 时 ,着 y= 1 县 = 0 
天 4; 则 判定 下 属于 第 ! 类 . 当 P > 8 时 ,一 种 类 别 可 以 由 几 个 神经 元 表示 ,这 些 神 
经 元 中 任何 一 个 输出 为 1 都 指示 属于 同一 类 别 . P 的 加 大 可 以 改善 分 类 效果 , 却 
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加 大 了 存 铺 量 和 计算 量 . 为 简化 起 见 , 下 文 只 讨论 P = © 的 情况 . 

SOFM 网 络 用 于 模式 识别 时 其 学 习 过 程 分 成 两 个 阶段 . 设 训 练 集 为 (Xi™， 
9) = 1,2,……; 币 ,其 中 下 下 为 (加 所 属 的 类 别 标 号 , 习 为 训练 集 的 容量 .第 一 
阶段 只 用 1 中 1m = 1,2,…, 贡 ,对 网 络 进行 训练 ,采取 3.1.1 节 所 述 的 自 组 织 学 
习 算 法 .学 习 结 束 时 每 一 个 神经 元 周围 形成 一 个 聚 类 区 ,每 个 聚 类 区 中 包含 的 训练 
矢量 "可 能 具有 不 同 标 导 【" ,以 一 致 标号 最 多 者 作为 相应 神经 元 的 类 别 标 
号 .第 二 阶段 用 (外 中 中) ,下 = 2, 机 ,对 网 络 进行 训练 ,这 时 采用 有 监督 的 
学 习 算 法 .对 较 简单 的 分 类 问题 可 以 用 学 习 矢 量 量化 (LYQ) 算法 ,对 于 较 复杂 的 分 
类 问题 (例如 各 类 别 所 属 互 在 值 域 中 交 迭 较 严 重 的 情况 ), 则 应 该 采用 LYQ2 学 习 
算法 . 


3.2.1 LVO 工法 
以 第 一 阶段 学 习 得 到 的 权 帮 量 必 为 第 二 阶段 学 习 的 初 值 于 (0) ,i = 1,2,…， 
P. 按 离散 时 序 上 := 0,1,2,… 从 训练 集中 取 输 人 所 量 X(k) ,其 正确 类 别 为 人 C8}( 即 
训练 集中 规定 类 别 ) . 设 网 络 按 (3-1) 式 运行 ,判断 区 (4) 的 类 别 为 (到, 则 可 按 下 
式 由 WW( 上 5) 求 WG +1)， 
WE) tak) ER) WR i = RE UAE) = Hh), 
W(k+ 1) = (ww -alR)XCE) 一 WR), j= 六) BUCKE) gy Tk), 
本.C)， i IE), 
(3-4) 
其 中 a(t) 可 以 取 3.1.2 节 .中 给 出 的 几 种 形式 ,内 是 ae 应 选 较 小 值 (例如 mo = 
0.05). 最 大选 代 计算 次 数 为 ,站 应 选 为 足够 大 的 数值 (例如 ,大 = 10). 


3.2.2 LVQ2 算法 

仍 以 第 一 阶段 学 习 结 果 作 为 第 二 阶段 学 习 初 始 权 矢 基 ,并 且 按 时 序 & 进行 送 
代 计 算 . 设 广 时刻 从 训练 集中 取出 (5) 送 入 网 络 , 其 正确 类 别 为 以上 ). 设 网 络 判 
断 XC) 的 类 别 是 纪 训 (第 一 优胜 者 ) ,而 第 二 优胜 者 为 Y(k), 即 有 

| CR) Wk) < CE We ll < | XCEY- Wl , 
i HR),i se Yk), 

再 设 有 一 个 (大) 的 值 域 DCE) ,DLE) 按 下 州 不 等 式 定 疼 ; 

车 于 (#) - 二 (Wi + Wp) 去 dd; 则 是 (ER) 毛 DC 和 ,其 中 4 是 一 个 小 正 
数 . 当 Xft) ED(E) 时 , 它 与 刺 cn 的 欧 氏 肛 离 近似 于 它 与 Wei) 的 欧 氏 距离 .这 时 
各 环 可 按 下 式 进行 选 代 计算 . 
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Wk), i = HK) CE) = Tk), 
Wk) + ef 了 (一 WOEY!, 


i = Y(&) BL YCE) = TE), KCK) E DOE), 
WE) — ok){ XO) — WR)!, 


i= LR) YR) = HR), XCE) €E DE), 

WW.( 上 ,所 有 其 他 情况 ， 
其 中 al) 仍 可 按 3.2.1 节 LYQ 算 法 中 所 述 的 原则 选择 . 这 一 算法 的 特点 是 ,只 有 
当 第 一 优胜 者 错误 而 第 二 优 驻 者 正确 且 X(&) 位 于 此 二 者 分 界面 附近 时 才 对 权 拓 
量 进行 调整 ,而 其 他 情况 一 概 不 予 调整 .实验 结果 表明 ,对 于 许多 复杂 的 分 类 问题， 
这 种 算法 优 于 模式 识别 中 常用 的 理想 贝 叶 斯 分 类 器 或 KNN 分 类 器 (参见 文献 2)， 
因此 有 较 高 的 实用 价值 . 


3.2.3 ”修正 的 LVOQO2 算法 


在 其 他 前 提 与 3.2.2 节 所 述 LYO2 算法 相同 的 条 件 下 , 设 HE) 和 YY() 分 别 为 
第 一 优胜 神经 元 和 第 二 优胜 神经 元 的 标号 , 则 可 按 下 列 公 式 进行 各 权 冬 量 的 迭代 
计算 
(DD) 车 28) = 姓 且 ， 
Wk) + oRE)IXCE) 一 WED, = Hk), 
WAAR) -代用 一 Wk) ,EE = YCE), 


Wk+1) = (3-5) 


W(kF+1)= Et XO) Wy 
- | XC Win | ls #, 
W{E), 所 有 其 他 情况 ， 
(3-6) 
其 中 8 是 一 个 小 正 数 . 
(2) 车 Yk) = ORCE) # NE), 
WR) + of) — WOE)), 1 = yk), 
W.(k), i YOR), i Ck). 
{3-7) 
(3) 若 YE) RE), IE) #2 TE), 
WK) + a(R) NECE) — WR)}, i = Rk), 
Wk D) = (wn. | i 2 I). (3.8) 


此 式 中 的 (#8) 仍 可 按 3.2.1 节 的 LYO 算法 进行 ,修正 LVQ2 算法 较 LYQ2 算法 简 
单 , 二 者 所 实现 的 网 络 性 能 相 接近 . 


ie 
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引 育 


人 类 是 依靠 概念 进行 逐 辑 思维 的 ,通常 希望 能 通过 概念 去 刻画 事物 的 本 质 属 
性 ,而 将 该 类 事物 的 全 体 清 楚 地 界定 出 来 ,也 就 是 希望 能 通过 概念 的 内 涵 而 请 楚 地 
痛 定 其 外 延 . 经 典 集 会 论 在 这 方面 取得 了 巨大 的 成 功 ,现代 数学 的 各 个 分 支 无 一 不 
十 建立 在 经 典 集合 论 的 基础 上 的 . 然而 .现实 生活 妃 至 科 掌 技术 领 堪 中 有 大 量 的 
事物 是 难以 通过 精确 她 刻画 其 内 涵 而 界定 其 外 延 的 .男方 面 ,对 于 复 如 的 太 系 
统 而 言 ,精确 性 与 复杂 度 往 往 形 成 尖锐 的 矛盾 ,为 了 将 其 复杂 度 降 低 到 可 以 实际 操 
作 的 范围 之 内 ,就 不 得 不 怕 牧 一 些 精确 性 . 茶 子 这 种 情况 ,美国 加 州 大 学 贝克 莱 分 
校 著名 的 控制 论 专 家 扎 德 (L.A.Zadeh) 教 授 于 1965 年 提出 了 模糊 集 的 概念 中 ,用 以 
表示 界限 不 明确 的 那 类 事物 . 模糊 集 概念 一 经 提出 ,立即 受到 科学 技术 界 的 广泛 
关注 .30 多 年 来 ,基于 模 精 集 概念 的 理论 学 科 与 应 用 学 科 纷 纷 建立 ,并 得 到 了 迅速 
的 发 展 ,其 中 模糊 系统 方法 在 工业 领域 的 成 功 应 用 尤其 令 人 瞩目 . 

从 纯 数 学 的 角度 看 ,一 个 模糊 集 是 从 一 个 普通 集 到 [0,1] 的 映射 ,是 王 土 特 
征 函 数 概念 的 推广 ,自然 也 就 是 二 的 子 集 概念 的 推广 . 把 这 种 推广 用 于 数学 的 各 
个 分 支 就 可 得 到 相应 的 模糊 数学 的 各 个 分 支 . 由 于 仅 取 0 与 1 两 个 值 的 特征 函数 
被 连续 取 值 于 [0,1] 的 模糊 集 所 取 民 ,所 以 模糊 数学 的 各 分 支 一 般 都 比 相应 的 原 数 
学 分 支 揽 杂 , 且 针对 这 种 较 复 杂 的 情 祝 许多 新 的 方法 被 提出 ,然而 更 为 重要 的 是 
模糊 集 概念 被 得 到 应 用 ,特别 是 在 模糊 控制 土 得 到 应 用 . 这 时 与 其 说 十 模糊 集 方 
法 ,不 如 说 是 模糊 集 思 想 取得 了 普遍 的 成 功 .本籍 仅 介绍 模糊 数学 的 一 些 理论 分 
支 , 以 及 模糊 集 理论 的 应 用 . 由 于 篇 申 所 限 , 在 介绍 模 怖 数学 的 某 个 分 支 (如 模糊 
代数 .模糊 拓扑 等 ) 时 是 假定 了 读者 熟悉 与 该 分 支 相应 的 经 典 数学 分 支 的 .同时 仪 
限于 给 出 能 反映 该 分 支 的 基本 思想 的 理论 框 柠 . 


1 模糊 集 与 映射 


1.1 寞 捕 集 及 其 运算 


1.1.1 模糊 全 
按照 康 托 尔 CC.Cantor) 集 论 的 观点 ,给 定 一 个 性 质 就 可 得 出 一 个 集 4, 它 由 
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一 切 具 有 性 质 P 的 对 象 x 组 成 .这 时 4 可 写作 4 = 1x:x 具有 性 质 吓 1.4 是 性 质 P 
的 外 延 ,性 质 PP 是 4 的 内 涵 , 所 以 康 托 尔 集 论 是 以 承认 事物 的 内 涵 可 以 清楚 地 确 
定 其 外 延 为 前 提 的 . 通常 把 考虑 的 对 象 眼 制 在 某 个 集 区 之 内 ,把 集 互 称 为 论 域 , 然 
后 利用 性 质 P 去 刻画 出 XX 的 子 集 来 .这 个 子 集 可 以 写作 

对 = 1x 所 到 ;x 具有 性 质 Pl. 【1-1) 
比如 , 取 为 实数 集 及 ,性 质 P 为 “平方 小 于 六 , 则 了 刻画 出 RR 的 一 个 子 集 ,4 = 
Ix 和 及 :xz < 9 =(-3,3), 这 时 对 于 论 域 及 中 的 每 个 ,x 是 否 属于 4 是 完全 清楚 
的 ,从 而 4 可 上 以 用 一 个 定义 在 集 了 上 且 取 1 与 0 两 个 值 的 函数 来 表示 .车 用 A: 一 
i0,1| 表示 这 个 函数 , 则 有 

1 tx 人 EE dA), 


A(x) = I (x 一 

这 个 函数 叫做 的 子 集 4 的 特征 函数 . 

然而 有 许多 事物 其 内 涵 以 及 相应 的 外 延 是 不 清楚 的 . 比如 ,用 六 表示 全 体 中 国 
人 构成 的 集 , 性 质 P 为" 年轻" , 则 (1-1) 式 中 的 4 是 不 清楚 的 ,因为 "年轻" 的 含义 
是 不 清楚 的 .当然 ,可 以 把 手 质 P 具体 化 ,比如 ,规定 年 龄 在 18 网 到 各 风 之 间 为 年 
轻 ,这 样 (1-1) 式 中 的 4 就 是 明确 的 了 .和 担 这 又 与 估 们 心目 中 “年 轻 ” 的 含义 不 尽 相 
同 ,因为 把 一 个 41 岁 的 健壮 的 人 与 一 个 39 内 的 体弱多病 的 人 人 相 比 较 , 人 们 会 认为 
前 者 更 年 轻 一 些 . 可见“ 年 轻 ” 这 个 性 质 是 不 能 刻画 一 个 明确 的 集合 的 .如果 把 性 
质 PP 定 为 “ 足 智 儿 谋 ”, 旭 (1-1) 式 中 的 4 就 更 加 不 清楚 ,事实 上 人 们 进行 思维 时 除 
了 用 到 内 闻 与 外 延 都 清楚 的 概念 以 外 ,更 大量 运用 的 有 是 内 酒 与 外 延 都 不 清楚 的 概 
念 .网 时 不 只 是 在 日 常生 活 中 ,在 科学 技术 领域 中 世 经 常 要 和 种 这 种 不 清楚 的 概念 所 
措 述 的 事物 打交道 .比如 ,要 制造 一 种 改行 速度 快 . 灵 活 且 不 易 被 栈 方 雷达 发 现 的 
侦察 机 就 涉及 “ 快 "“ 灵 活 ” 和" 不易 被 发 现 ” 这些 不 清楚 的 性 质 , 由 这 类 概念 所 描 
述 的 事物 是 难以 用 经 典 的 康 托 尔 集 来 表示 的 . 许 儿 学 者 对 此 早 有 看 法, 1965 年 美国 
加 州 大 学 贝克 莱 分 校 著名 的 控制 论 专家 扎 德 教授 首次 正式 提出 了 模糊 集 的 概念 ， 
用 以 表示 上 述 种 种 界限 不 清 的 事物 . 

定 尽 1 说 工 是 非 空 集 , 互 的 模糊 子 集 4 是 一 个 函数 4: 习 一 [0,1].VscET， 
称 4tx) 为 x 对 4 的 隶属 度 , 称 式 为 4 的 论 域 .这 时 也 说 ,4 是 论 士 X 上 的 模糊 集 ， 
简称 为 下 集 , 称 supp4 = jxEG Ts4(s) >0| 为 4 的 承 集 .《 上 模糊 集 的 全 体 记 作 
.天 (在)， 


{1-2) 


例 1 年 轻 人 的 全 体 可 以 峙 一 
个 模糊 集 4 来 表示 . 如 图 1-1 所 示 ， 
用 栅 轴 上 的 - - 段 让 表示 不 同年 龄 的 
人 .用 纵 轴 上 的 [0,1] 表示 素 属 诬 . 
如 果 一 个 人 x 的 年 龄 为 和 0 岁 , 由 图 
看 出 ,x 对 4 的 隶属 度 为 
ACx) = 1, 
那么 zx 是 名 副 其 实 的 年 轻 人 .如 果 一 
个 人 了 的 年 龄 为 3 岁 , 由 图 看 出 ， 
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AlyY) = 0.5， 
那么 7 只 在 0.5 的 程度 上 算是 年 轻 人 .如 果 =z 是 一 个 5 岩 购 儿童 , 则 也 不 在 通常 所 
说 的 年 轻 人 之 列 , 由 图 看 出 ,z 是 年 轻 人 的 隶属 度 为 0.3, 这里“ 年轻” 的 内 泣 是 不 清 
晰 的 ,相应 地 其 外 延 也 就 不 清晰 ,但 一 个 给 岁 的 老人 人 绾 不 是 年 轻信 ,他 相应 于 4 的 
隶属 度 等 于 0. 
图 1- 1 中 则 厂 4 从 和 岁 开 始 下 降 , 从 18 岁 入 前 也 开始 下 降 . 这 两 个 年 轻 界 限 本 
基 不 可 改变 的 .不 同 的 人 可 能 采取 不 同 的 界 女 .局 时 ,下 降 前 曲线 也 不 必 取 为 直线 ， 
也 可 取 为 二 次 曲线 ,万 圣 对 数 或 指数 曲线 等 . 可见 模 糊 集 在 来 源 上 有 不 确定 性 . 
当 上 映射 4 只 取 1 与 0 两 个 值 时 ,A 就 是 XX 的 某 子 集 的 特征 函数 , 仍 用 4 记 这 个 
子 集 , 草 可 得 {1-2} 式 .可 见 , 模 糊 集 是 康 托 尔 集 概 念 的 扩充 .为 与 模糊 集 相 区 别 ,以 
下 把 经 典 的 康 托 尔 集 称 为 分 明 集 .不 加 定语 " 权 糊 ”的 集 均 指 分 明 集 . 
定安 2 设 本 ELE), 即 4 是 论 域 KY 上 的 模糊 集 ,x ET EE (0,1]. 设 映射 
0,1] 为 
aL) = tb y 2 2 《1-3) 
称 为 为 芒 上 的 模糊 点 ,简称 为 和 点 .六 叫 驻 的 高 ,* 叫 冯 的 重点 . 当 ACx) 时 ， 
称 | 属于 4 , 记 作 Ty 和 上 4， 
显然 ,模糊 点 就 是 承 集 沟 单 元 素 集 的 模糊 集 . 


1.1.2 模糊 全 的 运算 


因为 了 上 的 模糊 集 4 实际 上 是 从 于 到 [0,11 的 函数 ,所 以 模糊 集 之 间 的 序 关 系 
和 运算 就 是 相应 的 函数 间 的 序 关 系 和 运算 . 
定 兴 3 设 和 ,月 后 PUN),YiE ,A TT). 
l* 称 4 包含 于 B, 记 必 有 A < B, 若 4 与 #8 作为 函数 满足 4 < B, 即 YYxE XA(x) 
世 B(x) ,这 时 也 说 8 包 售 4. 
> 14i1 的 并 记 作 Y 生 , 交 记 作 从 克 ,分别 定义 为 
(YVAN) = sup Ait %), 
(MADLx) = in x) (x EE EX), 
FP 设 A EE [0,1]. 用 4 表示 [4] A 4, 这 里 [43] 是 在 XX 上 取 常 值 4 的 函数 ， 
下 A =-1-4 叫 4 的 伪 补 , 定 交 为 
A'(x) = 1 -A(x) (人 下)， 
因为 [0,1] 是 完全 分 配 格 , 所 以 FX) = [0,11* 按 上述 包 合 序 ( 即 乘 秘 序 ) 构 
成 一 完全 分 配 格 , 且 有 最 大 元 [11 与 最 小 元 10] . 它们 也 分 别 简写 为 1 与 0, 或 三 与 
他 ,或 1r 与 0 天 车) 上 还 有 一 个 造 库 对 侣 对 应 ”“” , 即 
4 去 且 当 且 仅 当 让 过 本， 
(CA) = A, (1-4) 
因为 从 道 序 对 合 对 应 的 存在 可 推 得 德 . 摩 报 (De Morgan) 对 侦 律 ,所 以 下 述 命题 成 
立 : 
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命题 1 .CX) 是 具有 逆序 对 人 台 对 应 的 完全 分 配 格 . 设 
则 德 - 摩根 对 偶 律 成 立 , 即 


(VAY = Ad', 
| 人 下 (1-5) 


《 A 一 VA.'. 
ii iE4 
注 1 许多 文献 中 用 4 ,8 等 表示 模糊 集 , 或 者 把 模糊 集 与 表示 它 的 函数 分 
开 ,再 引 和 所谓 隶 属 函 数 # 市 等 .在 论 域 工 是 有 限 集 ; XN] x a ,或 无 限 集 
的 情形 , 宝 有 用 


Ha (x) pd (x2) Ha (Nm) A (i 
4 0 
或 
Ha (Cx) 
4= | = dx (1-7) 


来 表示 模糊 集 者 .为 简明 计 , 这 里 不 采用 这 些 记 法 ， 
1.1.3 模糊 集 的 分 解 


XY 上 仅 到 两 个 值 0 与 的 模糊 集 是 简单 的 ,其 图 重 如 图 ]-2 所 示 . 碟 上 的 任何 一 
个 模糊 集 都 可 用 这 种 简单 模糊 集 的 并 来 表示 . 为 此 先 引 入 一 个 定义 . 

定 迷 4 设 4E F(X),r EE [0,1], 则 

PP 了 称 4A, = ix 毛 下 :A(tx) > ?| 为 4 的 r 扒 集 . 

Z 称 A 二 tx 所 :A(xL) > r| 为 4 的 r 强 截 集 ， 

显然 ,4 的 承 集 就 是 4 的 0 强 截 集 Ai0). 

r 截 集 与 r+ 强 截 集 都 是 的 分 明了 于 靠 . 由 于 对 疼 
的 分 明子 僻 和 它 的 特征 函数 不 十 加 以 区 别 , 因 此 ,Xx 
的 分 明子 集 也 可 看 做 是 了 上 的 模糊 舍 . 它 们 是 区 上 仅 


图 17 取 0 与 1 两 个 值 的 简单 模糊 集 . 
推论 1 设 4 是 简单 模糊 案 ,r [0,1], 刚 r4 = [rl A 4 自然 仍 是 简单 模糊 
集 ， 
定理 1 (全 设 十 扰 2 如 是 有 理 数 集 , 则 
eM Tr io eV An = ,ep on 


有 证 区 国 1 
1.1,4 模糊 集 的 模糊 性 度量 


模糊 集 是 将 特征 函数 的 取 值 从 1 与 0 开拓 到 10,1] 而 得 的 .如 时分 别 把 1 与 0 作 
为 “是 " 与 “ 非 ”的 标准 ,由 与 1 或 0 比较 接近 的 数 就 具有 比较 清楚 的 是 或 非 的 性 质 ， 
或 者 说 它们 的 模 烤 性 比较 小 .相反 地 ,远离 0 与 1 的 数 模糊 性 就 大 一 些 ,其 中 模糊 性 
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eh ie 


图 1-3 


最 大 者 当 属 值 为 172 的 了 .由 此 有 如 下 定妆 ， 
定 兴 5 设 映射 4;.F(XA) 一 [0,1] 满足 条 件 : 
1 dd4)》 = 0, 当 且 仅 当 4 短 肖 1 人, 即 4 为 改 的 分 明子 集 ， 


2 4(x) 恒 等 于 > 时 44) = 1， 
3 妆 巡 zx xj4oD- 工 < | B(x) -村 | 时 aa dt B), 


则 称 了 为, 产 ( 下 ) 上 的 模糊 度 ,或 称 dA) 为 4 的 机 糊 度 . 
由 上 述 条 人 媳 多 立即 得 出 dh》= adtA), 因 为 容易 让 明 


, 1 1 
4 -十 | - 4 -二 | 
对 于 一 切 x € 工 都 成 立 . 
例 2 设计 是 有 限 集 ,六 = 1x1,x2,'… ;xs1, 令 


H(A}=- ;> ACx)InACr) + A (mina4 (xi ， (1-8) 


易 验 证 开 .FX 一 [0,1]j 满足 定 尖 5 的 各 条 性 ,所 以 FF 是 模 精 座 , 称 为 申 农 (C.E. 
Shannon) 的 模糊 精 . 
例 3 设 互 = zx 全 


Ki{A) = 25> EACx) - Alo( ri) 1, (1-9) 
这 里 412 是 4 的 广 截 集 ,Ki:.2XX) 一 [0,1] 满 足 定义 5 的 各 条 件 ,所 以 Ki 是 模 由 
度 , 称 为 模糊 指标 .再 今 
EA) = 2 (Da) -ao 说 
一 A 1 i LE 3 


则 Kk 也 是 模糊 度 . 
由 以 上 各 例 可 知 ,满足 定义 5 的 模糊 度 可 以 是 名 种 多 样 的 . 


i.1.5 模糊 集 间 的 距离 与 贴近 度 
上 的 模糊 集 就 是 从 五 到 [0,1] 的 函数 ,所 以 凡是 关 度量 果 数 间距 离 的 方法 
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都 可 以 用 来 度 呈 模糊 集 之 间 的 距离 .但 描述 模糊 集 之 间接 近 程 度 的 方法 不 痕 于 上 且 
离 方 法 ,还 有 贴近 度 方法 . 

定义 6 设 时 :F(X) x F(X) 一 [0,+ 加 ] 满足 

1 当天 = 二 时 ， 


MAB) = (D1AGm)- Bo) “， (1-10) 
7 当 = [a,b] 时 ， 
8 Lp 
NtA,B) = (J | Atx} - Bilx) Irdx) ， {1-11) 


则 MM, 是 多 (TY) 上 的 距离 , 称 为 闵可夫 斯 基 {H.Minkowski) 距离 . 

例 4 在 (1-10) 式 与 (1-11) 式 中 令 p = 1, 所 得 距离 称 为 汉 明 [及 .机 .Hamming) 
距 亢 ; 令 P = 2, 所 得 上 距离 就 是 通常 的 欧 几 里 德 1Euclidean) 距 高 .还 可 将 闵可夫 斯 基 
距离 加 以 改造 ,使 距离 的 值 不 超出 [0,1] 的 范围 . 令 


MA B) = (LO as)- Bs) 四“ (1-12) 
或 
1 
M' ,tA,B) = (天 一 | | Atx) - B(x) Lzd) , (1-13) 


所 得 距离 的 值 就 不 超出 [0,1] , 称 为 相对 闵 可 去 斯 基 距 离 . 
定 必 7 了 设 忆 :五 一 [0,1] 洪 足 


ie 当时 wi) = 1， 
[| 


2 当下 = [a,b] 时 ,| wr)dx = 1, 


则 称 。 为 权 函 数 .定义 村 :F(X) x FX) > [0,1] 如 下 : 
I? 当 芭 一 | 时 ， 


MA B) = Dwlx) | A(w) ~ Bri) 1 {1-14) 
# 
pd 当下 = [a;#j] 时 ， 
Ma AB) = | ls) 14() - BOs) 1dx， (1-15) 


则 村, 是 实 ( 让 上 的 距离 , 称 鸭 加 权 汉 明 距 离 . 
定义 8 设 ( 刁 ,p) 为 度量 空间 ,4 与 互 是 五 的 非 空 子 集 . 令 
pi CA,B) = suplp(x, B):x € Al = sup{ inf p(X, 7) :x € 4}， (1-16) 


pn{A,B) = maxt pi (A,B) ,pn (BB,A)|, 
则 pn 为 名 (CE) - 避 上 的 盆 曙 离 , 即 以 下 条 件 成 立 ， 
1 当 4 = BNH,on(A4,8) = 0, 
Ppntd,B) = pnt B,AY, 
PopntA,C) a pgtA, B} + pont B, 0). 


1 模 灶 集 与 映射 ， 809 ， 
称 on 为 :>{ 革 ) - 避 上 的 豪 斯 多 去 (Hausdorff) 伪 距 离 ,其 中 :2X) 表示 天 的 一 切 子 
集 构 成 的 集 ,局 是 空 集 ， 

注意 , 当 pn(4,8) = 0 计 , 未 必 有 4 = 8, 但 可 证 4 8 的 闭 包 相等 ,例如 , 当 
五 为 实 直线 时 , 令 A = (a,b),B= [eb pntdA,B) = 0, 但 4 x 8. 

定 灾 9 令 

因 " (YY = 14E (YY):4 是 从 工 到 0,]] 上 的 满 射 |， 
设 A,BE 下 , 念 
ptA,B) 三 supl ont ty, B } :A 它 [DO,1] |， 《1-17) 
则 由 4 ,号 为 满 射 可 知 ,出 与 及 总 是 非 空 的 ,从 而 pn( 坑 , 咏 ) 存 在 .0 为 六 "(XX)} 上 
的 伪 上 距离 , 称 为 天“ (8 ) 上 的 带 斯 多 
去 伪 距 离 . 

例 5 设 邢 = RA,B Ee 
2) ,4 在 区 间 [L0,1] 上 联 值 1, 在 
[1 ,2 上 是 斜率 为 - 1 的 线段 ,在 其 他 
处 值 为 零 ; 有 在 [1.2] 与 [2,3] 上 分 别 
是 各 率 为 1 和 - 1 的 线段 ,在 其 他 处 值 


为 零 ({ 见 图 1-5) .这 时 图 1-5 
A = [02-4],， EE=[1l+A,3- 4], 
所 以 4 与 及 间 的 衷 斯 霓 去 仿 虑 离 为 


pn(A,B) = maxl opB (A B), oi (CB A! = marit+a il = 1+4. 
而 4 与 召 间 的 训 斯 当 夫 伪 距 敲 为 
pf4, 有) = supl ont di, BAE 10.1 1 = 2. 

定 光 得 ” 设 上 映射 入 :说 x 问 一 [0,1j, 若 

NA,A) = 1, 

NA,B) = N(B,A), 

PY XA) - Ctx) I A(x) - B(x | 时, 

NOCA,C) < NUA,B), 

则 称 上 为 ,多 (YY 上 的 贴近 度 . 

定名 11 车 分 别 在 夏 = ix 与 天 = [a,5] 的 情形 ,有 


Nalh,B) = 1 十 > ACs) -80 1 
| 
与 
1 上 
NA(A,B) =1- sa). | A(x) - B(x) Ldx, 
则 Nr 是 贴近 度 , 称 为 注 阴 贴近 度 . 
若 


1 n es 
Ne(h,8) = 1- F524) so 着 
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战 


Ne(4,8) = 1- 天 -一 (ao -sd 
4B) 1 Fal, 


则 Ne 为 贴近 唐 , 称 为 欧 几 里 德 { 简 称 欧 氏 ) 贴近 度 . 

在 定义 11 中 贴近 度 都 是 用 1 减 去 某 个 距离 函数 而 得 到 的 .一 般 来 说 , 设 p 是 
.#1 计 ) 上 的 取 值 不 超出 [0,1] 的 伪 距 离 , 则 1- so 就 是 贴近 度 , 这 里 假定 两 个 模糊 集 
4 与 8 是 孙 数 ,它们 越 接 近 ,p(4A,8) 就 越 小 . 

例 6 贴近 度 与 模糊 讼 有 某 种 联系 . 设 d 是 .FLX) 上 的 模糊 度 , 则 由 

NCOA.B)Y = dA B) 
确定 的 映射 NWN;.F(X) x .F(X) 一 [0,1] 就 是 六 (X) 上 的 贴近 度 . 这 里 A 合 B8 EE 
.F(X) ,其 定义 为 


(A Bj(z) = (1 +1 A(x) -BID (xE RN. (1.19) 


比如 , 取 和 模糊 度 4 为 (1-9) 式 中 的 KK,, 注 意 (4 所 8)(x) > 二 恒 戌 立 ,从 而 (4 日 
史上 恒 等 于 1, 则 易 验证 由 d( 4 合 8) 确定 的 贴近 度 就 是 汉 明 贴近 度 . 


1.1.6 不 同 论 域 上 的 衬 精 上 集 的 来 积 


不 同 论 域 上 的 模糊 集 之 间 可 以 相 磁 . 
定 尽 1 ” 设 读 是非 空 分 明 集 (i € 中 ,= I [x 是 各 读 的 冬 积 . 设 
4 EE IE) {it€ 站， 
则 各 4 的 乘积 4 = | |4 是 XX 上 的 模糊 集 , 定 义 为 
ET 
由) = infl d(xw):i EH, 
这 里 * 捷 记 , 其 第 j 个 坐标 等 于 xx， 
机 7 设立 =Y= [O01],AE .PIBE .FY), 
Atx)}= x tx X), 
Bl(yy=1-Yy (y € ?), 
则 AxBE BUR Y), 
tAx Bx,sy) = REL- y) (Cx) EE Xx 1, 


1.2 扩张 原理 与 序 同 态 


i.2.1 扩张 原理 


xX 与 了 的 分 明子 集 的 概念 已 经 分 别 扩充 为 X 与 了 的 模糊 子 集 概念 , 集 X 到 集 7 
的 映射 产 包 一 了 就 也 应 扩充 为 从 .9( 8 到 .2 7 的 映射 地 扎 德 提出 的 如 下 定义 . 
定义 13 (扩张 原理 ) 设 f;:X 一 了 是 映射 , 则 得 一 映射 了 .921X) PUY).Y4 


1 模糊 集 与 映射 ，811 、， 


E FUN, FA) 和 FCOY) ,定义 为 
FCANY) = sup[ ACxY:F(x) = yl (y€ 的 ， {1-19) 
这 里 约定 [0,1] 的 空子 集 的 上 确 界 为 零 ,/ 有 一 道上 映射 广 :ZU 一 .XD).YBE. 祈 
(站 ， 六 (2) EE 人 各, 定 尺 为 
_ 广 (5)Cs) = BUAx)). (1.20) 
称 了 为 由 /诱导 出 的 扎 德 型 函数 . 
为 简便 计 ,经 常 了 与 广 ! 仍 分 别 用 /与 产 : 表示 ， 
定理 2 没 疡 2 人 一 玖 让 是 由 疡 YY-> 按 扩张 原理 所 得 的 扎 德 型 函数 ， 
六 (7Y) 一 .F(X) 是 其 道 映射 , 则 | 
AA 之 B, 当 且 仅 当 有 4 让 1B); 
AYA) = YA 
FB = (FB)), 
YB) = YA (BI (AB) = A (8B): 
PB) = Vt4 E FUR:AA) < Bl|, 
a) = AlBE FAGI 8)), 


FB =A AE TDIAN) BP); 

As A),B = FH); 

PA = MAD TAB) = 8B). 

由 定理 2 可 看 出 ,六 .217) 一 .ZUX) 有 较 好 的 性 质 , 即 广 : 保 并 , 保 交 ,还 保 均 
补 , 而 .FT 一. 实 (Y) 只 人 保 并 ,不 保 交 ,也 不 保全 补 . 

命题 2 设 fTX) 一 .21 站 是 由 f: 一 了 诱导 出 的 扎 德 型 函数 , 广 ? .ZTT) 
一 .FLX) 是 它 的 道 , 则 

1 YAE LO FAaAD) = [al, F(A] = [4]); 

TAA) = A Ad); 

PAB) = Ar 
其 中 [X41] 表示 六 上 或 YY 上 取 常 值 * 的 模糊 集 . 

扒 论 2 4) = YF) = hn) 


= ooh) = oN A). (1-21) 
1 | 
站 (a) = ,Mu (BB.) = Vy (Hey) 
= coo CB) = ,oo Pe). (1-22) 
1.2.2 序 同 态 


定理 2 中 列 出 了 扎 德 型 函数 及 其 道 的 一 系列 性 质 , 但 是 肥 这 来 具有 这 些 性 质 
的 映射 并 不 … 定 是 扎 德 型 函数 ,前 面 已 经 说 过 .F(X) 与 .次 了 ) 作为 单位 区 间 的 梯 
积 都 是 具有 道 序 对 合 对 应 的 完全 分 配 格 . 可 以 把 扎 德 型 汕 歼 推广 为 这 种 格 之 间 的 
映射 . 
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定 久 下 ” 设 上 是 具有 道 序 对 合 对 应 ( 伪 补 ) 的 分 子 格 , 即 完备 的 完全 分 配 格 ， 
则 称 上 为 模糊 格 ,简称 Fuzz. 

定 尺 15 设 f; 上 一 上 5 是 映射 ,这 里 上 5 与 5 都 是 模糊 格 .如 果 

PACY Ei) = YA ei), 

PF ) = CAF))Y, 
其 中 广 !; 一 荆 的 定义 为 

FT) = aE Lfiaaxst 

则 称 了 为 从 工 到 忆 的 序 同 态 ， 

由 定理 2 看 出 , 扎 德 型 函数 是 序 同 态 . 

定理 > 给 出 的 扎 德 映射 的 那些 性 质 者 是 序 同 态 所 具有 的 , 即 下 面 的 定理 3 成 
立 ， 

定理 3 设 f:;L -> [是 序 同 态 ,这 里 上 与 ;都 是 模糊 格 , 刚 

Ae) < $b, 当 有 仅 当 a 让 (4); 

ff 保 并 , 产 ' 保 并 , 保 交 , 保 伪 补 ，; 

» fla)=AlbE asf!(s)), 

Fb =Ala€E Lh:fa) eb |; 
Fas fb FB), 
FF fa) = fa), 
A (8) = f(b), 

即 F=f A = 
语 同 态 不 必 为 扎 德 型 函数 ， ,关于 序 同 态 成 为 扎 德 型 后 站 的 充 要 条 件 可 参看 有 基文 
献 山 . 


1.3 工 模糊 储 


1.3.1 上 模糊 集 


碟 上 的 模糊 集 4 是 一 个 函数 4: 一 [0,11. 设 x EX, 则 A(x) 表 示 x 对 于 4A 的 
隶属 度 , 它 是 区 间 [0,1] 中 的 一 个 实数 ,所 以 隶 遇 度 是 清晰 的 且 彼 此 之 间 是 可 以 比 
较 大 小 的 .但 在 某 些 场合 会 涉及 隶属 诬 不 很 清晰 和 彼此 不 可 比较 的 捕 形 ,这 时 可 将 
区 间 [0,1] 推广 为 模糊 格 而 引信 更 广 的 模糊 集 概念 ， 

定义 5 ”设计 是 非 空 集 ,上 是 一 个 模糊 格 , 则 称 从 七 到 上 的 映射 4: 天 一 工 为 
和 上 的 工 模糊 集 ,简称 为 LF 集 , 其 全 体 记 作 .入 ( 庆 或 六 

当 上 = [0,1] 时 , 工 模糊 集 就 成 为 模糊 集 . 

可 以 证 明 若 干 模 糊 格 的 乘积 仍 为 模糊 格 , 而 .分 (X) 是 1 和 1 个 三 的 乘积 ,所 以 
有 如 下 命题 . 


TD Wang G .Order homomormphisms on fuzzes. Fuzzy Sets and Systems, 1984012).281 ~ 288 


1 模糊 集 与 观 射 * BI3: 


命题 3 设 上 是 模糊 格 , 则 5 也 是 模糊 格 . 
像 模糊 集 一 样 , 工 模 糊 集 之 同 的 并 、 交 和 擅 补 运算 就 是 拒 它 们 看 做 映射 时 最 
上 下 痪 界 和 多 补 的 运算 .同时 可 对 工 模 幅 集 定义 截 集 与 乘积 . 
定 必 好 设 A,BE ,ViE LUE, 
pp 称 4 包 人 育 于 呈 , 记 作 4 三 及, 若 VxE 4) 和 B(x) ,这 时 也 说 BB 包含 4， 
pa (¥ ANU) = sup A x) ,CA As) Cx) = ipf Ai( x) ,x 它 尘 . 
jd = [4] A ,其 中 [4] 是 在 区 上 取 常 值 % 的 上 模糊 集 ,A E 工 . 
A A A 的 伪 补 . 
和 称 A. = tx EE XA(x) 2 7 为 4 的 r 截 集 ,rE€ 上 4. 
AxBEBEx Vx) E Xx XAx B(x,y) = Atx} A Bey). 
对 工 模 糊 集 而 言 ,有 下 述 的 定理 ,定义 . 
定理 4 设 A4E€ 5, 则 
A=¥V| rre Lt, (1-23) 
设 r 拒 工 .一 般 r zaupisE Ls < rl, 所 所 (1-23) 式 中 的 r 截 集 4, 不 能 改 为 
r 强 截 集 . 
设 f: 基 一 了 是 映射 , 则 了 可 机 定义 12 一 样 诱导 出 两 个 映射 来 . 
定 尽 起 设 f;X 一 了 是 映射 , 则 了 诱导 一 个 眉 射 1;, 一 yAE ,FA) 
声 ,定义 为 
ANF) = supl A(x) :F(x) = yl ,yyETY. 
称 此 映射 为 工 型 扎 德 映 射 , 其 道上 映射 广 :: 己 一 已 , 定 立 为 
ABYx) = BACxY)Y (x EE X), 
其 中 BE 
可 以 证 明了 虐 型 扎 德 另 数 也 是 序 局 态 ,从 而 定理 2 中 的 那些 性 质 对 £5 中 的 4 与 
# 以 及 下 中 的 吾 与 品 也 成 立 . 


1.3.2 区间 慎 捞 糊 集 


所 请 区 间 慎 模糊 集 是 一 种 特 珠 的 模糊 集 .下 面 先 介绍 区 间 值 模 精 集 的 原始 
定义 及 其 运算 ,然后 论证 它 实际 上 是 一 种 工 模糊 集 . 
定 光 如 设 上 = 半 [ap 过 和 近 二 过 全 .规定 
te ta,tl 区 [ec ,dj, 当 旦 人 长 当 e se 日 di 
Vab)] = EVe, Yhl], 
这 认证 
人 ei bi] = [ Ae, Sa]: 
[a,b) = [hb',a']. 
称 | 为 区 间 慎 撕 ， 
定义 加 设计 是 非 空 集 , 则 从 庆 到 /的 映射 1: 一 :1 称 为 区 间 信 模糊 集 . 区间 
信 模 集 之 同 的 序 以 受 并 、 交 、 擅 补 运 算 均 按 定 义 立 的 形式 根据 定义 19 而 逐 点 定 


”可 以 证 明 ， 区 丫 值 模糊 集 就 是 对 于 适当 选取 的 模 类 格 /而 言 的 工 模 策 集 ,事实 
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|.[0.1 是 一 个 模糊 格 , 令 

L= {x,y) EE LO,tl:x 7!, 
{0,1) Pi]l,1) (xy) Cy ,x ). (1-24) 
即 规定 上 中 的 序 与 [0,1]* 中 的 序 相同 ,但 规定 (x， 
! Y= 《YY ,x ) ,由 工 成 为 一 个 模糊 格 , 其 中 的 序 、 
' 并 、 交 以 及 伪 补 运算 均 与 定义 19 相 胸 合 .因此 , 令 开 


中 的 点 {x,Y) 与 工 中 的 著 区 间 [ zx,y] 相对 应 , 则 得 
一 了 与 了 之 间 的 同 构 . 把 同 构 的 对 象 不 加 区 别 时 ,有 
如 下 定理 . 
”|! 定理 5 区 间 值 模糊 集 就 是 L 模糊 集 ,这 里 的 
O00 RR ”二 由 (1.24) 趟 确定 ， 
图 1.6 工 的 图 像 如 图 1-5 所 示 . 工 的 最 大 元 为 P(1.1)， 
最 小 元 为 原点 000,00). 点 (x.Y) 总 其 伪 补 (x,Y)” = 
{YY ;x') 关于 正方 形 ORPO 的 另 一 条 对 角 线 0R 对 称 ， 


1.3,3 直觉 主义 模糊 集 


1984 年 保加利亚 的 阿 骨 纳 索 夫 (Alanassov) 引 人 人 了 所谓 直觉 主义 模糊 集 
fintuitionistiec fuzzy sets) 的 概念 如 下 : 
定义 2 设 半 是 非 空 集 , 称 
A = |x pt x) PCYJ2Y EK {1-25) 
为 禄 上 的 直觉 主义 模糊 集 , 其 中 ja: 下 一 [0,1] 与 二: 天 一 10,1] 分 别 表 示 x 对 于 
4 的 隶属 度 和 非 隶 属 度 ,满足 条 件 : 
Oa ptr) + tx) sl (xxE 有)， {1-26) 
可 以 证 明 ,直觉 主 尺 模糊 集 就 是 对 于 适当 选取 的 模糊 格 上 而 言 的 工 模 类 集 . 事 
实 上 ,[0, 与 [0,1]" 都 是 模 精 格 ,这 里 [0,1]2 表示 把 [0,1j 中 的 序 颠 倒 过 来 所 得 
的 模糊 格 .那么 由 模糊 格 的 乘积 为 模糊 格 可 知 ,[0,1] x [0, 日 ” 是 一 个 模糊 格 . 令 
L = (xy) E [IO] x [O01 :xy+y se 1}. (1-27) 
规定 上 中 的 序 与 [0,1] x [0,1j” 中 的 序 相 同 , 即 
{x,y) atuv) 《 当 且 仅 当 * 过 uAsr sa»). (1-28) 
但 规定 0 
【xy = (Cy,%). (1-20) 
则 上 成 为 一 个 模糊 格 , 其 中 的 序 、 并 、 交 以 及 伪 补 运算 均 
与 阿 地 纳 索 夫 给 出 的 操 啊 合 . 
注意 (1-25) 式 无 非 是 把 自 变量 x 与 * 所 对 应 的 函数 
值 (yalx) ,wtx)) 写 在 了 一 起 ,并 另 用 4” 表示 这 个 消 数 
的 一 种 复杂 记 法 而 已 .简单 地 说 ,(1-235) 式 确定 了 一 个 从 


X 到 上 的 映射 ,这 里 二 由 (1-27) 式 确定 ,所 以 有 如 下 定 0(C 可 Pll.01 


理 . 
定理 6 直觉 主义 模糊 集 就 是 工 模 精 集 ,这 里 上 由 
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(1-27) 式 与 {1-29) 式 确 定 . 

二 的 图 像 如 图 1-7 所 示 . 上 的 最 太 元 为 PU 站) ,最 小 元 1 
海 000,1) .点 Cry 及 其 伪 社 (xy) = {y,x) 关于 正方 形 
OPRO 的 另 一 条 对 前 线 OR 对 称 . 


1.3.4 本 昏 模糊 全 


定 兴 和 妇 设 半 是 非 空 集 , 则 称 从 讲 到 .FL[0,1]) 的 映 
射 4: 一 .TE0,1]) 为 芋 上 的 工 型 模糊 集 . | 
显然 上 = .六 [0,1) 是 一 个 模糊 格 ,所 以 有 如 下 定理 . 
定理 7 上 型 模 捕 集 就 是 模糊 集 ,这 里 工 = 区 ([0， 图 1-8 
1]). 
鞋 的 图 像 如 图 1-8 所 示 ,这 时 工 的 一 个 点 由 图 1-8 所 到 的 -一 条 曲线 C 表示 ， 


1.4 “ 论 域 上 出 有 结构 的 模糊 人 


1.4.1 论 域 上 的 站 抽 


虽然 在 模糊 集 的 定义 中 并 不 要 求 在 论 域 XY 上 带 有 结 网 ,但 在 实用 上 往往 通 到 
在 上 带 有 序 结 构 或 代数 结 桔 或 拓扑 结构 的 情形 . 

定 必 好 设 天 为 向 量 空间 ,4 是 上 的 模糊 集 , 若 对 :于 霸 中 和 任 二 点 * 与 y, 以 及 
[0,1] 中 的 性 一 实数 1， 

Atix + Cl — BY) se ACX) A ACY) (1-0)} 

恒 成 立 , 则 称 4 为 X 上 的 凹 模 鞭 凉 . 

特别 当 X 是 实 直 线 或 区 间 时 ,由 (1-30) 式 表明 ,4 在 人 一 区 间 中 的 值 不 小 于 它 
在 区 间 两 端的 值 的 较 小 者 ,由 此 可 知 凡 单调 函数 都 是 凸 的 (如 图 1-9 所 示 , 后 两 图 
为 单调 函数 ) 


1 1 1 


于 看 


图 1-9 
定 光 加 设 (T,2) 是 拓扑 空间 ,4 是 世上 的 模糊 集 ., 若 对 于 每 个 r 科 [0,1] ,4 
的 了 强 截 集 4 都 是 ( 工 , 客 ) 中 的 开 集 , 则 称 4 为 (多 ) 上 的 下 半 连 续 函 数 . 
容易 验证 : 
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ltX 与 必 是 下 半 连 续 函 数 ， 
?车 4 与 8B 是 下 半 连 综 函 数 , 则 4 A 8 也 是 下 半 连 续 消 数 . 
者 YiE 4,A 是 下 半 连 续 明 数 , 则 YA 也 是 下 半 连 续 函 数 ， 


定义 站 设 X 是 半 群 ， 4 是 六 的 模 精子 集 ， 如 果 对 于 * 的 任 二 元 x 与 y, 恒 有 


ACx :yy) sw ACKX) A ACY) {1-31) 
成 立 , 则 称 4 为 * 的 模糊 子 半 群 . 
1.4.2 衬 糊 数 
模糊 数 是 实数 概 意 的 推广 .模糊 数 的 定义 不 很 统一 ,下 面 采 取 与 文献 [1 中 的 
定义 等 价 的 定义 ， 


定 炙 26 设 4 是 了 上 的 模糊 集 , 如 果 

1* 4 是 正规 模糊 集 , 即 4 于 论 域 中 某 点 处 的 
值 等 于 1， 

PA 是 RR 上 的 凸 模糊 集 ， 

?YYre [ni ,4 的 r 截 集 4, 是 有 界 闭 区 间 ， 

于 suppA 为 有 界 区 间 ， 

则 称 4 为 模糊 数 , 阐 称 为 F 数 . 

注 2 {1) 也 有 的 著作 称 尺 上 满足 以 上 两 个 

条 件 卫 与 裕 或 了 与 了 的 模糊 集 为 模糊 数 ,如 文献 
图 1-10 [2] .[3] 等 . 

{2) 定义 6 中 所 说 的 闭 区 间 可 以 是 赔 化 的 , 即 可 以 是 左右 负 点 重合 的 由 一 个 
点 组 成 的 闭 区 间 . 所 以 对 于 任 一 实数 a ,a 的 特征 函数 是 模糊 数 . 

(3} 可 以 证 明 模 糊 数 的 构造 如 图 1-10 所 示 . 设 此 模糊 数 为 4, 则 4 在 闭 区 间 
[a,8] 上 的 值 等 于 1( 可 能 a = 中 ,在 区 间 [e,e] 上 递增 {不 减 ) 且 右 连续 ,在 区 间 
[5,d] 上 道 减 (不 增 ) 且 堪 连续 . 4 的 恰 集 aupp4d 为 区 间 ( 开 或 闭 或 半 开 半 闭 ) ,此 图 
中 suppA = Ce, d). 

定义 27 设 * 是 R 上 的 二 元 运算 , 则 * 可 扩张 成 R 上 模糊 集 的 运算 . 设 4， 
BE FR RMA% BE F(R), 定 头 为 


(A*# Bs) = ~ LACx) A BY}]. (1-32) 
特别 当 4 , 8 为 模糊 数 时 ,可 按 (1-32) " 式 定 义 它们 的 和 与 积 : 

【4 + B)(z) = aAtx ) A BCy)], 《1 -好 ) 

(4. B)(s) = Y [ala) A Btr)], 【1-34) 


及 设 天 为 任 一 实数 , 则 规 证 痊 关 尖 .0 时 ， ffz) = dx) 当 上 = 0 时 ,局 = 
0. 

广 3 (1) 对 于 模糊 数 而 言 , 还 可 根据 们 - 间 ) 式 引 入 减法 与 除法 运算 ,但 它们 
并 不 是 加 法 与 莱 法 的 逆 运 算 , 即 (4 - 8) + BB 不 必 等 于 A4,(A + 8) x 8B 也 未 必 等 于 
4( 参 看 文献 [3]). 

{2) 可 以 证 明 ; 当 4 与 BB 为 模糊 数 时 , 训 + ,44 晴 以 及 问 也 为 模 和 精 数 (参看 文 
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献 [3)). 
(3) KA + B) = BA + kB, EEA) = (kh)A, 有 Sh 0,k m0 时 ,Ck + 
7) = 4 + 如 4 人 参看 文献 [1]). 
模糊 数 的 运算 和 和 它 的 截 集 闭 区 间 的 运算 紧密 相关 , 闭 区 间 的 运算 有 如 下 定义 、 
定 惠 ， 
定义 8 设 [a,8j],[e,d] 是 闭 区 间 , 上 基 实 数 , 则 
[abj+[le,dl= [a+ec,b+ dl. 
[a,bl:[e,d] = [a,Bl, 
其 中 a = mind ac, oad, be, bd!, 
月 = maxlac, oad, be, bdl. 
3 当 0 时 ,tla,8] = [ia,BB]; 当 EE < OW, Ka,8] = [tw, kal. 
定理 8 没 4,B 为 模糊 数 , 为 实数 , 则 4 + 2,4:B 与 为 模糊 数 , 量 YrE 
[0,1]. 
PA B).= A,+ 8£., 
P(A: HB), = A.: BB, 
¥ (RA), = KA. 
例 3 设 模糊 数 4 的 表达 式 为 
x-1l (sx= 2) 
4 = 3 (2 < xe 3), (1-35) 
0 tx< 1 或 x > 3). 
则 
{A + A(2) = ~ LA{x) A A(Y)] = VLACx) A A{z ~ x)]. 
按 上 式 求 4 +4 的 表达 式 较 繁 ， 方便 的 办 法 是 利用 定理 8. 由 4 的 隶属 硝 数 (1-35) 
式 可 知 ,YrE (0,1]，, 
= [1l+r,3— rj. 
所 以 
(4+a) = + = [2 +2r,6 -2r]. 
令 z= 2+2r, 得 7 = 子 ~1 令 6-2r = z 得 r = 3 - 了 .注意 (4 + 4)o = 
(2,6),(4 + 4) = [4,4] ,使 得 出 4 + 4 的 隶属 数 为 
六 -1 (2 和 +4)， 
3 三 (4 < ze 60), (1-36) 
2 
0 fsz <2 或 z >» 5), 


顺便 指出 ,如果 利用 定 鲁 8 求 24 . 则 可 得 出 (1-36) 式 同 样 的 表达 式 , 所 以 A+ 4 
= 24, 


(A 二 A)(s) = 
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2 车 干 理论 分 支 


2.1 模 精 测度 与 模糊 积分 


定 凡 1 设 X 是 非 空 集 ,. 有 C220(X). 车 六 EE .上 且 . 必 对 补 运算 和 可 数 并 运算 
封闭 , 则 称 . 避 为 xX 上 的 o 代数. 

显 见 这 时 必 去 , 避 , 且 由 对 侦 律 可 知 ,. 避 对 可 数 交 运 算 过 闭 . 特别 是 , 当 4,8B 属 
于 .4 时 ,4UB5,4D 门 号 与 4 - 旦 均 属 于 .如 , ,这 时 称 ( 了 ,. 略为 可 测 空 间 ， 


2.1.1 模糊 测度 与 可 测 沁 数 


关于 和 模糊 测度 与 模糊 积分 ,看 在 若干 不 同 的 理论 ,本 篇 介绍 的 是 被 普遍 接受 的 
一 种 。 
定义 2 设 (到 为 可 测 宝 间 , 训 :有 一 [0,1] 是 映射 ,如果 天 (六 ) = 0, a 并) 
二 1, 当 A,BE.RBBACSBH, 
CA) a xB), 
以 及 当 4 三 4 和 和 寺 ， 
limp( 4) = plU A,), 


当 4 卫 4, 二 … 时 ， limp( 4) = pA A), 
刚 称 py 为 ( 革 ,. 动 上 的 模糊 测度 ,简称 为 测度 ， 称 CX,. 必 ,点 ) 为 模糊 测度 空间 , 简 
称 为 下 测度 空间 . 
注意 ,在 模糊 测度 的 定义 中 并 没有 任何 模糊 集 出 现 ,这 里 只 是 把 通常 测度 定义 
中 的 可 加 性 弱化 为 单调 性 而 已 
定 尺 3 设 上 是 (XX,. 友 上 的 模糊 测度 , -1 < A < m. 益 当 4, 呈 所 .如 且 4 
门 号 = 个 时 ， 
atlAL BY = pA + ptB) 十 生性 于) {2-1) 
则 称 产 为 和 可 加 测度 .这 时 也 常 把 jy 写 为 名 .人 2-1) 式 也 9 呆 惟 广 为 4 与 8 交 非 空 的 
情形 ,这 时 有 
| (J BB} = A AAD) (2-_2) 
注意 ,由 Ai) = 0 可 知 ,(2-1) 式 是 (2-2) 式 中 4 人 门 B= 他 时 的 特殊 情形 . 
易 证 ,对 A 可 可 的 模糊 测度 jy 而 言 ， 


ed] 
EX- A) = Ti A) (2-3) 


定义 4 《XX ,上 的 模糊 测度 ww 称 为 自 连续 的 , 若 YA 马 . 必 ,以 及 对 于 一 切 满 
星 p(BB) 一 0 的 序列 1B,| Cc . 夫 恒 有 
AU BB) pA), nl4 - Br) > tA). (2-4) 
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设 (X ,9 是 可 测 空间 , 产 革 一 [0,1] 是 映射 .如果 yi 二 1o,， 
和 下 :Fr > 和 
则 称 了 为 (了 ,0 上 的 可 测 函 数 . 

定 兴 和 设 太 与 An = 1,2,…) 都 是 (上 的 可 测 国 数 ,4 EE .发 , 如 果 存 在 
EE.B 人 使 (Fy = 0 有 是 VYxEA- Ef(x) fr}, 则 称 i! 在 4 上 凡 乎 钼 处 收 
效 于 上 

如 果 Ye ss OnixE A 1x) -了 x) 1> el 一 0. 则 称 | 所 | 在 A 上 依 油 度 gn 
收 钱 于 /. 

定理 1 设 / 与 An = 1,2,…) 都 是 (XX,. 才 上 的 加 测 哨 数 ,jpe 是 (X,. 苔 上 的 
模糊 测度 ,4 EE . 冯 出 

1 当 fKi 在 4 上 几乎 处 处 收 化 于 f 时 ,1 在 4 上 依 测 度 g 收 襄 于 

> 设 p 基 自 连续 的 , 则 当 1 有 | 在 4 上 依 测 度 jp 收 底 于 /时 ,| 户 | 有 子 列 在 4 上 
几乎 处 林 收 伍 于 jf; 

了 设 训 是 自 连续 的 ,上 且 1| 在 4 上 几乎 处 处 收 襄 于 f, 则 Ye > 0, 存 在 EE .， 
A(E) < el 在 4- 所 上 一 致 收 伍 于 六 


2.1.2 模糊 积分 
定义 6 设 (多 p) 是 模糊 测度 室 间 ,f: XX 一 [0,11] 是 可 测 画 数 ,4 去 ,从 念 
| mv = supt inf f(x) A utd Ei), (2.5) 


称 | 7(z)d 为 /在 4 上 的 模 鞭 积分 ,简称 为 P 1 


积分 . 

模糊 积分 的 几何 解释 如 图 2-1 所 示 . 由 
图 可 见 ,如果 在 .如 中 选取 位 于 了 的 图 像 顶峰 
下 面 的 很 小 的 可 调集 , 则 可 使 inf 所 x) 很 高 
(大), 但 这 时 rd 门 5) 却 很 小 ,从 而 括号 内 
( inffl x) 六 关门 五) 四 的 值 很 小 ,而 /在 4 上 9 
的 模糊 积分 正 是 一 切 可 能 的 这 种 揪 号 内 的 值 
的 上 确 界 . 

定理 2 设 (T,. 避 ,rm) 是 模糊 测度 空间 ， 


:一 [0,1j 是 可 测 隔 元 ,4 E ,多 则 在 4 上 图 2-1 
的 模糊 积分 可 未 示 次 
| fin = gup [a A (AN LN, (2-6) 
十 e 尼 | 全] 


其 中 天 表示 /作为 模 精 集 看 待 时 的 a 截 集 . 

(2-6) 式 的 几何 意义 如 图 2-2 所 示 . 由 图 可 见 ,a 越 大 , 则 请 趟 小 ,从而 播 号 内 
Ca 入 yt4 门 大) 的 值 也 越 小 ,而 了 在 4 上 的 模糊 积分 小 是 -- 切 可 能 的 这 种 插 导 内 
的 什 的 上 确 界 ,特别 当 积分 区 域 4 是 整个 空间 工时 ,/ 的 模糊 积分 秆 等 于 内 接 于 /的 
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图 像 的 正方 形 的 边 长 . 

注 1 如果 把 (2-6) 式 中 括号 里 的 交 运 算 
A 改 为 乘积 运算 , 则 得 所 谓 的 六 积分 概念 .在 
积分 区 域 4 等 于 二 时 ,j 的 六 积分 的 值 等 于 的 
医 像 下 方 的 最 大 类 形 的 面积 . 

定理 3 模糊 积分 具有 以 下 性 质 : 

1 两 种 单调 性 , 即 


当 / < 5 时 ,av < jeaui 
当 4 芯 8 时 ,| Ad < | far. 


x | oan = eAnA) (cel[0,1)); 


| a AAdn=AA | mr 
了 设 可 测 隙 数列 和! 单调 (41 为 递增 或 递 碱 函数 列 ) 收 北 于 f, 别 
如 | fee = | par 
人 设 模糊 测度 py 是 次 可 加 的 , 即 条 件 


FAC(AU BY a ptA) + utB) 
成 立 , 且 可 测 函 数列 | 大 | 收 化 于, 则 


四 | ran = | far 
关于 工 模 类 测度 与 上 模糊 积分 的 进一步 知识 可 参看 文献 [4]. 


2.2 上 模糊 代数 


2.2.1 工 模 糊 关系 


定义 7 设 上 是 完备 格 ,T; 瞩 一 工 是 上 上 的 二 元 运算 ,如 果 丁 是 交换 的 ,结合 
的 和 单调 的 , 即 当 x,y,z EE 上 时 ,T(x,y) = TYy ws) TITCxz yy = T(x, Ty, 
xz)) 和 当 二 过 7 时 ,TOx,z) 二 了 yz) 成 立 , 则 分 别 当 了 (1z) = x 或 Ti0,x) = 
成 立时 , 称 7 为 三 衣 杰 或 余 三 角 模 . 余 三 角 模 也 常 被 称 为 5 模 , 并 拟 5 记 之 .而 三 角 
横 也 简称 为 了 模 . 
便 1 设 工 = [0,1. 定 习 
4 (b= 1), 
Tola,b)} = | (a = 1), 
0 (其 他 ); 
Ta = oh ob; 
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Tito,b) 三 ab, 


oo 
Pa 人 = TH a 0) 
Ta = (a+ b-1) Yo0. 
以 上 5 个 函数 是 了 模 ， 
地 (bh = 0),， 
Sola,b) -| 【aa = 人 站)， 
1 (其 他 ). 
定义 
Sota,b) = a b, 
Sita,b) =#+b- oh, 


Sa, b) 一 全 十 全， 


加 (Ga 由 ) 一 改写 二 由 十. 
以 上 5 个 羡 数 是 5 模 , 且 
Te 二 
可 以 证 明 , fo 与 了 0 分 别 是 最 大 与 最 小 的 了 模 ,S 与 Yo 分 别 是 最 小 与 最 大 的 5 模 . 

定妆 8 设 世 与 了 是非 空 集 , 民 是 模糊 格 , 员 所 EY", 即 中 是 x 了 上 的 工 模 

硼 集 , 则 称 RR 为 从 大 到 了 的 上 模糊 关系 ,简称 为 LF 关系 .这 时 设 
RICy, xr) = Rx,y) (yr) EE Vx 用) 
册 R-! 是 从 了 到 于 的 二 模糊 关系 , 称 为 丸 的 逆 关 系 . 

设 0E€ YRE DY2. 定 义 QO* RE LY* 如 下 : 

(Oo R(x, 2) = ,YY) A RY,2) tx,7)E Ex 2. (2-7) 
称 0。R 为 0 与 的 复合 关系 ,简称 复合 ， 

{2-7) 式 中 的 Otx,7Y) A Riy,z) 她 可 用 更 广 泛 的 了 模 表 达 为 TOOC%,Y)， 
Riy, #5)) ,或 葡 写 为 0(x,Y) TR(Y,z) .这 样 就 得 到 更 一 般 的 了 复合 关系 ,并 把 这 种 
复合 运算 记 为 07. 为 简明 计 ,本 篇 不 讨论 这 种 一 般 的 复合 关系 ,但 读者 不 难 在 以 下 
的 讨论 中 把 两 个 上 模糊 集 的 交 运 算 换 成 了 模 运 算 { 或 有 有 可 适当 的 条 忻 ) ,而 得 出 更 
一 般 的 结论 来 . 

命题 1 设 0OE DT RRE LED,SE CT, 则 

le fg。R)-L = Rt 0-, 

PO RS= 0°.{R° 5), 

PO RCO RAEL, 

中 站。 (YB) = VY.(0° B&), 

Ey (YR) “= 时 (局 *3)， 

考虑 形 如 

0:R=5, QE FREDDIE, SE DYE {2-8) 
的 等 式 .如 果 晶 与 8 基 已 扼 的 ,在 下 < 中 求 只 恒 (2-8) 式 成 立 , 则 称 (2-8) 式 为 关于 
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RR 的 上 模糊 关系 方程 ,满足 (2-8) 式 的 情 叫 (2-8) 式 的 解 .自然 是 也 可 处 于 和 揽 合 运算 
中 第 一 个 因子 的 位 置 ,但 由 (只 。 1 = 9-1。 请 -1 可知, 这 种 情况 可 以 转化 为 形 如 
(2-8) 式 的 关系 方程 .以 下 用 .党 记 关 系 方程 (2-8) 的 全 部 解 之 集 . 
设 a:[0,1]* 一 [0,1] 全 生生 Ge 蕴涵 算 子 ,也 
< $b), a,b) € [0,1F, 
:= 位 ， 


b ca > 而) 
这 有 时 也 将 gla,4b) 记 为 aa6， 
定义 9 设 0E 201,RE LYN. 定义 QaR € 下" 如下: 
DaR E AQls, yaRty,2). {2-10) 
称 D0aR 为 站 与 只 的 < 复合. 
命题 2 设 0OED RRE ZiE ),S,S;€ LMIE 7), 则 | 
1 (QoR)oS = Cot ReS), 
y RCA(S) -Al Ro), 
4 车 工 模糊 关系 方程 (2- 8) 式 的 解 集 .多 非 空 , 则 
R”= 0-laS ,第 , 且 R* 是 (2-8) 式 的 最 大 解 . 
% 设 RC RI 雪上 声 Re, 则 六 过 . 允 ， 
切 设 YE ,RE 党 , 则 YRE 过 
及 , 当 加 与 $5 给 定时 ,以 .党 * 记 
aR = 4 {2-11} 


(2-9) 


的 全 部 解 之 集 , 则 当 ., 愉 * 非 空 时 ,有 
只。= 0 1。5 是 {2-11) 式 的 最 小 解 . 
下 设 RIUBE BE REGORE 则 RE .Bi!, 
个 设 YiELDRE RB! ; 则 AR € W!. 
以 下 老 虚 六 上 的 工 模 糊 关 系 , 即 从 无 到 其 自身 的 上 和 寞 糊 关 系 . 
定 流 办 设 RRE 00* ,出 分别 当 R-T = 中. 区 过 只 和 届 。 咪 生灵 时 , 称 只 是 
对 称 的 . 目 反 的 和 传递 的 ,这 里 Ey EE x, 定义 为 
1 ( 当 x = yxy EF), 
Extx,y) - ( 当 x #2 yx EX). 
RY RR' 与 RRY Bx 显然 分 别 是 包 售 中 的 最 小 的 对 称 和 自 反 的 关系 ,分 别称 次 民 的 
对 称 闭 包 与 自 反 闭 包 . 以 下 以 . 需 记 无 上 的 全 体 工 横 寡 关系 之 集 . 又 称 互 上 的 对 称 、 
自 反 且 传递 的 上 模糊 关系 为 了 上 的 等 价 上 模糊 关系 ， 
由 命题 1 可 知 ,复合 运算 *。” 是 结合 的 ,所 以 
(R° RI- R= Re(R*. R), 
以 姜 记 此 复 台 的 结果 .一 般 地 ,以 襄 记 = 个 呈 复 合 的 结果 , 它 是 与 括 导 的 位 置 无 关 


的 ,显然 
Re R= Re. 


2 若干 理论 分 支 ' 823 。 


又 , 当 上 R 对 称 时 ,请 也 对 称 , 当 上 R 自 反 时 , 庆 也 自 反 . 

关于 传递 性 ,情况 稍稍 复杂 一 些 , 有 下 面 的 定理 . 

定理 s 设 员 是 工 上 的 工 模糊 关系 ,出 

上 中 是 传递 的 , 当 且 仅 当 Yi EE 上 5, 局 是 XY 上 传递 的 分 明 二 元 美 系 ， 

2 车 忆 是 传递 的 , 则 Rn EE 让 , 瑟 也 是 传递 的 ， 

.入 中 若干 传递 关系 之 交 旺 传递 的 ,又 1 是 . 济 中 坡 大 的 传递 关系 ,从 而 况 
中 有 一 包含 员 的 最 小 传递 关系 , 称 为 只 的 传递 初 包 ， 

由 设 员 是 自 友 的 , 则 只 传递 的 充 要 条 人 忻 为 

R: = R, 

争 届 的 传递 财 包 等 于 a, 

分 民用 XY 上 的 上 模糊 等 价 关系 ， 当 且 仅 当 YE 了 工 , 尼 是 三 王 的 分 明 等 价 闫 系 . 

?存在 包含 RR 的 最 小 等 价 上 模糊 关系 , 称 为 七 的 等 价 闭 包 , 其 结构 是 
YY (R- ) ,这 里 ， 

”= {RY EV (RY EB)!. 

定 欠 i 没 中 是 上 的 等 价 上 模糊 关系 ,yx 万 并 ,定义 半 上 的 上 和 模 糊 集 上 R, 如 

下 : 
RyY) = 中 (xy) (YE NA). 

称 六 为 x 障 集 ; 称 1R,:xz E Xi 为 关于 RR 的 商 集 , 记 作 六 

品 , 实际 上 是 只 在 (xf) 上 的 限制 .因为 吕 是 对 称 的 ,也 可 将 六 定义 演 玉 在 (车 ， 
*) 上 的 限制 . 易 证 ,中 = 名 , 当 旦 仅 当 只 xy7) = 1 有 A 民 = 人 0, 当 且 仅 当 R(x， 
¥) = 0. 

注 竟 : 当 二 与 了 都 基 有 限 集 时 ,从 文 到 了 的 工 模糊 关系 玉 皇 Dx! 可 写作 一 个 

阵 [总 ] ,这 里 
ri 二 R(x Y) i= ,了 j= | ,2.0 ,1m). 

称 [r;] 为 m 行 严 列 的 工 模糊 矩阵 ,或 n x 美工 模糊 矩阵 . 可 见 工 模糊 矩阵 是 二 模糊 
英 系 的 特殊 情况 ， 


2,2.2 上 模糊 子 代 数 

设 4 是 型 的 汉代 数 , YaE rafa) 是 4 上 的 = 儿 运 算 之 集 (可 能 是 空 集 ， 
a = 1,2,…) .又 Q(0) 表示 4 中 特定 常 元 之 集 ,有 = LDL 有， 

定义 1 设 4 是 0 型 流民 数 g EE (= 2 Cn), 定 半 yE 于 
如 下 : 

vtx) = HA pC) :w(x1 sa. ra) = Ya 

(2-12) 

称 A 的 嫩 和 用 积 . 设 Ft 万 ,如 昭 
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Pw Ee NO 时 ,afw) -1, 
2 Sw EE Nn),B rx, rs, ,i 人 4 时 ， 
站 > Ap(n), 


则 称 gz 为 4 的 工 模糊 子 代数 ,简称 为 4 的 LF 于 和 代数 .其 全 体 记 作 L(A4)， 

定理 6 L(A4) 按 L 模糊 集 的 包含 序 构成 一 完备 格 , 量 其 中 求 下 确 界 的 运算 就 
是 中 的 普通 交 运 算 . 丸 14 是 5(A) 中 的 最 大 元 ,所 以 pz E 下 ,4) 中 有 一 包 
含 上 的 最 小 上 模糊 子 代数 , 称 为 由 生成 的 上 模糊 子 代 数 , 记 作 <) ,又 pw EE 上 (4) 
的 充 要 条 件 为 YA E 工 , 内 是 4 的 分 明子 代数 . 

定义 对” 设 4,.5 都 是 品 型 的 泛 代 数 ， 

bp 设 1:4 一 上 是 满 同 态 ,y EE L(A4),y EL(B). 如 果 fig) 5 ; 则 称 了 为 从 pg 


到 ， 的 弱 同 态 ,或 称 4 弱 同 态 于 y, 记 作 x 2v. 如 果 f(x) = y, 则 称 了 为 从 js 到 y 的 


同 态 ,或 称 p 同 态 于 v, 记 作 pv. 
Zz 设 f;4 一 BB 是 同 构 ,yx EE L(A4),v EL(B), 则 分 别 在 fp) & yy 和 fin) = y 


时 , 称 /为 从 rz 到 v 的 红 同 构 或 同 构 ,或 称 p 弱 同 构 或 同 构 于 ,分别 记 作 uc 之 y, 或 
了 


“在 以 上 各 记号 中 ,也 可 以 略 去 ， 
定 流 4 设 中 E 14**, 如 果 下 是 4 上 的 等 价 上 模糊 关系 ,有 目 RE L(A 史 有 4)， 
这 里 地 4 家 示 泛 找 数 4 与 其 自身 的 直 积 代数 , 则 称 RR 为 4 上 的 工 灿 糊 同 余 关系 ， 


简称 为 LF 同 余 关系 . 
定 兴 15 设 4 是 2 型 证 代数 ,总 是 4 上 的 工 模糊 同 余 关 隶 , 按 定 多 11,4 关于 


只 有 一 商 集 生 = | R.:x E X|. 在 此 商 集 上 定义 0 型 运算 如 下 : 


ip Yw GN(0), 令 民 为 入 的 特定 常 元 , 且 生 只 有 这 些 特定 常 元 . 


加 设 炙 [ 守 CR ,rls Xa 仁 .nn 三 1,2,…, 令 
wR RR ) 三 R(X: Nr Te) 


可 证 上 述 元 运算 的 定义 是 合理 的 . 称 带 有 以 上 常 元 与 运算 的 如 型 代数 二 为 4 关 
于 只 的 商 代数 . 设 w E L(4), 定 义 旬 的 上 模糊 子 集 总 如 下 : 
RR) = YA Ry) (x€ 4)， 


其 中 R 是 x 障 集 .可 证 大 L(A/R).A 称 为 关于 的 商 . 

定理 7 设 4,B 为 0 型 泛 代 数 ,p 蕊 L(A),v EE L(B) ,凡是 8 上 的 同 余 关系 ， 
则 

lj 当 A ~ vy 时 ,存在 4 上 的 同 余 关 系 @ 使 作 ~ rR 
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Pad 当 pg = + 时 ,存在 4 上 的 同 余 关系 总 使 


是 


0 


二 


汉 . 
2.2.3 上 机 糊 子 群 


设 C 是 群 ,e 是 其 单位 , 刚 有 是 号 型 代数 ,这 里 2(0) = Vel ,0(1) = 1-1|， 
(2) = | ,nN(n) = Ci(n zz3), 所 以 2.2.2 小 节 中 关于 了 人 异 糊 子 代 数 的 理论 均 适 
用 于 &. 把 定义 12 用 于 6, 可 得 如 下 定义 . 

定义 16 设 @ 是 群 ,e 是 其 单位 ,yp 总 ,如果 

lutey = 1， 

P(r!) (x) (x € €), 

u(xy) ma pO) A p(y) (x EE 0), 

则 称 ”为 刀 的 工 模糊 子 群 ,简称 为 LF 子 群 .其 全 体 记 作 L(G6). 

由 定理 6 知 ,n 是 6 的 上 模糊 子 群 , 当 且 仅 当 yA E ,sw 是 6 的 分 明子 群 . 

命题 3 设 jxELO.YAEL, 令 必 = eVNaAa 则 EE LO), 称 户 为 1 
的 水 平子 群 .r 可 通过 其 1 水 平子 群 而 分 解 , 即 

下 GE) {2- 13》 
其 中 由 CGI) = gegE 如. 当 gjtG) = 上 时 ,由 (2-13) 式 得 
此 = 可 二 本 Ll, 
这 是 一 般 上 模糊 集 的 分 解 定理 . 
定 久 17 设 jELG),#E G5, 定义 vyE 下 为 
xxz) = pl gre!) {x EE 0). (2-14) 
则 易 证 y E L(GO). 设 ,wv 七 L(G), 若 存在 gE 如 使 (2-14) 式 成 立 , 刚 称 训 与 y 为 
6 的 LF 共 罗 子 群 ， 
定 必 起 设 EE ECG), 若 对 于 如 中 任意 二 元 zx 与 y, 均 有 
plxy) = 和) 
则 称 & 为 6 的 正规 工 模 类 子 群 .其 全 体 记 作 NLCG). 

易 证 以 NL(G), 当 且 仅 当 ¥¥ A EL,pa 是 避 的 分 明正 规 子 群 .又 NL(G) 关于 
任意 交 运 算 封闭 , 即 © 的 任意 宪 个 正规 工 模 糊 子 群 的 交 仍 为 6 的 正规 上 模糊 子 群 . 
NL{LG) 甘于 定向 并 运算 也 是 封闭 的 , 即 6 的 一 族 正规 工 模 糊 子 群 车 为 定向 上 模糊 
集 族 , 则 其 并 仍 为 6 的 正规 二 模糊 子 群 . 

定义 雹 设 E (OG), VYx EE 5, 定 文 上 G 的 模糊 子 集 xyx 及 相应 的 乘法 运 
算 如 下 ， 

xt) = px) 《ER)， 
{op ye) = 《Hett = yr {EE 0). 
称 ! au:x E G1 是 以 er 为 单位 的 群 ,叫做 有 关于 下 的 商 群 , 记 作 Gx. 

命题 4 设 #E MCGG), 令 =p = |x 二 Giptx) = ii, 则 zz 是 CC 的 分 

明正 规 子 群 , 且 
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在 女 
FH 
命题 5 设 6,HH 是 群 ,f: 6 一旦 是 满 同 访 ,车 E NLCO), 则 pp) € NL(H); 
设 疡 CE 一 玫 是 同 态 , 若 E LCD, 则 产 '(y) € NL(G)., 
正规 子 群 的 概念 还 可 推广 到 上 的 上 模糊 子 群 之 器 . 
定 兴 加 设 pvEeELCG), 且 jy 志 », 如 果 
Pt se ACF) A px) {ry EE 0), (2-15) 
则 称 pg 为 * 的 正规 子 群 . 
当 y = 必 , 即 ，= le 时 ,(2-1) 式 成 为 
EXE TT) ppt) Bf) A CE 6). 


由 此 得 
Cay) = pp) fx EE GC). 
可 见 定义 加 是 定义 18 的 推广 ， 
2.2.4 工 模 糊 子 环 
工 模 由 子 环 也 是 工 模糊 子 代数 概念 的 特例 . 
定 尽 24 设 只 是 环 ,r 生 .车 
le (0) = 1, 


加 情人 

3 +Y) ACAI A pV ECNY) ACTY A pLY), 
则 称 产 为 如 的 工 模糊 子 环 ,简称 为 LF 子 环 .其 全 体 记 作 LR). 设 pL(R), 若 当 
x:Y 马 民 时 ， 

Fxy) me KY) (pCXY) Bw LL)), 
则 称 jy 为 器 的 工 模糊 左 理想 ( 民 模糊 右 理想 )} .其 全 体 记 作 ICR}CHLCR)). 称 
UR)= IRIN LR) 

中 的 工 模 糊 子 环 . 为 R 的 二 模糊 汉 边 理想 , 莘 称 为 IF 理想 ， 

命题 5 设 EE 下 , 则 是 RR 的 极 太 L 模糊 左 ( 右 , 双边} 理想 , 即 是 
(RY ROCAR}Y RHR} R) 中 的 极 大 元 , 当 且 仅 当 jy 是 R 的 分 明 极 大 左 
( 右 ,次 边 ) 理想 , 且 

r= 站 VIA， 

其 中 是 工 \ 1t1t 中 的 极 大 元 . 

由 此 可 见 , 当 工 \ 11i 中 没有 极 大 元 .比如 , 当 工 = [0,1] 时 ,没有 极 大 上 模糊 
左 ( 右 , 双 按 ) 理想 ,因此 引信 如 下 和 定妆， 

定 久 加 设 i ERCHCR), ECR)), 当 站 是 员 的 分 明 极 大 堪 ( 右 ,双边 ) 
理想 时 , 称 * 为 只 的 广 交 棚 大工 模 精 左 ( 右 ,双边 ) 理想 . 

命题 7 设 只 是 带 单位 的 交换 环 ,w E 下, 则 # 是 尺 的 广 六 极 大 工 模 贿 理想 ， 
当 有 c 仅 当 产 可 表示 为 

n= AIVY fi 

其 中 jp 是 六 的 分 明报 大 理想 , 且 所 工 \ Hi， 
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定 半 加 设 辣 和 中 (有 上 则 做 朗 钓 的 , 若 当 Ap E LHR), 有 HE&=jpYv 时 ， 
有 有 = 产 或 上 = "二 叫 素 的 , 若 当 庆 汪 LE 吕 ) ,有 msE 时 ,总 芝 关 或 5 二 去 . 
这 里 w .的 定 交 是 

(pr) = VY lty) 2 一 | tx R), 

命题 $ 设 呈 是 带 单位 的 交换 环 ,# CR), 则 8 是 尺 的 奴 约 上 模糊 真理 想 ， 
当量 役 当 & 是 肯 的 分 明 既 约 真 理想 , 且 | & 人 RR) 1 = 2, 有 即 # 是 只 取 两 个 值 的 二 槛 糊 
集 . 

命题 9 设 £ 是 尺 的 既 约 上 模糊 理想 , 环 同 态 f:R-> 5 是 满 射 , 则 当 条 件 “ fx) 
= RR 成 立时 ,fi&) 是 5 的 红 约 上 模糊 理想 . 

命题 1 设 &E 瑟 , 则 是 KR 的 上 模糊 素 理 想 , 当 且 仪 当 # 可 写 为 & = &¥ [ec]， 
这 里 e 是 天 中 的 秦 元 , 即 当 ab 和 了 且 a 关 二 二 cr 时 .和 过 c 或 请 过 下 

定 兴 旭 设 j€ ,定义 yp E 如 下 : 

v(x) = Vt ) tx ER}. 


称 Y rz 为 4 的 根 . 
易 证 产 近 YAz .EVA = 
命题 1 设 人 站 v EE LCR), WM € LCR),HE 
r= {fun EeE LHRIH Ine 让 使 je 之 虽 ， 


其 中 
2 


2.2.5 工 模糊 线性 子 空 间 


定 必 站 设 了 是 域 记 上 的 线性 空间 ,wx EE .如 果 
IF 人 0 = 1, 
Pplm+t sy s(x) Apty) {r,s€ Fry EW, 
如 称 x 为 VY 的 二 模糊 线性 子 空间 ,简称 为 LF 于 空间 ,其 全 体 记 作 LCV). 
设 4 是 任 一 代数 ,rz 是 4 的 模糊 子 集 或 分 明子 集 .出 定理 656, 在 在 出 生成 的 
4 的 子 代数 《jx》. 
命题 2 ” 设 VF 是 域 [ 上 的 线性 空间 ,yy E 5, 则 
< suppr2= spp<r>. 
其 中 < jx > 是 由 生成 的 FF 的 上 模糊 线性 子 空间 . 
定 沈 加 设 jg 记 上,x 蕊 入 定 久 yx 汶 
(y) (YY 天 %), 
(pV x)(y) = 攻 (y= 4 
称 py 为 自由 工 模 策 集 ,车 Wx Esupprs < px>tri=0 
命题 要 设 1 4, 则 yp 是 自由 的 , 当 有 目 反 当 supp yi 让 中 线性 无 关 . 
定义 设 &E .若是 自由 的 , 基 < 8 >= /i. 则 称 & 为 jx 的 基 、. 
命题 村 设 ELWD, 则 
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[P 若 gz 只 取 有 限 儿 个 值 , 则 py 有 一 个 基 ， 

> 者 A = 《v7,y 只 取 有 限 多 个 值 , 且 工 是 全 序 集 , 则 j: 有 一 个 基 ， 

了 P 若 了 是 有 限 维 空间 , 旦 也是 全 序 集 , 则 上 有 一 个 基 . 

虫 于 莘 焉 所 限 . 以 上 关于 工 模糊 代数 只 能 作 初 步 的 介绍 .有 兴趣 的 读者 可 参看 
文献 [5]. 


2.3 工 模糊 拓扑 空间 


设 革 是 非 空 集 , 工 是 模糊 格 ,与 工 模糊 代数 不 同 ,在 建立 Y 上 的 ! 模糊 拓扑 空间 
理论 时 ,并 不 要 求 专 上 有 拓扑 结构 .又 在 讨论 工 模糊 测度 司 积 分 以 及 工 模 精 代 数 
时 ,往往 只 要 求 5 的 完备 性 , 连 分 配 柱 都 不 常用 到 .但 在 讨论 工 模糊 拓扑 时 却 一 定 
要 求 上 是 模糊 格 , 即 具有 道 序 对 合 对 应 的 分 子 格 , 这 时 工 是 完全 分 配 的 ,从 而 上 有 
一 特殊 的 子 集 好 ,0 所 且 , 表 中 的 元 叫 分 子 ,上 的 每 个 元 都 可 表示 为 分 于 之 并 , 且 对 
于 工 的 元 4 与 下 以 及 分 子 e@, 妆 es 二 4Y 了 时 ,有 as<s4 己 me 大 晤 .本 节 中 恒 假 定 
上 是 模 生 格 , 贞 是 其 全 部 分 子 之 集 ,这 时 严 作 为 1X1 个 模糊 格 的 直 积 也 是 模糊 裕 ， 
其 分 子 之 集 为 

POM) = a:x EE XAE NM}, 
即 产 中 的 分 子 之 集 由 一 切 高 度 是 工 中 分 子 的 严 点 构成 ,又 设 户 下 一 刁 为 序 同 态 ， 
则 可 证 上 把 具 中 的 分 于 映射 为 上 7 中 的 分 子 . 

定 必 28 设 《是 非 室 集 ,L 是 模糊 格 ,5 C 大. 如果 

1 Or,lr€ 2, 

> 对 有 限 交 运算 与 任意 并 运算 封闭 ， 

则 称 8 为 Xx 上 的 上 权 糊 扼 捉 ,简称 为 LF 拓扑 . 称 (LY ,8) 为 工 樟 糊 拓扑 空间 ,简称 
为 LF 拓扑 空间 .3 中 的 工 模糊 集 叫 开元 . 

设 8EGE3, 如 果 信 中 每 个 元 者 可 表示 为 有 中 若 于 元 之 并 , 则 称 月 为 仿 的 基 . 设 
v 和 6$, 如 果 v 中 元 的 有 限 交 的 全 体 构 成 8 的 基 , 则 称 y 为 3 的 子 基 , 令 ?= 14': 
4 所 人, 称 了 中 的 工 模 糊 集 党 闭 元 . 

设 才 EE 上 , 令 

=V IBEB:B GE Al; 

(4-7 [CE yAx Ci (2-16) 

分 别称 由 与 4- 为 4 的 内 部 与 闭 包 . 当 上 = [0,1] 时 , (5G,8) 将 简 记 为 (X,8), 并 称 

为 模糊 拓扑 空间 ,简称 为 下 拓扑 空间 .这 时 中 的 全 部 分 子 之 集 就 是 六 上 的 全 部 FF 
点 之 集 . 

定 久 293 设 = fo0r,17|, 则 (天 ,3) 是 工 模 儿 拓扑 空间 , 称 为 直上 平凡 了 工 模 
糊 拓 扑 宝 间 . 设 6 = 所 , 则 (天 ,) 是 工 异 糊 拓 扑 空 间 , 称 为 《上 的 航 扎 模糊 拓扑 空 
间 . 设 15.;i € 中 是 X 上 一 族 工 模糊 拓扑 , 令 8 = 08, 则 5 仍 是 X 上 的 模糊 拓扑 . 
可 见 Xx 上 的 全 体 上 模糊 拓扑 之 集 .9 按 包 合 序 构成 一 完备 档 . 叉 车 ¥ A,[A] EE 
5, 如 包括 X 上 的 一 - 切 常 值 上 模糊 集 , 则 称 ( ,8) 为 满 层 工 模糊 拓扑 空间 . 
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定义 失 设 (多 ) 是 分 明 拓扑 空间 ,4 和 5 如果 YaEi,ix€E XA(x)e 
al 是 (区 ) 中 的 闭 集 , 则 称 4 为 (万 ,多 ) 上 的 工 导 下 半 和 连续 敌 数 . 以 wm({ 多 记 (! 了 ， 
区) 上 的 全 部 工 值 下 半 连 续 畏 数 之 集 , 则 可 证 of2) 是 到 上 的 工 模 糊 拓 扑 , 称 5 天， 
of ss)) 为 由 (9p) 诱导 出 的 三 模糊 拓 补 空间, 简称 为 诱导 空间 . 反 过 来 , 设 ( 产 ， 
5) 为 任 一 王 模 糊 拓 扑 空间 ,YY4E 6,YaELi 令 6604) = fx€E XA{x)} < al,， 
令 Y(B) = 54) :aE 上 ,4 3 则 以 多 (为 子 基 ,可 在 才 上 生成 一 个 分 明 
拓扑 , 记 作 203), 叫 慌 人 的 截 岳 扑 ， 
可 以 证 明 , 设 寡 是 了 上 的 分 明 扬 扑 , 则 Cort 彻 )】 = 光 . 素 苦 ( 下 ,人 是 诱导 空 
间 , 册 w(td))} = 他. 
定理 8 设 ( 上 3) 为 工 模糊 拓扑 空间 ,4 EE 到 , 则 对 4 以 任何 顺序 施行 取 内 部 
运算 . 取 闭 包 运 算 或 取 仿 补 运算 任意 老 次 ,最 密 可 得 出 二 上 的 14 个 不 同 的 上 模糊 
集 来 , 称 为 14 集 定 理 . 
证 明 概 要 ”利用 德 .摩根 对 偶 律 先 证 明 4 -= 如 .再 证 明 4 = A ,A 
= 4 , 鳅 后 即 可 证 明和 定理 名 成 立 . 
定义 和 设 ( 焉 ,5) 是 二 模糊 拓扑 空间 ,各 EE CM), 如 果 PPE 19, 日 % 半 PP， 
则 称 P 为 为 的 闭 远 域 , 设 如 GE 眶 ,如 果 为 有 闭 远 域 严 使 六 > 0, 则 称 上 为 % 移 远 
域 . x 的 全 体 远 域 和 闭 远 域 之 集 ,分别 记 作 p(s%) 和 #7 (%). 易 证 , w(x) 是 下 集 ， 
即 当 PE ptm),H Os PH,0E rm).fH3 PO E yam)H,PY OE 
7 放 忘 NG) 所 以 na) 是 局 中 的 理想 . ww-(%)} 是 其 理想 基 . 
定名 扣 设 (L,8) 是 工 模糊 拓扑 室 间 ,4 € ,x EE D(CM), 如 果 YPE 
(和) ,三 关 六 , 则 称 x 为 4 的 附着 点 , 设 D 是 定向 集 , 则 称 映 射 S: 呈 一 (MD) 为 下 
中 的 分 子 网 , 记 作 5 = 1S(n),n 蕊 Di. 如果 WPE p(n),3 最 变 不 在 P 中, 即 有 
mo 世上 ,使 当 n 之 mm 时 , 5(n) EP, 则 称 5 收 合 于 ,或 庶 是 $ 的 极限 点 , 记 作 5 
一 吉 . 如 果 和 WPE 式 ) ,SS 经常 不 在 P 中 , 即 WWip 所 品 有 nm: 使 Stn)} EP, 
则 称 $ 率 于 mm ,或 性 是 5 的 桶 点 , 记 和 作 Sm. 下 面 令 limS =V lm EE (NM): 5 
wl rAds = fw EE (NM): Sm |. 
定理 9 设 {5f,6) 是 工 模糊 拓扑 空间 ,4E 六 ,a 后 (有 H), 则 下 列 条 件 等 价 : 
1 所 A. 
2 ae 是 4 的 附着 点 . 
3 4 中 有 分 于 网 收 襄 于 4a. 
人 中 育 分 于 网 聚 于 a. 
定义 3 设 (0,8) 与 (17,#) 都 是 工 模糊 拓 盾 空间 ,f:; 下 一 上品 是 序 同 态 .如 果 
vyBEe, 广 (8) 三 3, 则 称 /为 连续 序 同 态 . 设 ae (MH), 如 果 对 于 天 中 每 个 收 
和合 于 z 的 分 子 网 $, AS) 作为 下 中 的 分 子 网 收 黎 于 分 子 上 ae) ,网 称 在 分 了 于 4 处 连 
总 .如 果 存 在 一 一 对 应 /;: 一 了 ,使 了 诱导 的 工 值 扎 德 型 函数 /一 上 以 及 其 逆 
广 ;, 一 [都 连续 , 则 称 ( TY ,3) 与 (77,é&) 为 对 同 凸 , 计 ! 作 


上 
(CB) (LE8) 或 (CWE) ~ (LL, 8). 
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这 时 称 为 从 (下 3) 到 (LY,&) 的 难 同 胚 映 射 . 

定理 去 设 (天 ,人 与 (于 ,人 是 工 模糊 拓扑 空间 ,产品 > 下 是 序 同 态 , 则 下 列 
条 件 等 价 : 

le 连续 ， 

> (4,&) 中 的 闭 元 在 ff 下 的 原 像 是 (CL*,6) 中 的 闭 元 . 

了 8 有 子 基 &,Y BE ,M(B)E 6. 

ae (NH) ,ff 在 a 相连 续 . 

YAE HA) CC AAN). 

YBE DA BD) Cc fp-). 

PYBEDFIR) GC (FB)Y. 

定义 4 设 LL ,85) 是 上 模糊 拓扑 空间 ,a 所 (MM), 如 果 和 mc pla), 且 YP 
E nto), 有 DE m; 使 0 = 『P, 则 称 zw 为 x(a) 的 远 域 基 . 

如 果 Ya€ (村) ,a 有 可 数 的 远 域 基 , 则 称 ( .27,8) 为 满足 第 一 可 孝公 理 的 上 
模糊 拓扑 空间 ,或 ff 空间 . 

如 果 台 有 可 数 基 , 则 称 (2 ,人 5) 为 请 足 第 二 可 数 公 理 的 工 异 删 拓扑 空间 ,或 Ch 
空间 . 
可 以 证 明 , Cr 空间 一 定 是 Ci 空间 ,但 反之 不 真 . 

注 1 也 可 像 一 般 拓 扑 学 中 那样 对 分 子 a 引入 其 邻 域 系 的 概念 .但 基于 叙 域 
去 定 尽 著 包 与 收 伍 将 导致 子 盾 ,特别 是 C1 空间 中 分 子 不 必 有 可 数 的 邻 域 基 . 设 

4 E65, 且 4 全 本 , 则 称 4 为 a 的 开 重 域 ,这 等 价 于 A 是 a 的 闭 远 域 , 所 以 也 可 用 重 
域 去 刻画 闭 包 与 收 襄 等 .4 上 道 序 对 合 对 应 的 存在 性 是 使 用 和 恒 域 工具 的 先决 条 人 忻 . 
当 £4 上 没有 道 序 对 合 对 应 时 ,和 远 域 方法 仍然 有 效 , 这 时 只 须 直 接 给 出 闭 元 族 7 就 
行 ,而 重 域 方 法 就 无 法 使 用 了 . 

命题 15 设 (X,w(2) 是 诱导 空间 , 则 (wz 是 二 0 空间 或 Cr 室 间 , 当 
且 仅 当 ( 革 , 绢 ) 相应 地 是 《CT 空间 或 to 空间 . 

在 C1 空间 中 ,只 须 使 用 特殊 的 分 子 网 一 一 分 子 序列 就 可 以 刻 曾 闭 包 , 收 襄 与 
连续 性 等 概念 . 

定义 转 设 ( 王 ,3 是 工 模糊 拓扑 室 间 ,如 果 当 ,nm 是 二 中 的 分 子 , 且 A < 六 
时 , ¥Yx 全 计 , 有 PP 所 p(s) 使 加 去 PP, 则 称 (4*,8) 为 工 | 空间 ， 

如 果 对 于 EC} 中 任 丙 个 不 同 分 子 站 与 六 ,有 PE wn) 使 yy 二 PP, 或 有 80 
E 3 使 六 二 站, 则 称 ( 天 ,3) 为 2 空间 . 

如 果 对 于 中 每 个 分 子 4, 当 xz,yEEX, 且 x 关 yY 时 ,有 PE 尖刀 } 使 为 去 产 ， 
或 有 | 万 nt 使 TT 不 从 , 则 称 (2" ,3) 为 次 了 0 室 间 ， 

如 果 (CM) 中 每 个 分 子 都 是 闭 的 , 则 称 ( 玉 ,5) 为 空间 . 

如 果 对 于 (MD) 中 和 枉 两 个 承 点 不 同 的 分 子 中 与 % ;有 PE WAm} 和 0 EE 
nV4) 使 PY 0 = 1r, 则 称 ( 天 ,全 ) 为 空间 或 豪 斯 多 夫 空间 . 

如 果 ( ,8) 时 7 了 空间, 且 Ya (CN), 以 及 包含 到 的 开元 0, 有 并 元 VY 满 
足下 去 则 称 ( ,6) 为 了 空间， 
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如 果 { ,5) 是 研 空 间 , 且 对 于 任 一 闭 元 下 ,以 及 包含 下 的 开元 VW, 有 开元 FY 渍 
足 开 过 下 过 广 世 00, 则 称 CD,$) 为 T 空间 . 

上 模糊 拓扑 空间 中 的 分 离 性 理 沦 远 较 一 般 拓 盾 尝 为 复杂 ,有 共 超 的 读者 可 参 
看 文献 [6] 与 [71. 下面 是 上 模糊 拓扑 空间 中 有 关 分 离 性 的 若干 结果 . 

合 题 由 ” 设 CL,8) 是 工 模糊 拓扑 空间 . 

bp 车 {上 矿 ,8) 是 工 空间 , 则 它 也 是 下 空间 ,又 天 空间 也 是 了, 空间 和 族 克 空 
间 . 

2 (天 ,8 是 了 ;空间 的 充 枝 条件 为 ,中 总 所 (NH) ,ww 是 为 ”中 的 极 大 分 子 . 

节 《【 上 下 ,是 豪 斯 多 夫 空 间 , 当 且 仅 当 对 于 玉 中 任 - -分 子 网 5S, 当 5 % 与 
号 一 了 时 ,zx = Y- 

定义 36 设 |( 下 ,3356 对 是 一 族 工 模 棚 拓 扑 空 间 , 了 = 0, 令 X= [于 xX， 
光正 记 :一 Lx 是 射影 映射 ( 即 由 分 明 射 影 映 射 疡 :二 一 五 诱 导出 的 上 值 扎 
德 型 请 数 ), 刚 在 下 上 ,以 

Y = PtdJ: EG,tE 和 TI (2-17) 

为 子 基 所 生成 的 拓扑 和 称 为 各 模糊 拓扑 8 :t E TI 的 乘积 拓扑 ,( 到 ,人 称 为 各 
上 模糊 拓扑 空间 的 骏 积 空间 ， 

定理 菇 设 i 玉 ,5.):t 蕊 了 1 是 一 族 工 模糊 拓扑 宪 间 ,了 00), = [x ,出 


在 不 上 的 乘积 拓扑 3 是 使 每 个 射影 映射 马 :( 严 ,个 一 (5 8) 都 连续 的 性 上 的 最 
弱 上 模糊 拓扑 , 即 5 是 满足 当 YtE T,PP:( ,pn) 一 (LL,6) 都 连续 时 ,5 记 上 的 
模糊 拓扑. 

定 议 了 7 设 ( 下 ,5) 是 工 模 类 拓扑 空 间 , 世 是 男 一 - 模 和 精 格 ,f: 一 上 ?是 满 序 
局 态 , 今 

x= 有志 :FB) ES!, {2-18) 

列 上 是 五 7 上 的 拓扑 , 称 ( 厂 Ya) 为 (下 ,人 关于 了 的 商 空 间 ,f 称 为 商 序 同 态 . 

定理 二 设 ( 具 ,3) 是 工 模 糊 拓扑 空 间 ,f; 5 一 5，' 是 满 序 同 态 , 则 LI 上 的 
商 拓扑 x 是 使 上 连续 的 最 强 拓扑 , 即 设 六 (于 .6) 一 (人 ,6) 连续 , 则 CC pg. 

定义 抽 设 及 是 实 直线 ,上 是 模糊 格 , 令 

= ER < 时 ,A(1) = 0, 当 + > 1 时 ,A(1) = 0,4 是 递减 函数 |. 
设 4,p .规定 -当日 仅 当 Yt ER 
A++) = p(t 4 Ae-)} = ptt -), 
即 与 & 作 为 民 上 的 天 值 函 数 处 处 有 相等 的 右 . 左 极 限 , 则 ~ 是 王 上 的 等 价 关 系 - 
YA 全 , 以 [4] 记 4 所 在 的 等 价 类 . 令 人 = 3 ~ ,YERR, 定 义 下 中 的 工 模糊 
集 上 与 Fr 如 下 : 
VIIA E ,LA]) = 《0 
r{[a1]) = A 十 小 

信 窜 = 六 :和 于 过 = |n:1€ Ri, 设 8 是 世上 以 .LU 党 为 子 基 生 成 的 虐 模 精 
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拓扑 ,以 9 记 由 3Ucef0 生 成 的 工 模糊 拓扑 ,这 里 2 人 2) 是 0 的 截 拓 扑 , 则 称 ( 如 ， 


1 ) 为 HL4) 单位 区 间 , 记 作 了 (2). 这 里 开 表 示 赫 顿 (Hutton) 单位 区 间 ,1 表示 六 
上 的 劳 森 (CH.B.Lawson) 拓扑 .可 证 ,8” 是 将 赫 顿 单位 区 间 的 拓扑 8 经 过 加 入 4(0) 
击 细 化 后 得 出 的 .外 

定 多 把 设 ( 此 .6) 是 工 模糊 拓扑 空间 ,如 果 YY¥Y VE 3, 存在 上 模糊 集 族 | 如: 
t 和 下, 使 得 时 可 = fr, 且 Ye& 了 ,存在 连续 的 工 值 扎 德 型 少数 (到 5) 一 


了 (5), 使 
w ef) sf (ro) 二 V, 

则 称 ( 忌 , 人 1 为 (4) 完全 正则 空间 . 如果 ( 忆 ,3) 还 是 7 的 , 则 称 其 为 Ty! 空间 . 

定理 3 了} 空间 的 乘积 空间 是 ?4 空间 . 

定义 鼻 设 (1,5) 是 工 模 物 拓扑 空间 ,4,8E ,如 果 A-AB=AA B= 
Or, 则 称 4 与 B 是 隔离 的 . 设 CE 点 ,如 果 不 存 在 异 于 Ox 的 隔离 集 4 与 吾 , 使 二 = 
4 YB8, 则 称 是 连通 集 . 当 1x 是 连通 集 时 , 称 ( 天 ,3) 是 连通 的 记 模 区 拓扑 空间 ， 
简称 为 连通 空间 . 

命题 417 设 (L7,8) 是 工 模糊 拓扑 空间 . 

PP【( 己 ,0) 是 连通 空间 , 当 且 妈 当 不 存在 异 于 Ox 的 闭 ( 开 ) 集 4 与 B, 使 4V DB 
= 1r4A 虽 = Or. 

2 设 4 是 ( 收 ,5) 中 的 连通 集 ,4 < 8B < 4-, 则 8 是 连通 集 . 

3 设 14:1E TH 是 (天 ,3) 中 一 族 连 通 集 , 且 有 =* E 了 ,使 YEE TV isi ,4 与 
4 都 不 是 抬 离 的 , 则 yY4 是 连通 集 . 


池 【 上 ,5) 中 每 个 连通 集 都 包 洛 于 某 极 大 连通 集 , 称 后 者 为 连通 分 支 . 

{4, 人 6) 中 的 连通 分 支 是 闭 元 ,不 同 的 连通 分 支 互 不 相交 , 且 各 连通 分 支 的 
并 等 于 1x. 

名 连通 集 在 连续 序 同 态 下 的 像 是 连通 集 . 

7 一族 连通 空间 的 乘积 空间 是 连通 空间 . 

定理 妈 (所 蕉 {kK.Fan) 定理 } 设 ( 眠 ,3) 是 工 模糊 拓扑 空间 ,4 € 于 ,以 
4 (4) 表示 4 中 全 体 分 子 之 集 ,¥ x 七 对 "(0) ,以 Ms) 表示 x 的 全 部 远 域 之 集 ， 
奢 么 ,4 连通 的 充 要 条 人 忻 为 ,对 于 每 个 觅 射 

PM" (A >=) fptx)ix € NM" CCA, PO) E nx),s EE NM" (A), 
以 及 a 中 任意 两 个 分 子 6 与 ,在 4 中 ,可 找 出 有 限 包 个 分 子 xo: 区 1 使 Nn 二 
让 3 各 三 请 , 且 
忆 葵 P(x,) V P(x,,1). i= Ol ,nn 1). 


例 2 ”当中 的 最 大 元 1 是 分 子 时 , H(4) 单位 区 间 1 (1) 是 连通 的 . 


号 “王国 修 , 徐 罗 山 .内 蕴 拓 扑 与 Hutton 单位 区 间 的 细致 化 .中 国 科学 ,1992 ,A 辑 (71:705 
~ 了 412 
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定 炙 机 设 上 是 完备 格 ,zE€ 上 ,8B8CLH, 如 果 V B= a, 且 当 CCL,VC> 
在 时 ,YE 有 7Ee 使 二 过 Y 刚 称 吾 为 4 的 极 小 集 . 

可 证 ,a 的 全 部 要 小 集 之 并 仍 交 6 的 极 小 集 , 记 作 Bta), 灵 Pta) 中 的 全 体 分 子 
也 组 成 a 的 极 小 集 , 叫 懂 & 的 标准 极 小 集 , 记 作 8* (a) .可 证 ,上 是 分 子 格 ( 妥 完 备 
的 完全 分 配 格 ) 的 充 要 条 件 为 :Yea E 工 ,ea 有 一 极 小 集 , 从 而 有 (ae) 存在 . 

定 光 和 设 (于 ,3 是 工 模糊 拓扑 空间 ,8 = 1s{n),n€ Dt 是 下 中 的 分 子 网 ， 
以 V(S(n)) 表示 分 子 5{n) 的 高 度 ,例如 ., 当 Sa) = 人 时 ,CSCn)) = 4, 令 
5S) = IV(S(R)),n E 了 ,这 时 SS) 是 二 中 的 分 子 网 , 称 其 为 8 的 值 网 . 

设 a 是 上 中 的 分 子 , 如 果 对 于 和 手 一 r E 8B* (eo),5 的 值 网 最 终 大 于 或 等 于 r, 则 
称 分 子 网 5 为 w 网 . 

设 4 下 ,如 果 4 中 任 一 a 网 在 4 中 有 高 度 等 于 a 的 聚 点 , 则 称 4 为 良 紧 集 . 

当 1x 是 良 紧 集 时 , 称 (二 ,3) 为 良 紧 空间 ， 


例 3 (3) 单位 区 间 7 (XZ) 是 良 紧 空间 . 

定理 起 ” 设 ( 严 ,6) 是 工 模糊 拓扑 空间 ,4 是 良 里 集 . 

1 设 忆 是 (0,5) 中 的 所 集 , 册 4 A C 是 良 紧 集 . 

> 设 f; (5,68) 一 (7,&) 是 连续 的 上 值 扎 德 型 函数 , 则 所 4) 是 (D5,é&) 中 的 良 
紧 集 ， 
多 当 上 L = [0,1] 时 ,4 作为 上 前 少数 可 取得 最 大 值 . 
如 果 ( LY,8) 是 诱导 空间 ,1 = (2 , 则 (上 ,3) 是 良 紧 空间 , 当 且 仅 当 分 明 
拓扑 空间 {了 了, 22) 是 紧 空间 . 

定理 6 ( 吉 洪 诺 夫 {Tychonoff) 定理 ) 一族 良 紧 空 间 的 雏 积 空 积 是 良 肾 空间 . 

关于 紧 化 理论 与 仿 紧 空间 理论 ,以 及 度量 化 等 问题 请 参看 文献 [6] 与 [7?]. 可 以 
证 明 , 本 节 中 讨论 的 各 种 性 质 都 是 弱 拓 扑 不 变性 质 , 即 在 增 同 且 映 射 下 被 保持 的 性 
质 . 


2.4 工 模糊 拓扑 线性 空间 


2.4.1 工 模糊 线性 代数 
设 是 域 严 上 的 线性 空间 .在 2.2.5 小 节 中 已 讨论 了 下 的 工 模糊 子 空 间 的 概 
售 . 本 节 讨 论 了 Y 上 的 一 些 特 殊 的 工 模 棚子 集 ,这 里 下 为 实数 域 或 复数 域 . 
定妆 和 归 设 下 是 域 尺 上 的 线性 空间 ,4 ,号 所 下 ,rrE F, 规 定 4+ BE 种 
路 如 下 : 
(A+ B(x) = [AlY) A Biz)j:y+ 7 = wl, 
(CrA)(x) = A( 三) tr 0), 
sup{ A(tD:LE vl (x = 8), 
(oa)(z) = 下 (9 
其 中 x 后 ,0 表示 域 Y 的 零 元 .有 
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1 车 Yr 01) ,rk + (1- 74 声 4, 则 称 4 为 马上 模糊 集 ; 
交 若 当 | ri 1 时 ,m4 < 4, 则 称 4 为 平衡 工 模糊 集 ; 
3 大 了 =Yfiir>0l, 则 称 4 为 吸收 工 模糊 集 , 称 平 衔 的 凸 了 上 模糊 集 为 绝对 
凹 上 模糊 集 ; 
下 包 合 和 4 的 一 切 凸 二 模糊 的 交 为 是 上 模糊 集 , 岩 做 4 的 西 包 , 记 作 eof4) ,包含 
4 的 一 切 平衡 的 工 模糊 集 之 交 是 平衡 的 工 模糊 集 ,叫做 4 的 平衡 包 , 记 作 ba 4). 
命题 她” 设 了 是 域 尺 上 的 线性 空间 ,4 E 5, 则 有 
4 是 凸 工 模糊 集 , 当 且 仅 当 Yr EE [0,1] ,以 及 对 于 任意 *,y 所 站， 
4 + (lo ry) = 4) A BlY), 
当 县 仅 当 WX ET 工 .4 是 FF 中 的 分 明 凸 集 ; 
2 4 是 平衡 的 工 檬 糊 集 , 当 且 充当 A(m) > A{x) 对 于 了 满足 1rls1 的 r 均 
成 立 , 当 上 且 仅 当 Yu EE 工 ,A 是 了 中 的 分 明 平 衡 集 ; 
六 4 是 吸收 的 二 模糊 集 , 当 且 仅 当 Yx ,存在 e > 0, 梗 当 1 411< ee 时 ,tx 
所 4, 当 且 仅 当 Yu © 上 ,机 是 了 中 的 分 明 中 收集 ; 


$ co A) -Vrhsneon ln-12 ii 
+ 1= 1 

batA) =V lrA: Irist1l. 

2.4.2 模糊 拓 盾 线性 空间 


本 节 中 设 工 为 单位 区 闻 , 从 而 工 模 糊 集 就 成 为 模糊 集 . 

定 尽 4 和 44 设 夺 是 域 上 上 的 线性 空间 , 为 实数 域 或 复数 域 ,( 志 ,人 ) 是 模糊 拓扑 
室 间 , 产 刀 一 革 与 g: 玉 xx 一 三 是 分 明 贞 射 ,分别 由 瑚 xy) = x+7 与 g(ryx#) = 
rrtgyyE ,rE 中 定义- 册 铭记 关上 的 分 明 拓 扑 , 则 ( 到, 田 也 可 看 做 模糊 拓扑 
空间 .如 果 /与 g# 诱导 的 扎 德 型 函数 fC(X,6)? -> (X86) 与 g:(F, 访 x(X,8)— 
《1) 都 连续 , 则 称 (X,8) 为 模糊 拓扑 线性 空间 ,简称 为 下 拓扑 线性 空间 . 

下 面 域 只 常 省 略 而 不 提 及 . 

定 兴 寿 ” 设 并 是 线性 空间 ,4,8 E [0,1]1Y ,规定 4 中 8E€ [0,1]* 如 下 : 

(ADBIx) = A TACY) VY Blz):y+7= 24 (x E KY. 

PP 者 Yret0,D),B8<B 名 (1 -7 8B, 则 称 BB 为 余 山 集 ， 

车 当 0 <1rl< 1 时 ,8 < rB, 且 BO9) = infB, 则 称 8 六 余 平 本 集 ， 

?着 Ajrm:r>0l = O07, 则 称 请 为 余 吸 收集 . 设 A EE [0,1], 车 [x E xX: B(x) 
< 4| 是 中 的 分 明 吸 收集 , 则 称 8 为 4 下 了 豚 收 全 ， 

中 包含 于 B 的 一 切 余 凸 集 之 并 为 余 同 集 , 称 为 8 的 余 凸 核 , 记 作 cok( 8). 

人 包 含 于 上 8 的 一 切 作 平衡 集 之 并 为 余 平 衡 集 , 称 为 B 的 余 平衡 核 , 记 作 
bakt B). 

命题 19 ” 设 X 是 线性 空间 ,( 天 ,6) 是 拓扑 空间 , 则 定义 和 44 中 的 扎 德 型 函数 / 连 
综 的 充 要 条 件 为 ,对 于 任意 二 模糊 点 % 与 y, 设 PE nwa+ 各) , 则 有 OE w(x) 
与 RE 和 4) ,使 P< 0 鲜 R. 定 义 科 中 的 扎 德 型 函数 g 连续 的 充 要 条 件 为 ,对 于 


ill i oe 
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域 下 中 性 一 常数 和 任 一 模糊 点 为 , 设 PE pfrmm), 则 有 但 EE 式 蕊 ) 及 8 > 上, 当 
ls-ri< s,s¥0N,Pe 0,8 P(e) < nO. 
证 题 0 ” 设 (X,5) 是 模糊 拓扑 线性 空间 , xo 下 ,jE 六 , 户 与 go 分 别 是 由 分 
明 上 映射 f(x) = x0+ x 与 go(*) = tolwx 于 ) 诱导 的 扎 德 型 函数 , 财 
(于 .8) LY,E), 


《天 ,3)》 BOX,O). 

即 广 与 g 都 蚌 从 "长 , 八 ) 到 自身 的 弱 司 胜 上 喘 射 . 

命题 21 设 (Y.83) 是 模糊 扫 扑 线性 空间 , 则 有 

PPE nd), EQ r+ PE p(w), 

PE hs): 当 有 8 仅 当 PE yl(rr)},r #0. 

以 二 两 个 命题 在 一 定 意 闪 上 反映 了 严 扰 扑 线性 空间 的 均匀 性 ， 

命题 22 设 ( 苹 , 今 ) 是 模糊 拓扑 线性 空间 ,8B 是 余 平 衡 集 , 则 8B 的 核 8 是 余 平 
衔 集 ， 
定理 地 设 (X,5) 是 模糊 后 扑 线性 空间 , 则 尔 的 远 域 己 称 为 正规 的 远 域 , 若 
VYxcERPO < BOx)， 设 YuEt0i7() 是 由 的 正规 远 域 基 ， 
PE 引 和) ,其 

有 OE FA) 使 Pas 0 0; 

有 0 Ew) 使 当 0 <1+t1ls 1 时 ,P < ,8 POO) < infQ; 

Pye 和 EO0,A) 有 OE 7{ 夺 ) ,使 Ow PVAaA- el; 

中 设 x 七 氏 , Px) > p>0, 则 有 QE Fp), 使 Paro; 

下 设 xEEXA-eE>J>7 人 小 则 有 人 OE FO ); 使 [A -ej ri 四 0; 

yxE 有 er>0, 合 aP(x) > 1 -4. 

定理 起 设 (X,5) 是 模 燃 拓 拉线 人 性 空 间 , 则 WE (0,11,¥PE 7 《 吕 ), 定 
理 1 中 的 条 侍 站 ~- 合成 立 . 

定理 19 设 (X,3) 是 模糊 拓 扑 线性 空间 , 则 Ya E 10,1], 镶 有 一 正规 的 . 余 
平衡 的 、 旦 4 下 了 峻 收集 的 远 域 基 , 

定理 20 设 (X,6) 是 模糊 拓扑 线性 空间, 则 下 列 条 件 等 价 : 

1 《时 ,可 ] 是 了 > 宝 间 ; 

2 YAE& (0,11, 模 糊 点 名 是 闭 集 ; 

YAE OO,1], YrE cx 0H, 有 PE nt ), 司 Pix) = 1: 

下 XE x 时 ,有 PE 区 ), 使 Pix) = 1. 

关于 有 界 性 与 局 部 凸 性 等 理论 可 参看 文献 [1] 与 [3|. 


3 应 用 举例 


模糊 数学 理论 已 袜 应 用 到 许多 方面 ,其 中 既 包 括 模糊 数学 中 新 方法 的 应 用 ,也 
包括 模糊 集 思 想 的 应 用 ,也 就 是 在 经 典 数 学 方法 中 把 某 类 数据 适当 地 模糊 化 以 后 
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所 得 方法 的 应 用 . 由 于 篇 幅 所 限 ,这 里 仅 介 络 模糊 聚 类 理论 和 模糊 推理 理论 .读者 
从 中 可 见 模 糊 数 学 应 用 之 一 斑 . 


3.1 模糊 紊 类 


模糊 剑 类 方法 由 于 应 用 背景 的 不 同 而 有 名 种 不 同 的 方法 .本 节 中 介绍 基于 模 
糊 等 价 关 系 的 聚 类 方法 和 基于 目标 函数 的 聚 类 方法 ， 


3.1.1 基干 社 糊 等 价 关系 的 展业 方 法 


设 半 = jxzza ,za 是 一 组 有 限 儿 个 对 象 .所 谓 聚 类 ,也 就 是 分 类 ,而 分 类 
当然 要 依据 各 对 象 的 某 种 性 质 去 分 .如 , 王 是 na 个 人 的 集合 ,所 考虑 的 性 质 是 年 龄 ， 
那么 只 要 预先 定好 几 个 年 龄 段 ,是 很 容易 将 X 按 年 龄 分 类 的 .这 时 XX 也 可 接 其 他 
性 质 进行 分 类 ,如 ,根据 性 别 分 类 (最 多 只 有 两 类 了 ) .根据 体重 分 类 (如 对 举重 运动 
员 所 作 的 分 类 那样 ) .根据 职业 分 类 .根据 学 历 分 类 ,等 等 . - - 般 的 聚 类 分 析 理 论 候 
定 被 考虑 的 性 质 不 是 一 个 而 是 一 组 (s 个 性 质 ) , 即 每 个 对 象 x 对 应 著 按 一 组 性 项 
去 考察 的 结果 ! Ti Ti Nis ) ,或 者 干脆 就 把 等 同 于 其 特征 问 呈 +: 

kX; 一 (x Xi NE Ci 三 1,2,:", R). {3-1) 
现在 要 根据 (3-1) 式 对 xX 进行 分 类 .对 于 每 个 固定 的 jl < js) ,x x2 ，Xy 表 
示 mn 个 对 象 的 同一 类 量化 了 的 性 质 ,它们 都 是 数值 , 自 热 容易 比较 其 间 的 亲 栈 远 
近 ,而 要 将 * 个 性 质 通盘 考虑 来 决定 任 二 对 象 间 的 相似 程度 , 则 按 实际 问题 的 性 质 
不 同 而 有 许多 不 同 的 算法 .以 考 记 六 与 为 间 的 相似 度 ,为 方便 起 见 , 希 望 忆 能 具有 
如 下 特点 : 

EU 所 1 (i,j= 1)2 mn)， 

Tri=!] (i = 1,2,.",n), (3-2) 

Pri=r (i = 1,2, ,rn). 

使 满足 以 上 三 条 件 的 方法 非常 多 ,如 ; 

{1) 夹 角 余弦 法 ” 夹 角 余 荡 法 是 令 


(CD)" 
(2) 算术 平均 与 取 小 法 ”算术 平均 与 取 小 法 是 令 
DY xa 起 b 
rn -= 一 二 一 一 
二 2 + 寺 丙 】 
(3) 绝对 值 指数 法 ” 绝对 值 指数 法 是 令 
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i oy) 
等 等 . 这 里 不 再 列 出 其 他 算法 ,因为 读者 可 以 根据 实际 可 题 的 性 质 , 按 (3-2) 式 由 
的 原则 去 试探 更 加 合适 的 能 表征 各 对 烛 之 间 相 似 程 度 的 算式 .特别 是 当 对 象 的 一 
组 * 个 特征 不 宜 被 平等 看 待 时 ,还 可 利用 加 权 的 办 法 改进 x; 的 计算 . 

至 此 已 得 出 一 个 n x rn 捧 和 阵 是 = [ry]. 呈 显然 是 X 上 的 一 个 自 反 的 且 对 称 的 模 
糊 关 系 , 在 无 有 限 的 情形 , 称 其 为 模糊 箔 阵 .R 一 般 不 是 传递 的 . 只 颈 求 出 了 R 的 等 
价 闭 包 眉 ” ,然后 就 可 通过 求 届 "的 ACE (0,11) 截 集 , 而 将 进行 分 类 了 .4 越 
大 ,分 的 类 就 越 细 , 各 类 中 对 象 的 相似 程度 也 越 大 .反之 ,1 越 小 ,分 的 类 就 越 粗 粮 ， 
各 类 中 对 和 象 的 相似 程 谭 也 越 小 ， 

例 设置 = x 

TI = (3,5, -2,6}),¥7 = (4,3, — 了 ,7 ， 

Xs = C0,1, -1,2),%4 = (49,2, ~ 2,3), 

ks = (O03, -4,3), x6 = {2,4, — 44,8). 
按 算术 平均 与 取 小 法 计算 各 对 划 间 的 相似 度 . 


FF 三 


解 = 0.78, rs = 0.33, ra = 0.50, rs = 0.4, ri = 0.73, 
ra = 0.35, ra = 0.52, ps = 0.55, = 0.76, 
ra 三 站 ,8 ， rs 三 人 9.70， ra 三 0.090, 
rd45 三 0 .37, 了 四 三 0.27,， 
Ts 三 0.38， 
所 以 ,得 到 一 个 6 x 6 自 反 的 , 且 对 称 的 模糊 和 疮 阵 如 如 下 : 

1 O78 0.33 0 0.43 0.73 

0.78 1 0.35 0.32 0.55 0.7% 

Re 0.33 0 1 70 的 

0.50 052 083 1 087 027 有 
0.43 0.55 0710 087 1 0 把 


O73 06 0.09 027 03 1 
有 的 等 价 闭 包 R* = V 到 .事实 上 只 须 计 算 刀 ,RR', 收 ，,…, 直 到 算出 王 = RR 为 
止 , 严 就 是 所 求 的 RR* . 按 此 方法 可 求 得 ”= 型 , 即 


1 
0. 78 
0.55 
0. 55 
0. 55 
0.76 


容易 验证 是 " 仿 为 模糊 等 价 甜 阵 .现在 必 RR* 的 4 截 集 以 对 下 进行 分 类 .车 联 > 
0. 全 ,如 = 0.9, 或 4 = 1,; 则 得 及? = 下 为 下 上 的 单位 矩阵 .这 时 分 类 过 细 ,每 个 


0.78 0.$5 
1 0.55 
0.55 1 
0.55 0.87 
0.5 0.87 
0.70 0.55 


0.55 
0. 55 
0. 87 
1 
0.87 
0,.35 


0.55 
0.55 
0. 37 
0.87 
1 
0.55 


0.76 
0.76 
0 5 
0.%5 | 
.和 

1 


上 
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类 人 具有 一 个 对 人 象 .车 取 = 0.87, 则 得 


l] 000 0 0 
0 100 0 0 
。 O01 1 0 
RB =|oo1 1 1 ol 
0 0 1 1 1 0 
O00 1 
这 时 小 被 分 成 4 类 : 
tax}, tx! , xa Fa Xs) ,xel. 
若 取 1 = 0.78, 则 得 
] 1 00 0 0 
l] 1 0000 0 
交 0 0 1 1 1 oO 
Roo1 1 1 ol 
0 1 1 1 0 
D000 0 1 
这 时 无 被 分 成 3 类 
| 
车 取 4 = 0.76, 则 得 
t 1 00 0 1 
ll i100 0 1 
001L1 10 
RB =oorrt 1 ol 
001 1 1 0 
1 1 0 0 0 1 
这 时 无 被 分 成 2 类 : 


| | 3 | xz3 Xa Ks), 


若 取 4， 声 00. 和 5, 则 整个 于 就 成为 一 类 了 . 
3.1.2 基于 目标 函数 的 聚 类 方法 


基于 模糊 等 价 关系 的 率 类 方法 只 适用 于 X 中 的 对 得 不 太 多 的 情形 . 当 中 对 
象 个 数 n 很 大 时 ,一 般 采 用 基于 目标 函数 的 紊 类 方法 . 

设 等 待 分 类 的 对 象 集 为 年 = x ,x2，,… ,x ,其 中 每 个 都 有 s 个 特征 , 即 x 
和 R'. 先 假定 已 知 下 应 该 被 分 成 儿 类 ,比如 ,分 成 = 类 ,1 < “< n. 和 这 里 在 。= 1 和 
c = nm 两 个 极端 情形 下 ,分 别 被 看 做 是 一 个 类 ,或 被 分 成 上 个 类 (一 个 对 象 算 一 个 
类 ), 这 当然 是 无 价值 的 情形 ,因而 不 予 考 虚 . 设 分 类 数 c 已 经 确定 , 则 有 如 下 的 模 
精 c 均值 票 类 算法 ,或 简称 为 Fe 聚 类 算法 .其 基本 思想 是 :假定 Y = |y1,y2,…， 
yy CR: 是 理想 的 < 个 陵 类 中 心 , 即 Rz 中 的 < 个 点 ,这 里 的 yy(j = 1,2,…,e) 不 一 
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定局 于 XX. 当然 希望 各 个 类 课 集 得 很 紧密 ,这 可 通过 刘 求 各 类 中 的 对 但 到 相应 的 聚 
类 中 心 的 距离 平方 和 最 小 来 实现 , 令 dj 表示 dxi,y) ,1 ianlcj 所 c,d 是 
R: 中 的 欧 氏 虑 离 .以 fy ] 记 天 中 以 yy 为 聚集 中 心 的 那些 x, 组 成 的 类 . 令 
{! (x EE Ly)), 
0 《否则 )， 
出 


弛 


> =1 (i = 1,2,.,n). (3-3) 


y 


令 呈 为 n xc 阶 的 0-1 旺 阵 [uy], 令 VY = [yy ye], 
注意 :每 个 六 都 是 R 中 一 个 点 ,是 一 个 < 维 向 量 , 所 以 Y 也 可 看 做 一 个 x ce 价 
和 矩阵. 令 


IV) = Dd, (3-4) 
如 果 |y1,y,…,y| 是 理想 的 聚 类 中 心 , 则 (3-4) 式 应 当 取 最 小 值 . 称 J(U，,V) 为 目 
标 函 数 、 
当 符 分 类 的 对 象 数目 很 大 时 ,往往 一 个 对 象 x 既 可 被 分 到 [yy] 中 去 ,又 似乎 
可 被 分 到 [y。](k z 方 中 去 .这 时 (3.3) 式 中 的 wi 非 1 即 0. 不 能 反映 这 种 亦 此 亦 和 
的 情况 . 所 以 可 将 uj 改 为 外 x FF 上 的 模糊 集 , 满 足 条 件 


Zu = 1 
A (3-5) 
< Dj 所 从， 
=1 
其 中 ,i 一 1 ,2,, ns] 三 之， 
(UV) = 2 2 (3-6) 
i=l :=1 


这 里 mw > 1 是 国定 的 常数 .所 请 模糊 < 聚 类 算法 就 基 要 求 目 标 函 数 J(D ,VY) 的 最 
小 值 以 及 与 此 最 小 值 相应 的 聚 类 中 心 和 各 对 象 属于 各 中 心 的 程度 vj,i = 1,2,…， 
nyj = 1,2,…,c. 具 体 算法 如 下 : 

在 了 :中 任意 风 定 < 个 聚 类 中 心 Y0 = 人 y 人 各 ,yp 侣 ,…,y 避 ]. 陡 先 给 定 一 个 计算 
精度 。 > 0. 令 古人 0) = d(xi,y 人 0). 对 于 一 个 固定 的 i < i < n, 荐 有 7, 使 dt0) 
= 0., 则 令 

uO) = lms0) =0 (x 7). 
车 各 d,(0) 均 不 为 0, 购 令 
utD) 二 -+ 


> (mn) 


r=1 


然后 计算 VD 如 下 : 
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y= (= 12 0). {3-7) 


注意 ,上 式 中 x 与 ?人 都 是 * 维 向 量 . 
设 VD = [四 已 求 出 , 则 可 按 (3-7) 式 的 方式 ， 
求 Ye ， 


Dp) 
yD = 上 
> mk) 
直到 求 出 WY 名 使 上 殉 下 - Te | < 为止, 外 -由 是 *xze 维 欧 氏 空间 中 的 模 . 


可 以 证 明 , 按 上 述 算法 可 求 得 一 局 部 最 优 解 (CU”,V") ,满足 
UV ) << U,V ), 对 于 一 切 UV 餐 成 立 ， 
jn 对 于 一 切 玉 的 成 立 . 

以 上 假定 了 已 知 关 应当 被 分 为 < 类. 究 竞 应 分 成 几 类 , 当 热 可 以 结合 实际 情况 
就 不 同 的 “ 进行 计算 与 比较 而 确定 ,这样 计算 量 很 大 .但 如 何 简捷 地 确定 最 佳 分 类 
数 是 个 很 复杂 的 问题 ,至 今 未 图 满 解决 .现在 得 到 的 结果 为 

1 根据 实际 发 现 ,一般 分 类 数 e 应 不 大 于 2lnn. 

> c 的 确定 是 后 验 的 ,而 非 先决 的 , 即 针 对 若干 满 足 ce < 2Inn 的 c, 按 以 上 算法 
求 出 相应 的 UV = [4] 来 ,然后 比较 太 UU,*) 的 值 , 按 /的 不 同 取 法 ,这 个 值 越 大 或 
越 小 ,表示 分 类 数 “ 越 癌 理 .如 

《| ) 取 /为 划分 系数 PPiecy: 求 下 的 最 大 值 . 


FtU,.e) = 工 >， D8. 
(i) 取 为 划分 业 CU, <c); 求 百 的 最 小 值 . 


MU,e) = 2 2 ww. 
(省 ) 联 f 为 FU,e) - P(U,e): 求 严 - 的 最 小 值 . 


如 此 等 等 外. 


由 ” 范 九 伦 , 模 衫 聚 类 新 算法 与 训 类 有 效 性 问题 研究 :[ 博 士 学 位 论 误 ]. 西 安 : 西 安 电 子 
科技 大 学 ,1998. 
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3.2 模糊 推理 


模糊 推理 是 模 燃 控制 的 理论 基础 ,在 工业 生产 领域 中 有 重要 的 应 用 . 如 今 普遍 
流行 的 是 由 扎 德 于 1975 年 提出 的 CRI 方 法 .这 一 方法 蔬 经 成 功 地 应 用 于 许 禾 方面 
但 从 理论 基础 上 看 , 尚 有 不 足 之 处 . 

本 节 着 重 介绍 三 [算法 , 它 是 CRI 算 法 的 改进 .为 简便 让 ,以 下 用 和 5 人 式 "表示 
“(3-k) 式 ”， 

3.2,1 模糊 推理 的 基本 思想 

一 个 系统 的 输出 与 预定 的 标准 之 间 总 是 会 有 误 荆 的 ,以 e 记 些 误 善 . 这 个 误差 
又 是 随 着 时 间 而 变化 的 ,以 : 记 误 差 变化 率 .所 调控 制 就 是 要 根据 e 与 上 { 或 许 还 需 
要 e 的 移 阶 导数 ) 对 系统 的 输 人 进行 说 整 .经 典 控制 理论 中 这 个 调整 量 是 e 和 = 的 
画 数 扩 e,z). 在 某 些 情况 下 这 个 了 上 是 不 易 建 立 或 不 寅 要 建立 的 ,取而代之 的 是 已 知 
一 组 专家 经 验 , 即 已 知 当 误差 为 e;, 且 变化 率 为 2 时 ,应 当 采 取 的 调整 量 为 全 三 
1,2,…,n ,要 在 这 一 组 典型 情况 的 基础 上 ,针对 尊 时 调 得 的 a。* 与 2* 计算 出 相应 


的 控制 量 ”来 . 
模糊 控制 的 基本 原理 是 : 
第 一 步 ,把 本 与 a” 分 别 模糊 化 为 YZ, 让 与 Y 上 的 模糊 集 4,， 局 ， 
Od" 与 B". 
第 二 步 , 列 出 算式 : 
已 知 41 且 Bi 一 > 
4 且 吕 一 一 (3-8) 
且 A* 且 BB 
求 C 
称 为 模 岗 推理 . 


第 三 步 ,将 C” 去 模 抽 (defuzzify) 后 ,就 得 到 最 终 的 数值 控制 量 .由 于 条 件 4 
和 中 可 用 慰 积 Yx 了 上 的 一 个 模糊 集 去 取代 , 且 = 条 规则 可 以 通过 聚合 (aggregate) 
而 成 为 一 条 超 规 则 ,或 者 可 以 分 别 使 用 这 = 条 规则 单独 推理 后 ,将 所 得 “个 中 间 结 
果 以 某 种 方式 合成 为 最 终 的 C* ,所 以 模糊 推理 可 归结 为 以 下 最 基本 的 形式 : 

已 知 A——H 
且 给 定 A” (3-9) 
求 B* 
这 里 4,4* 是 了 上 的 模糊 集 ,,B8” 蚌 了 上 的 模糊 集 . 
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炒 解 13-9) 式 的 传统 方式 ,是 扎 德 于 1975 年 提出 的 CRI 算 法 已. 扎 德 提出 了 一 
种 列 肖 算 子 Rz:10,1 一 [0, 1 , 即 
Razta,b} = a VV (oh 8). 《3- 10) 
其 中 a 表示 1- oa, 与 A 分 别 表示 取 上 、 下 确 界 运算 .CR1 算 法 的 第 一 步 是 利用 
蓝 涵 算 子 Ry 把 已 知 条 件 4 一 BB 转化 为 x 了 上 的 一 个 模糊 关 系 RCx,Y), 即 
Rix,y) = Ret A(x), BOYY)Y (ry) E Xx 的 ， (3-11) 
然后 在 第 二 步 用 4* 与 RR 复合 得 出 8" , 即 8” = 4*。 民 ,这 里 复合 运算 的 具体 表 
达 式 为 
B*(y) = supl 4 {x) A R(x,y) | 
= sup[ 4 (x) A Rzf4dfz],Bty) (7E 的 . {3-12) 
这 样 就 求 出 了 最 终 管 案 8*， 
3.2.2 模糊 椎 理 的 三 1 算法 


加 多 年 来 虽然 有 不 少 学 者 提出 过 不 同 于 CRI 算 法 的 模糊 推理 算法 ,CRI 算 法 自 
身 也 有 各 种 变形 与 发 展 { 参 看 文献 [8] ~ 【 李 ]) ,但 都 采取 了 复 台 运算 这 一 步 . 那 么 
为 什么 要 采取 复合 运算 呢 ? 似 乎 至 今 没 有 一 个 令 人 满意 的 理由 .因为 蕴涵 算 子 怡 好 
是 与 推理 相配 的 ,所 以 利用 某 种 蕴涵 运 算 把 4 一 8B 转化 为 模糊 关系 这 一 想法 是 好 
的 .可 惜 CRI 算 法 向 有 沿 此 思路 走 下 去 .事实 上 ,由 (3-9) 式 求 出 的 中 ”可 以 看 做 是 
在 已 知 4 -= 8 的 前 提 之 下 ,由 4" 推导 出 来 的 ,这 里 自然 应 当 把 A 一旦 ”考虑 进 
来 , 即 同样 利用 蕴涵 算 子 (比如 Rz) 把 它 转 化 为 另 一 个 模糊 关系 
R(x,y) = RetA* (x) ,BOVE I E Xx DD. 
这 里 对 于 每 一 对 阅 定 的 (x,y) ,R(x,Y) 表示 了 4" 一 B" 的 真实 程度 .自然 希望 这 
种 真实 程度 越 天 越 好 .但 4 一 B* 义 是 在 A 一 8 的 前 提 之 下 提出 的 ,所 以 应 当 要 
求 
(ACx) — BIY)) > (A (tx) — B* (CY)) (3-13) 
的 值 越 大 越 好 . 
注意 ,(3-13) 式 中 有 三 重 蕴涵 关系 .二 I 算 法 正 是 基于 这 种 分 析 提 出 的 . 
以 下 分 别 用 .有 1, 站， 表示 天 ,了 ,… 上 的 模糊 集 的 全 体 . 当 (3-13) 式 中 
的 A,4” 扎 .TC) ,以 及 BE .9XUY) 都 已 知 时 ,了 中 后 (3-13) 式 取 得 最 大 值 的 
8” 显 热 是 有 的 ,比如 ,由 Rzy(a,4) 关 于 4 递增 知 ,在 Y 上 取 常 秆 1 的 .了 中 的 最 
大 上 集 1 就 使 (3-13) 式 取 最 大 值 . 如 果 采 用 其 他 的 蕴涵 算 子 , 如 卢 卡 谢 维 奇 {J. 
Lukasiewicz) 蕴涵 算 子 Ri : 
a—"b=Riab)= (ag + 二) 内 上 ， {3-14) 
或 可 德尔 蕴涵 算 子 a: 


Dm Zadeh LA.The concept of linguistic variable and ils applicaliun to approximate reasoning. 
lnform Sci, i995, (B);190 ~ 240. 
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a—b= ola,b) = 人 5 机 


或 根 思 - 融合 {Gaines-Rescher) 的 薄 涟 算 子 Ren: 


a b= Ratesd) = (< (3-16) 
等 , 则 由 和 和 上 时 (ab 在 这 些 算 子 作用 下 的 值 都 等 于 | 证 知 ,在 13-13) 式 中 令 
8”= ty， 则 (3-13) 式 的 值 达 到 最 大 值 1. 但 这 个 1y 不 是 所 需要 的 .事实 上 ,这 个 1， 
代表 了 恒 真 命题 ,无论 怎 么 改变 (3-131 式 中 的 4 ,号 与 4 ,1y, 总 使 (3-13) 式 达到 最 
大 值 . 换 句 话说 ,这 时 (3- 13) 式 所 以 取得 最 大 值 并 非 建立 齐 前 提 4 一 B, 以 及 给 定 
的 4” 的 基础 上 .所 以 应 当 寻 求 2 7) 中 能 使 43-13)》 式 取 最 大 值 的 最 小 可 能 模糊 集 
8* ,这 种 B* 才 是 恰好 在 已 知 4 一 B 时 由 4A” 推出 的 那个 模糊 集 .这 是 三 1 算法 的 
另 一 个 基本 思想 , 即 有 下 面 的 原则 . 

三 I 原则 设 届 ,了 是 非 空 集 ,4,4 7 扎实 (和 ,BE .FD , 则 (3-9) 式 中 的 如 
是 使 (3-13) 式 对 于 一 切 (x,y) € XX x 了 ,取得 最 大 值 的 .FF(Y) 中 的 最 小 模糊 集 呈 . 

根据 以 上 原则 ,如 时 采用 扎 德 的 冀 涵 算 子 Rz, 列 有 下 上 疝 的 定理 1. 

定理 1 设 X, 了 是 非 空 集 ,4,4” ED,BE .六 门 , 则 (3-) 式 中 8B8” 的 
算法 为 

吾 " 【7y) = Sup [A (Cx) A R(tA(x), BlY))] 《YE TY). 


Nt), atrD > 十 


(3-15) 


(3-17) 
亦 称 为 扎 德 型 三 1 算法 ,其 中 
E, = |#EXICd xz) < Ra(A(x), BLyY))!, 
注意 ,Rzta,a) = 1 一 般 不 成 立 , 即 a 一 a 不 必 等 于 1. 这 似乎 是 Rz 的 不 起 之 
处 . 它 还 会 导致 还 原 性 { 见 下 节 ) 不 成 立 . 卢 卡 谢 维 麻 算 子 明 具 有 和 较 儿 的 好 性 奈 , 但 
在 传递 性 方面 有 人 能 陷 . 所 以 引 人 在 若 于 方面 具有 较 好 性 质 的 算 子 R 包 ， 


1 ta < b), 
Rote, = { Vb (Cas bb. 
下 面 主要 使 用 到 涵 算 子 Bo. 


定理 2 设 X, 了 是 非 空 集 ,4,4" E 和 ,8 EE. 关 了 站, 则 (3-) 式 中 8" 的 
算法 为 


(3-18) 


B*(Y) = sup{ 4* (x) A BolACx), BOY)}] (yy € F, (3-19) 
亦 称 为 R 型 三 1 算法 ,其 中 


DD 王国 梭 , 模 类 推理 的 全 菇 涵 三 1 算法 .中 国 科 学 ,1999,E 撞 (1): 和 各 ~ 到 
久 ”王国 检 .修正 的 Kleene 系统 中 的 >，-{e- 重 言 式 ) 理论 . 中 国 科学 ,1998, 辑 (2):146 
~ 152 


， 844 ， 第 加 篇 模糊 教学 


E,= {xE EIA*(x)Y < RoCA(x)}, Br) (vy E 1. (3-20) 

将 (3- 147) 式 与 3- 12) 式 相 比较 可 见 , 用 三 工 算法 和 用 CRI 算 法 求 8* 时 , 取 上 

依 界 运算 后 的 表达 式 完 全 一 样 .但 (3-17) 式 中 * 的 变化 范围 比 13-12) 式 中 小 , 因 

而 ,对 于 每 个 yE 了 ,由 {3-17)7 式 求 出 的 吾 "{y) 比 由 (3-12) 式 求 出 的 8*(y) 要 小 . 
从 而 按 最 小 性 原则 可 知 ,{(3-17) 式 的 结果 较 (3-12) 式 为 优 . 


3.2.3 关系 再 现 算法 


在 上 一 小 节 已 经 看 到 , 扎 德 的 CR1 算 法 除了 在 原理 上 有 缺陷 外 ,其 村 算 结 果 也 
不 是 最 优 的 . 它 的 另 一 个 不 足 是 当 4” = A 时 ,B88*” = 五 一 般 不 成 立 , 即 CRI 算 法 不 
是 还 原 算法 ,或 按 文献 [ 12] 的 术语 ,CHI 算 法 不 是 关系 再 现 算法 .本 节 讨 论 三 工 算法 
的 还 原 性 问题 ,首先 将 三 I 算法 推广 用 于 模 和 类 拒 取 式 (fuzzy modus tollens, 莘 称 FMT) 
的 情形 .FMT 的 一 般 形 式 为 


且 给 定 a* 《3-21) 
求 A* 
其 中 4,4* 与 吾 , 号 ” 仍 分 别 是 工 与 了 上 的 模糊 集 . 有 如 下 原则 和 定理 . 

三 IFMT) 原则 设 开 ,了 是 非 空 集 ,AE 天 (电量 所 下 ， 刚 (3-21) 式 
中 的 4" 是 使 43-13) 式 对 于 一 切 (x,y) E 区 x ,到 得 最 太 值 的 .ZTX) 中 的 最 大 模 
糊 集 . 

定理 3 [Ro 型 三 IFMT) 算法 ) 设 X,Y 是 非 空 舍 ,A4 E€ (有 ,8,B" € 
CF), 则 (3-21) 式 中 4* 的 算法 为 

A (x) = inf [ B* (y) V Ro (ACx), BIyY))] (x € X). (3-22) 


其 中 
E= Iy€E YI B*(y) < RoCAC(x), BOCY))! (x € XX). (3-23) 
在 很 纶 的 条 件 下 ,对 于 FMP 和 FMT 而 言 ,三 1 算法 都 是 关系 再 现 算 法 . 
定理 4 设 4 是 芋 上 的 正规 模糊 集 , 即 有 知 E ,使 A(tx0) = 1, 则 BB 型 三 I 算 
法 是 关系 再 现 算法 . 即 若 (3-9) 式 中 4* = 4, 则 8* = 8. 
定理 5 设 B 是 Y 上 的 正规 模糊 集 , 即 有 yo E 了 ,使 Bfyo) = 0, 则 Ro 型 三 
FMT) 算法 是 关系 再现 算法 . 即 若 (3-21)} 式 中 8B8” = 8B8, 则 4* = 4. 
顺便 指出 , 按 CRI 算法 ,FMT 的 运算 结果 为 
"fr)] = sep[ 3 (y) A Rzf 4tx), 吕 (7))]， (3-24) 
(3-24) 式 与 (3-22) 式 相 去 其 远 . 考 虚 一 个 很 简单 的 情形 , 令 六 = YY = [0,1],A{x) 
= xtx EX), By) = BY) = yO(Y € 站 ,这 时 由 (3-18) 式 ,可 求 出 
AT(x)} = x Vx =xV (1- x), 
并 不 还 原 为 x, 而 且 这 时 但-13) 式 成 为 
(x yy)— (xV x 一 了 )， {3-25) 
它 一 般 都 不 取 最 大 值 , 甚 至 当 * = y = 0 时 , 它 的 值 等 于 0. 吕 见 CRI 算 法 在 FMT 的 
情形 是 不 可 取 的 . 


3 ”应 用 举例 + 845 。 


3.2.4 支持 度 理论 


三 1 算法 的 另 一 个 优点 是 可 以 被 方便 地 推广 为 a 三 I 算法. 事实 上 ,要 求 (3-13) 
式 对 于 一 切 {x,y) EE 工 x 了 部 壬 于 1, 可 以 理解 为 要 球 4 -> 只 对 4” -下 ”全力 支 
持 . 设 e 毛 [0,1], 上 述 要 求 可 以 一 般 化 为 要 求 

(CACx}— BCOY}I} —r (CACx) + Biy)} 0 {3-26) 

对 于 一 切 (x,y) 都 成 立 . 

站 三 TI 原则 设 碟 ,了 是 非 定 集 ,A,4' E FUX),BE 7), 册 (3-9) 式 的 
解 8* 是 使 (3-26) 式 对 于 一 切 (x,y) E 让 x 了 Y 都 成 立 的 ,FLY) 中 的 最 小 模糊 集 . 

相应 地 ,定理 2 可 以 推广 为 下 面 定 理 . 

定理 6 设 X,Y 了 是非 空 集 ,4,4* 世 玉 和 0,B* EE LY), 则 (3-9) 式 的 a 解 电 * 
的 算法 为 

Bb"{y) = SR LA (x) A RAtx), By)) Am (yyE DD. 


(3-27) 
亦 称 为 Be 型 a 三 I 算法 ,其 中 EE 的 会 义 同 (3- 加 ) 式 ; 
= ls€ YA() A Ro(A(x), By > al (yE ND. (3-28) 
当 ea = 1 时 ,(3-27) 式 中 的 a 不 起 作用 , 且 因 
K = suppl A (x) A Ro( A(x}, BCY))], 
x 七 到 仆 琴 也 可 用 x © 名 代替, 可见 这 时 (3-27) 式 转化 为 (3-19) 式 .所 以 定理 6 
是 定理 2 的 一 般 化 形式 ， 

关于 FMT 的 一 般 化 ,有 如 下 原则 和 定理 . 

必 三 IFMT) 原则 设 夺 .了 是 非 空 集 ,4 EE 和 ,8B,8" EE (CY), 则 (3-21) 
式 的 e 解 4* 是 合 (3-25) 式 对 于 一 切 (x,y) E 三 x 了 都 成 立 的 .天 (T) 中 的 最 大 模 
糊 集 . 

定理 7 设 丰 ,7 是 非 空 集 ,4 E F828" 了 站), 则 (3-21) 式 的 a 解 4* 
的 算法 为 

4 (x)= i [如 (7) Y Ro (ACx), BCY))] Vo (x€E XX). 


(3-29) 
亦 称 为 Ba 型 a 三 HFMT) 算法 ,其 中 E, 的 含义 同 (3-23) 式 ; 
= fyE YI B'(yY)Y Ro (ACX), BOY)) < el (xE X). (3-30) 
定理 3 是 定理 了 当 a = 1 时 的 特例 . 
支持 度 概 念 还 可 以 一 般 化 而 用 于 同一 论 域 上 的 任何 模 幅 集 之 间 . 
定 多 1 设 开 是 非 空 集 ,4,B 二 安 (X), 则 称 
a = inflAtx)— B(x}1lx 人 EY (3-31) 
为 4 对 的 支持 度 , 记 作 sust(4,B8) = a. 
定 文 1 中 的 A(x)} 一 B(x) 可 异 助 性 何 奖 涵 算 子 去 计算 .如 , 当 使 用 算 子 望 时， 
称 相应 的 支持 度 为 R 型 支持 度 等 ， 


846 : 第 加 篇 模糊 数学 
Ro 型 支持 度 具 有 一 定 意 义 下 的 传递 性 ， 
定理 3 设 工 是 非 空 集 ,4,5,C EE .F(X). 如 果 所 型 支持 度 


sust(4,B) = a > 十 ，sust(B,C) = B > 省， 


则 Rn 型 支持 度 
sustf 和， 人) oA. 

注意 ,如 果 采 用 卢 卡 谢 维 奇 蕴 涵 算 子 kr , 则 相应 的 支持 度 不 具有 传递 性 , 即 定 
理 8 直 成立, 这 是 算 子 BR 的 一 个 不 足 之 处 ， 

Bw 型 支持 度 具 有 如 下 性 质 ，; 

定理 3 设 X 是 非 空 集 ,A,B,4,, BE€ F(X)Y(iE 了 中), 则 有 

1 sustt 开机 B) = A sustt di, B). 

2 suat( df， AB) = Asust( A, 8.). 

设 ,了 是 非 空 集 ,8,B EE ,CO EPGE DAE PIIx N,N 

和 凶 sust( A VB 一 全 Cc) 三 A sust( A, B 一 全 人 ©) ' 

中 sust( 4, BAC) = PAR BB 0). 


3.2.5 5-(a- 重 言 式 ) 理 论 


为 适应 模糊 命题 演算 的 需要 ,引信 一 种 形式 演绎 系统 ,YY .这 里 仅 涉 及 它 的 诺 
尾部 分 ， 

定义 2 设 83= 1p,p… ,RS) 是 由 3 生成 的 ( ,VY ,一 ) 型 自由 代数 , 则 称 
FP{ S) 的 元 素 为 命题 或 公式 , 称 $ 中 的 元 素 为 原子 命题 或 原子 公式 . 

定 党 3 设 映射 we: (SS) 一 [0,1] 基 让 ,VY ,一 ) 型 同 坊 ,这 里 [0,1j] 是 区间， 
即 当 a, BEDO,U 时 ,J oa= a ,a b= mo,b), arb= Rta,b),M 和 5 为 F(S) 
的 一 个 购 值 . F(S) 的 全 体 髓 值 之 集 记 作 吕 .对 于 F(S) 中 的 公式 4, 也 称 vtA) 次 4 
的 赋值 . 

由 RS) 是 自由 代数 可 知 ,下面 的 命题 ] 成 立 . 

命题 1 设 ww:5 一 [0,1] 是 性 一 映射 , 则 存在 FL5) 的 唯一 赋值 w: F(S) 一 [0， 
1], 使 v 是 ww 的 扩张 . 称 为 由 ww 生成 的 Ft5) 的 赋值 . 

定义 4 设 AE FS), 了 CN,aE(0,1j, 如 果 对 于 每 个 uS©, 恒 有 bv( A) a， 
则 称 4 为 五 [wo- 重 言 式 }. 

当 卫 = 有 ,上 有 ==1 时 , 荆 (o- 重 言 式 ) 就 是 重 言 式 . 

{a- 重 言 式 ) 理 论 即 部 分 赋值 理论 ,只 要 适当 选取 ,就 可 将 模糊 推理 纳 人 于 
多 值 逻 辑 框架 之 中 ,事实 上 ,可 把 (3-13) 式 抽象 化 为 

P=(p*p2) > (py pa). (3-32) 

由 于 pti=1,2,3,4) 可 以 各 自 独 立 赋值 ,所 以 (3- 32) 式 中 的 P 不 是 重 育 式 ,也 不 是 

a 重 言 式 , 但 适当 选取 只 的 子 集 了 后 ,就 可 使 一 般 的 Bo 型 三 IT 算法 问题 成 为 求 
三 并 使 严 成 为 了 (ae- 重 言 式 ) 癌 题 . 

定 灾 S 设 阅 ,是 非 空 集 ,4,4 EPR(X), 28,8 EP),EFE=(4,8:A", 


3 ”应 用 举例 + B47 : 


BB ). 定 车 = wot Ex 7): SL0,11 为 
vo{ pi) = ACx), gol pa = 有) pol pa} = A (ry, 


wtp = BlyY), vtp) =0 (n=5,6,.)., {3-33) 
以 zt 区 ,x ,7 ) 记 由 wo 生成 的 下 的 赋值 .定义 
EE {iv E, x, yl(xr, FEXx 了- (3-34) 


利用 定 僚 5 就 可 把 模 燃 推 理 从 语 交 角度 销 人 了 于 还 苍 杠 笛 之 中 ， 

定理 10 设 X, 了 昨 非 空 集 ,4,47 所 融 开 ) ,BEF(T), 则 (3-9) 式 的 a 解 就 是 
.1 了 站) 中 使 (3- 抽 ) 式 的 了 成 为 于 Ca- 重 言 式 ) 的 最 小 模糊 集 8B" ,这 里 = 2(E),E 
= {A,B 4" ,8B*) .及 设 AET),B ,B87 EF(N), 则 (3-21) 式 的 a 解 就 是 .F(X) 
中 使 (3-32}) 式 的 PP 成为-{a- 重 言 式 ) 的 最 大 模糊 集 4 ,这 里 了 = BCE),E=t{4， 
BA*,B"). 

3.2.6 多 条 规则 的 模糊 推理 


具有 多 条 推理 规则 的 模糊 推理 (3-8) 式 可 以 归结 为 问题 (3-9) 式 .一 般 先 利用 
习 积 方法 把 (3-8) 式 化 为 


已 知 A > BB 
4 一 一 一 ~ 下， {3-35) 
且 给 定 4， _ 
求 Bb* 


求解 (3-35) 式 有 两 种 常见 的 途径 ; 

第 一 种 途径 是 先 分 别 利 用 4 一 上 B 与 4* 求 得 中 间 结 果 ,i = 1,2,…,n, 然 后 
把 这 n 个 中 间 结 果 育 合 为 最 终结 果 B*. 布 克利 (Buckley) 等 称 这 种 方法 为 FITA 
(hrst infer then aggregate) ， 

第 二 种 途径 是 先 拒 {3-35) 式 中 的 ”条 规则 育 合 为 一 条 超 规 则 4 有 .然后 利用 
给 定 的 A' 求 得 8* . 布 克 利 等 称 此 为 FATI(first ageregate then infer) ,并 称 FATI 是 不 
相 容 的 , 即 当 4* 等 于 某 4 时 ,中 "不 等 于 恕 .但 其 证 明基 鲁 误 的 中. 

事实 上 ,在 一 定 意义 的 祭 合 之 下 FATI 与 FTTA 都 可 以 是 相 容 的 ,而 且 在 三 1 算 
法 之 下 二 者 是 等 价 的 ， 

定义 6 设 X,Y 是 非 空 集 , ,A EPF(CX),BE.FCY), T=1.2,…,n; 则 {3- 


35) 式 的 FIT4 型 解 8* = V Ci, 这 里 人 为 


已 知 ”4 B, 
和 县 给 定 4" _.. 
求 人， 


TD Buckiey |], Havashit Y. Fucay input-outpul conumollers ar universal approxirtntors Fuzzy Sets and 
System ; 19931 58) :273 ~ 278 
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的 解 ， EF 二 ,= 1,2,.* ,RR. 
定 当 了 设 X,Y 是 非 空 集 , 机 ,A" EF Xx), Be Yt 一 1 ,之 ,…， 上 ,出 (3- 
35) 式 的 FATI 型 解 8" 是 (1 门 中 使 


Rx) (A Cs)rB" (Cy)) = |， (3-36) 
对 于 一 切 (x,y)E Xx 了 和 恒 成 立 的 最 小 模糊 集 , 其 中 
R(x,y) = VRo(Ai(x), B(y)). (3-37) 


由 昔 江 算 子 Bo 的 性 质 容易 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 11 FTTA 算法 与 FATI 算法 是 等 价 的 , 即 当 机 ,号 与 4 给 定时 ,由 定义 6 
与 定义 7 算出 的 8* 相等 . 

求解 (3-35) 式 的 另 一 种 方法 是 在 4' 与 各 机 ,i=1,2,…,n, 之 间 引 进 降 离 或 贴 
近 度 等 概念 ,然后 给 定 阀 值 让 4* 激活 (3-35) 式 中 的 某 一 条 或 某 几 条 规则 ,并 与 它 
们 一 起 去 计算 B* 包 ,又 半 于 (3.35) 式 中 规则 的 聚合 问题 ,也 可 以 先 分 组 育 合 括 再 
将 各 结果 进行 阳 侣 名 . 
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使 用 说 明 ;1, 二 索引 收 最 了 本 疮 正 文中 十 黑体 排 印 的 大 者 分 术语 。 
2. 术 语 佑 第 一 字 的 读音 按 汉 语 袖 音 字母 才 颜 序 排 列 。 和 如 果 拼 音 相 同 , 根 
据 音 调 , 按 醒 平 、 阳 平 ` 上 上 声 、 去 声 .轻声 的 次 序 排列 。 如 果 音 和 音调 也 


相同 , 按 总 笔画 数 排 列 。 


3, 以 条 号 .数字 或 字母 起 首 的 术 话 , 按 符号 .数字 、 桩 本 字母 .希腊 主 母 的 
顺 库 ,分 别 集中 排 在 以 汉字 起 首 的 术语 前 面 , 其 中 字母 俯首 写字 母 按 


字母 的 上 序 排列 。 


4. 以 数学 家 译名 为 首 的 术语 { 例 和 如, 傅 时时 变换 ), 依 详 各 按 充 宇 的 排 法 


5. 术 语 后 面 的 孝 衬 ,表示 该 术语 出 现在 本 书 宁 的 页 码 。 


以 符号 数字 起 首 的 术语 


《0 1 规范 化 700 

《4 , 吾 ) 不 恋 于 空间 509 
“协调 "策略 558 

0-1 规划 307 

14 集 定理 829 

1 型 模糊 集 815 


以 拉丁 字母 起 普 的 术语 


AC 定 阶 法 #635 

sp 准 刚 的 5 

BAM 网 络 { 异 联想 记忆 网 络 ) 791 
BP 算法 363,773 
Bihimann-Swraub 模型 ”199 
Bahimann 模型 198 

Ca 空间 830 

CR 模型 ”138 

CI 空间 830 

CRI 算法 342 

DP 算法 246 
PF 的 上 检验 条 


廿 阶 积 整 序列 字 7 

FI 定 脐 法 636 

FTE 准则 637 

FR 方法 248 

GRC 方法 264 

8(4) 单 位 区 间 832 

上 所 [4 完全 正则 空间 832 

Hachemeiater 回 扫 模型 ”201 

HIM 模型 129 

上 统计 量 27 

IBNR 准备 金 ”204 

K-T 吉 251 

LBG 算法 {修正 Loyld 算法 ,K 平均 算法 ) 
766 

上 模 籁 (左右 ,双边 ) 理 想 8326 

上 L 模 精 共 因子 群 B25 

上 模糊 关系 321 

工 模糊 和 矩阵 823 

上 模糊 同 余 关系 ”B24 

上 模糊 拓扑 ”828 

上 模糊 线性 子 空间 弛 7 

三 模糊 子 代 数 824 

上 模糊 子 环 826 

也 模 燃 子 群 825 


”8S0O ， 经 济 数学 卷 


LF 拓扑 空间 828 a 三 [原则 345 
上 型 扎 德 映射 ”813 «网 833 
二 值 下 半 连 续 函 数 829 8 系数 112,113 
MF 约束 规范 250 全 对 冲 121 
MIMO 上 层 网 络 757 < 次 梯度 法 ”297 
MISO 上 层 网 络 757 s 上 广义 梯度 282 
MLFM( 多 层 前 向 神经 网 络 ) 757 s 核心 ”704 
MPS 投入 产 出 表 400 六 可 加 测度 818 
入 积分 820 4 水 平子 群 825 
PRP 方 法 248 1 下 吸收 集 834,835 
Ru 区间 846 (er 重 言 式 ) 846 
Ro 型 a 三 1 算法 845 v 的 正规 子 群 826 
Ro 型 三 1 算法 843,344 “乘积 823 
26 以 汉字 起 首 的 术语 
RGLS 622 
RIY 620 入 
pd 8 阿 罗 - 德 布 鲁 一 般 均 衡 模型 ”50 
RO 算法 (随机 优化 算法 ) 765 a 
a 二 
按 资 分 配 100 
Sigmoid 函数 758 B 
SNA 投 人 产 出 表 401 
SOFM 神经 网 络 ( Kohonen 神经 网 络 ) ed ™ 
92 半 光 滑 302 
Ti 空间 830 保费 定价 原理 ”197 
UD 分 解 617 保 真 度 731 
UY 表 法 ”427 贝尔 冯 方 程 527 
VN-M 解 ”704 贝 诺 特 次 微分 294 
WLS 599 背包 问题 “329, 370 
WRLS 604 人 迟 ( 乘 ) 数 和 拓 

比 便 年 金 182 

以 希腊 字母 起 普 的 术语 闵 包 828 

闭环 系统 的 可 辨识 性 ”638 
a-Y 滤波 器 572 闭 映 射 ”255 
oe 滤波 器 ”571 闭 远 域 829 


索 引 。 851 - 


庇 隆 - 弗 罗 储 纽 斯 要 1I44 产品 市 场 139 
边际 消费 反问” 臣 产业 关联 法 “399 
编码 346,731 常 和 对 策 700 
编码 误差 731 常 增益 卡尔 曼 滤 滤器 人 委 1 
变 长 分 组 码 732 超出 值 704 
变 长 码 731 超额 需求 向 量 ”1 总 
变异 346 超 可 加 性 699 
辨识 实验 设计 638 超 微 分 291 
标准 极 小 集 ” 833 笑 积 空间 83] 
波幅 119 乘积 模型 205 
不 变 愉 格 424 乘积 拓扑 831 
不 定期 问题 354 惩罚 攀 数 343 
不 动 点 定理 276 持续 激励 ”600 
不 可 识别 ”36 冲击 {新生 ) 基 全 
不 可 微 优化 ”273 抽 千 代数 系统 168 
不 可 微 优 化 算法 294 传递 闭 包 823 
不 可 行 分 解法 651 传递 晤 数 463 
布莱克 - 索 尔 斯 方程 119 传递 图 数 矩 阵 464 
布莱克 - 索 尔 斯 公式 ”120 传输 速率 750 
布 兰 德 原则 217 传输 误差 概率 ”751 
布 劳 威 尔 不 动 点 定理 81 传 信 率 ”748 
步 长 ”294 纯 部 门 、407 
部 分 调节 26 纯 策 略 85 
部 分 赋值 理论 。 846 纯 交 换 经 济 的 均衡 配置 ”名 
部 分 杠 套 信息 结构 ”573 纯 交 换 经 济 均衡 配置 的 存在 性 ”中 
部 门 联系 平衡 法 399 次 和 ' 宝 间 8330 

c 次 梯度 法 296 

次 微分 “21 

财政 政策 163 Dp 
残 差 586 
策略 355 大 范围 一 致 浙 近 稳定 570 
策略 等 价 699 大 系统 绪 构 645 
策略 集 ”683 大 系统 的 模型 简化 ”648 
策略 空间 迁 代 法 ”359 代 际 公平 160 
差分 平稳 过 程 ” 短 代数 等 价 系统 ”467 
产 出 399 带 有 稳定 性 的 十 扰 解 耘 513 
产 出 结构 146 单纯 形 法 ?16 
产品 部 门 、423 单 利 (简单 利息 ) 176 


产品 忆 给 函数 了 单位 递减 年 金 。 182 


” B32 * 


单位 递增 年 金 ”182 
单位 根 检验 艺 
单位 期 初 年 金 179 
单位 期 末年 金 ”178 
倒数 罚 电 数 “254 

德 宾 - 活 森 检 验 10 
统计 量 10 

等 价 闭 包 823 
等 价 鞠 测度 117 

迪 尼 导数 ”293 

地 区 间 投 入 产 出 模型 ”435 
地 区 投入 产 出 模型 ”430 
弟 归 系统 委 
递 阶 结 构 ”645 
递 阶 榨 制 ”后 1 

递 推算 法 597,604 

第 二 可 数 公 理 830 

第 一 可 数 公理 ”330 
调节 系统 497 

选 代 294 

委 期 望 律 30 

定 长 码 731 
定 长 分 组 码 732 
定常 系统 569 
定 解 条 件 524 

定量 双方 极 值 原理 ”552 
定量 微分 对 策 552 
定期 生存 保险 189 
定期 死亡 保险 1 号 
定期 问题 354 

定性 双方 极 值 原理 557 
定性 微分 对 策 556 
定性 应 变量 特 
丢 琵 图 方程 ”1 的 
动态 ( 自 回归 ) 模 型 25 
动态 补偿 器 ”497 
动态 大 系统 的 | 

动态 库存 问题 389 
动态 列 昂 赐 夫 投入 产 出 模型 


经 济 数学 卷 


动态 输出 反馈 ”493 
动态 梯度 下 降 算 法 781 
动态 投入 产 出 模型 ”441 
动态 投入 产 出 优化 模型 ”455 
动态 投资 组 合 。 130 
短期 利率 126 

断 尾 变量 50 

断 尾 回归 爷 

断 尾 样本 0 
队 决 策 问 题 672 

队 论 672 

对 策 ”582 

对 策 论 581 

对 冲 ”121 

对 偶 ”222 

对 惕 变量 222 

对 企 单 纯 形 法 223 

对 恬 基 本 可 行 解 223 
对 偶 原 理 473 

对 个 整数 荐 平面 318 
对 侦 子 规划 327 

对 数 单 位 和 
对 数 罚 函数 ”254 

多 尽 递 阶 结 构 ”6456 

儿 级 弟 阶 结构 ”647 

儿 阶 段 决 策 间 题 “354 
多 面 凸 集 215 

多 目标 规划 ”232 

儿 项 式 河 后 28 
坦 重 z 变 搞 171 

儿 重 递 阶 结构 ”645 
多 重 共 线 性 15 

儿 重 拉 普 拉 斯 变 撞 171 


E 


二 叉 树 模型 115 

二 次 规划 问题 249 

二 次 性 能 指标 ”536 

二 次 最 会 调节 北 问 题 547 


二 次 最 优 调节 器 频 域 条 件 546 
二 次 最 优 反馈 增益 和 所 阵 539 
二 段 最 小 二 系 法 “40 

二 阶 必 要 条 件 244 

二 阶 充分 条 件 244 

二 要 察 几 部 门 模型 ”90 

二 元 对 称 信 道 。746,747 

二 元 码 ”731 


罚 应 数 ”274 

罚 冰 数 法 23 

翻 码 器 ?744 

攀 表 定理 832 

反馈 控制 384 

反 向 追踪 ”371 

非常 和 对 策 700 

非 负 特征 向 量 144 

非 光 滑 方 程 组 303 
非 合 作对 第 594 

非 基 指标 集 214 

非 经 典 信息 模式 ”645 
非 均 衡 模 型 如 

非 劣 解 237 

非 实质 性 对 策 699 

非 系统 风险 113 

市 场 风险 ”112 

非 线性 动态 多 部 门 经 济 系 统 ”144 
非 线 性 互补 274 

非 线 性 静态 供求 平衡 系统 “140 
非 线 性 静态 投入 产 出 模型 148 
非 退 化 的 基本 可 行 解 214 

费 希 尔 信 息 秆 阵 603,639 

分 布 滞后 预期 模型 多 
分 层 排序 苇 23%6 

分 解 311,337 

分 抉 递归 机 

分 配 系数 415 

分 散 结构 645 


索 


号 。853 ， 


分 散 解 ”669 

分 散 控 制 ”665 
分 散 控制 器 669 
分 散 确 定性 控制 
分 数 制 平面 315 
分 支 定 界 法 ”312 
分 子 828 

分 子 格 812 
分 子 网 829 

分 组 码 331 
风险 110 

风险 报酬 1I0 
风险 的 市 场 价 格 110 

风险 函数 759 

风险 容忍 度 111 

风险 厌 亚 系数 1 

久 险 中 狂 定价 序 理 16 
风险 中 性 概率 测度 116 

党 ' 诺 全 曼 射线 ”101 

汉 : 诺 仇 曼 生产 活动 分 析 模 型 ”141 
弗 利 芯 - 约 坦 必 于 性 条 件 ”288 
复合 不 可 微 优 化 302 

复合 系统 677 

复 利 176 

复 相 基 系数 15 

负 梯 度 法 ”244 

赋值 846 

覆盖 ”337 


6066 


概率 单位 4 

概率 项 数 730 

概率 着 积 390 

于 抗 补偿 499 

干扰 解 艳 ”508 
感应 度 系 数 417 

杠杆 效应 ”121 

高 斯 -马尔 可 去 定理 6 
可 管 尔 草 涵 算 节 822,842 


， 8S4 ， 


割 平 面 算法 297,314 
割 平 面 法 314 

割 约束 ”314 
个 性 合理 性 ”701 

根 思 - 瑞 舍 的 草 洱 算 子 843 
跟踪 系统 497 

更 新 费用 函数 390 
工具 变量 法 ”站 
公平 价格 122 
供给 比较 药 态 分 析 74 
共 示 次 梯度 法 ”298 
菇 二 梯 度 算法 ”247 
古典 Bihlmann 模型 19% 
固定 包 项 式 668 
固定 模 568 

关联 度 772 

关联 平衡 法 ”的 1,655 
关联 逢 测 法 #651,653 
关联 约束 65] 
关联 子 系 统 651 
关系 再 现 算法 ”344 
关于 4 的 商 群 8325 
观测 器 ”494 
观测 上 等 效 33 
惯 姓 学 习 算 法 764 
广 尺 动态 系统 141 


上 六 极 大 工 模糊 左 ( 右 ,双边 )} 理 想 


826 
广义 虐 约 辊 度 法 264 
广义 牛顿 法 ”303 

广义 特征 方程 “143 
广 尽 信息 量 730 

广 祥 转 归 704 

广 六 最 速 二 降 法 295 

广 交 最 小 二 乘法 11 
规格 化 项 好 1 
国民 经 济 核 算 栖 系 ”339 
国民 经 济 平 衡 表 体 系 ”399 
国民 经 济 账户 栖 系 ”400 


经 济 数学 卷 


过 度 识别 38 
H 


哈密 顿 函 数 ”524,528,666 
前 数 空间 壕 代 六 359 
汉 明 三 离 。732. 308 
汉 明 贴近 度 309 
豪 斯 多 夫 伪 路 离 809 
合理 预期 ” 妇 

合作 对 策 699 
何 - 李 模 型 ”L129 

核 707 

核 信 ”711 

核心 702 
横 截 条 件 524 
宏观 经 济 效 果 418 
后 部 上 段子 策 盯 355 
后 部 指标 明 数 356 
后 部 最 优 指 标 崩 数 356 
互联 数学 模型 ”657 
互信 息 723 

划分 精 ”340 

划分 系数 ”340 

回归 方程 4 

回归 模型 206 

回归 系数 15 
回归 元 和 

回归 什 4 

回 看 标价 期 权 ”124 
回 看 期 权 123 
混合 策略 684 
混合 法 657 
活 劳 动 消耗 。407.439 
货币 政策 163 


基 252, 名 7 
基本 动态 方程 池 
基本 着 平面 315 


3| . 和 六 全 和 


基本 可 行 解 214 
基 变 熏 ”262 

基 指 标 集 214 

吉 洪 诺 夫 定 理 ”833 
即时 码 732 

极 大 似 然 估计 628 
极点 214,464 
极点 配 秆 ”490 
极 方向 214 
极限 点 ”829 

极 小 集 ”833 
集结 法 5648 

集体 合理 性 ”701 
集 慎 映射 ”0,274 
几何 布朗 运动 ”119 
几乎 处 处 收藏 ”819 
计划 价格 424 
计价 单位 129 
计量 经 济 学 3 
加 权 汉 明 息 离 “808 
夹 角 余弦 法 ”836 
价值 ”736,749 
价值 函数 736 
价值 判断 准则 153 
价值 容量 函 玫 ”749 


价值 型 投 人 产 出 模型 407 
间接 加 对 数 系统 的 


间接 效用 函数 的 


间接 最 小 二 乘法 356 


检 错 751 

奖惩 系统 207 
交叉 分 解 算 法 327 
角 谷 不 动 点 定理 8 
阶段 ”389 

阶段 变量 354 
陀 段 指标 356 

阶 条 件 ”38 

结构 方程 33 


结构 稳定 的 综合 。 504 


结构 系数 ”34 

辣 构 性 变化 的 检验 ”19 
截取 回归 ”5] 

截 拓 扑 ”829 

解释 平方 和 6 

紧 致 码 736 

进 菇 ”218 

经 典 信息 模式 645 
经 济 控制 论 。 101 

经 验 风险 娩 数 {代价 函数 } 760 
经 验 风险 最 小 1 纳 原 理 (ERM》 760 
精算 现 值 (APY) 188 
净 保 费 准备 爹 ” 2 
净 产 出 价值 ”409 

净 输 人 758 

径 疝 基 国 数 (RHF) 759 
竞争 均衡 ”111 

苹 态 模型 403 
局 部 极 小 点 243 

局 部 利 普 荐 芯 旺 数 ”276 
克拉 克 店 攻 六 站 导数 ”277 
局 热 ”694 

局 外 支付 6509 

局 中 人 581 

拨 形 性 质 As4 

和 给 阵 对 迄 [时 
矩阵 里 卡 蒂 广 六 后 1 
聚 点 3829 

裹 合 中 | 

卷 积 码 ”732 

决策 355 

张 策 变量 355 

决策 集合 ”355 

饮 对 凸 工 模糊 梨 834 
绝对 值 指数 法 ”836 
均衡 价格 114 

均值 -方差 效用 也 数 10 


856 - 经 济 数学 卷 


K L 

卡尔 曼 滤 法 ”563 拉 格 朗 日 乘 数 法 “368 
卡 马 卡 算法 “229 拉 格 妆 日 对 但 原理 658 
开关 次 数 定 理 ”533 拉 格 朗 日 法 则 ”290 
开关 曲线 535 控 格 裔 日 函数 ”655 
开 环 可 辨识 性 ”501 拉 格 朗 日 松弛 问题 325 
开 环 控制 384 劳动 供给 琐 教 ”人 绍 
开 重 域 830 劳动 市 场 139 
考 虐 税收 时 二 要 素 多 部 门 模型 %4 劳动 投 信 产 出 模型 ”439 
柯 克 伦 - 奥 克 特 迭代 法 11 劳务 部 门 ”423 
可 复制 118 累积 函数 175 
可 计算 一 般 均衡 ”5 楼 方向 214 
可 计算 一 般 均衡 分 析 范 畴 138 离 基 218 
部 加 性 699 离散 大 系统 662 
可 识 虽 性 35 离散 时 间 随 机 大 系统 ”668 
可 信和 度 343 离散 时 间 线 性 系统 563 
可 信和 诬 居 计 198 离线 批 处 理 BP 算法 763 
可 行 点 ”249 离线 随机 梯度 BP 算法 ”763 
可 行 方向 “250 李 雅 普 诺 夫 函 数 ”674 
可 行 分 解法 ”651 .、 | 李 雅 普 诺 夫 函 数 法 673 
可 行 性 探 漳 ”11 李 雅 普 诺 夫 矩阵 代数 方程 545 
可 行 性 条 件 ”?01 李 雅 普 诺 夫 能 量 函 数 ”149 
可 行 域 214 里 卡带 方程 570 
克拉 克 靶 锥 ”283 里 卡 蒂 矩 阵 代 数 方 程 541 
克拉 克 广 义 梯 度 279 里 卡 蘑 矩阵 代数 方程 的 逼近 和 解 ”546 
克拉 克 广 兴 准 可 比 ”252 里 卡带 矩阵 微分 方程 537 
克拉 克 切 锥 ”283 历史 波幅 ”121 
控制 (或 输入 ) 向 量 465 利率 的 期 限 结构 ”126 
控制 分 布 短 阵 575 利率 衍生 产品 “126 
控制 系统 522 利润 最 大 法 出 ”72,137 
控制 约束 ”522,526 利息 力 17 
库 恩 - 塔 克 必 要 性 条 件 238 连通 集 332 
库 恩 - 塔 克 最 优 性 一 阶 必要 条 忻 251 连续 对 第 ”的 2 
快车 道 定 理 ”162 连续 年 金 181 
宽 平 稳 随 机 序列 589 连续 生存 年 金 ”189 
扩张 原理 810 连续 序 同 态 829 

联合 丧 ”723 


联 立 方程 模型 ”33 


引 * 857 ， 


联 立 性 检验 43 

联 立 性 偏 误 ”35 

联盟 ”699 

联想 记忆 ， 790 

两 大 部 类 产品 411 

两 基金 分 离 定 理 ”1% 

量 测 { 粮 出 ) 启 量 465 

量 测 方程 ”563 

量 测 矩阵 563 

量 测 峻 声 563 

置信 限 770 

列 昂 惕 夫 动 态 投 入 产 出 模型 85 
列 量 惕 夫 议 态 投 人 人 产 出 平衡 方程 140 
蛋 界 价格 123 

灵敏 度 分 析 225 

零点 464 

零 和 二 人 人 对策 683 

零 极 相 消 ”464 

零 息 债 券 ”1256 

流出 入 量 408 

卢 卡 谢 维 奇 董 涵 算 子 846 

鲁 棱 调节 理论 99,151 
鲁 棒 调 节 器 151,502 
污 泪 佑 计 565 

率 失真 的 数 740 

罗 森 (Rosen) 梯 度 极 影 算法 266 
逻辑 斯 带 上 曲线 4 


M 


马尔 可 去 估计 602 

马克 思 的 劳动 价值 论 100 
马克 思 最 优 境 界 100,155 
马 氏 链 ”3724 

马 氏 信 源 731 

码 731 

码 符 舍 731 

玛 字 731 

码 字 集 合 731 

买 权 118 


吉 权 118 

卖 权 - 买 权 平价 关系 120 
脉冲 响应 函数 ”50 
美式 未 定 权 益 118 
蒙特 卡 罗 法 342 

闵 可 兴 斯 基 上 距离 ”808 
名 疼 利率 177 

名 久 贴 现 率 177 

还 误 回归 54 

模糊 - 均值 素 类 算法 838 
模糊 测度 818 
模糊 测度 空间 3]18 
模糊 点 ”805 

模糊 度 ”807 

模糊 格 312 

模糊 化 ” 绊 1 

模糊 积分 819 
模糊 集 804 

模糊 控制 ”341 
模糊 粹 ”807 
模糊 数 { 严 数 ) 316 
模糊 推理 ”841 

模糊 拓扑 空间 828 
模糊 拓扑 绕 性 宝 间 ”834 
模糊 指标 ”807 
模糊 子 半 群 316 
模糊 子 集 804 

模拟 方程 “44 

模型 检验 ”640 
模型 结构 640 
模型 结构 辨识 的 3 
模型 噪声 563 

目标 规划 455 
目标 集 522,526 
目标 协调 法 #5651 


内 部 种 定性 ”704 
内 模 原理 502 


858 


内 生变 量 3 

内 生 滞后 变量 38 
能 观测 规范 形 “4 加 
能 观测 件 ”47 

能 检测 性 477 
能 控 规 范 形 478 

能 控 性 678 

能 控 性 子 空间 513 
氢 布 尔 函 数 342 

拟 平稳 随机 序列 589 
拟 微分 “291 
拟 可 微 函数 ”291 

遂 关 系 ” 骂 1 

道 问题 583 

道 序 动态 规划 方程 357 
逆序 对 会 对 应 ”305 
道 序 法 ”357 
逆序 状态 转移 方程 ”355 
年 金 【78 

年 均衡 净 你 费 191 
牛顿 算法 245 


| 


欧 几 里 德 ( 欧 氏 } 上 贴近 度 310 
欧 几 里 德 王 离 308 
欧式 未 定 权益 147 


P 


帕 雷 托 最 优 方 案 153 
帕 置 托 最 优 性 ”701 
帕 雷 托 最 优 100 
判定 系数 15 

庞 特 里 亚 金 极 大 值 厚 理 101,524 
陪 集 823 

侠 厨 原理 ”530 
批 外 理 算 法 597 

妨 好 关系 

偏 回归 系 数 ”15 
慷 相 关系 数 ”16 
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偏 序 集 ”232 
平凡 工 模糊 拓 朴 空间 828 
平方 和 分 解 5 
平衡 ”707 
平衡 工 模糊 集 834 
平衡 包 334 
平衡 点 695 
平衡 增长 轨道 144 
平衡 增长 速度 143 
平江 估计 565 
平均 价值 737 
平均 码 长 733 
平均 失真 度 739 
平均 条 人 忻 嫌 722 
平稳 ”290 

所 可 微 函 数 291 
平稳 系统 569 
平稳 性 绚 
评价 阔 数 法 235 
谱 分 解 ”593 


Q 


期 初生 存 年 金 190 
期 权 118 

期 望 支 付 684 

齐 次 BAM 网 络 792 
奇异 快速 控制 系统 530 
冶 异 摄 动 ” 649 

恰好 识别 ” 扫 

前 部 及 后 部 上 段子 策略 集合 355 
前 部 上 段子 策略 355 
前 部 指标 郴 数 ”356 

前 部 最 优 指标 函数 ”356 
前 定 变 量 3 

前 束 码 ”732 

前 向 运算 758 

强 = 核心 4 
强 耦 侣 模型 650 

强 容许 方向 ”260 


强 式 合理 预期 加 

求解 市 场 均 衡 点 的 第 一 代 算 法 87 
区 间 值 模糊 集 813 

区 而 值 集 813 

趋势 平稳 过 程 55 

去 模糊 ”341 

全 序 集 232 

梭 隔 数 808 

瓜 第 阵 ”789 

要 矢量 758 


R 


人 均 公 共 实 际 消 费 
容许 策略 117 
容许 策略 集 551 
容许 控制 ”522 
宛 长 度 736 
入口 分 布 724 
弱 硝 合 模型 650 
弱 平 稳 绊 

弱 式 合理 预期 ”3 扣 
弦 同 构 ”824 

弱 同 肛 ”329 

弱 同 态 824 

弱 拓 扑 不 变性 质 833 
葡 有 次 解 233 


168 


三 I 原则 844 
三 级 协调 法 ”662 
三 角 模 820 
沙 普 利 值 314 
商 空间 ”中 1 
商品 空间 玖 
商 序 同 态 831 
坑 率 736 
上 半 有 连续 ”274 
上 界 312 
土 图 284 


索 


引 | ” 8359 :+ 


摄 动 法 549 

摄 动 优化 ”290 

申 农 炉 ”719.,727 

神经 网 络 757 

神经 元 757 

神经 元 函数 758 

生产 函数 30.1 折 

生产 集合 33 
生产 可 能 性 曲线 方程 ”1 当 7 
生产 性 固定 资产 的 占用 系数 ”444 
生产 者 价格 424 

生存 男 数 ”i84 

生命 表 185 

胜 过 707 

莘 余 { 残 差 } 平 方 和 6 

失衡 59 

失真 度 739 

时 间 延 迟 问 题 387 

时 间 走 道 ”25 

时 间 最 优 控制 {快速 控制 } 528 
时 序 相关 ({ 自 必 | 关 } 9 

识别 问题 37 
实际 利率 ( 实 利率 ) 
实 贴 现 率 177 
实物 型 投入 产 出 模型 
实现 问题 486 
实质 性 对 策 699 
市 场 调 节 的 稳定 性 149 
市 场 投资 组 人 台 111 
适应 性 预期 模型 ”25 
适应 值 函 数 ” 346 
收 人 证 ”297 

收益 率 108 
收益 率 曲 线 ”126 
输出 调节 498 
输出 矩阵 ”563 

输出 向 量 563 
输 人 输出 法 63 
输入 输出 称 定 #76 


135 


403 


= 总 本 人 “= 


东方 法 298,300 

树 码 ”72 

树 形 图 313 
教 据 处 理 定理 724 
数学 期 望 719 

训 减 诬 546 

双 积 分 模型 快速 控制 534 
双 和 矩阵 对 第 696 

双 项 期 权 123 

水 平 集 284 
顺序 动态 规划 方程 357 
顺序 法 ”357 
顺序 状态 转移 方程 ”335 
斯 蒂 克 贝 格 策略 557 
斯 莱特 条 件 ”290 

斯 莱特 约束 规范 250 
死亡 力 184 

伺服 补偿 此 ”506 

伺 然 函数 ”625 

松弛 问题 311 

搜索 方向 294 

素 8327 

素 理 想 8327 

算术 平均 与 取 小 法 ”836 
算 子 R， 843 

随机 编码 指数 752 
随机 变量 719 
随机 道 路 问题 384 
随机 控制 序 ”202 
随机 牛顿 辨识 算法 625 
随机 生存 群 185 
随机 停止 时 间 问 题 388 
随机 消息 731 

损失 郴 数 759 


T 


汤 普 金 斯 - 维 艾 奥 修 正 算法 260 


套利 定价 ”116 
特异 期 权 ”123 
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特征 客 项 式 464 
特征 函数 “699 ,304 
特征 函 煞 的 互补 性 700 
梯度 校正 法 623 

梯 链 方法 ”204 

提供 信息 599 

条 件 方差 13 
条 性 互信 息 726 

条 件 期 望 。 565 
条 忻 业 ”722 

贴近 度 。 ”808,309 
贴现 函数 176 

贴现 价值 116 

凸现 因子 176 

贴现 俩 养 ”126 

停 损 序 203 

通信 误差 概率 ”745 
同方 差 性 12 
同类 性 产品 422 
统一 约束 ”344 

投票 对 策 ?14 

投入 399 
投 大 产 出 表 400 
投入 产 出 法 ”399 
投产 出 分 析 ”399 
投 人 产 出 模型 ”399 
投入 产 出 优化 模型 “451 
投资 系数 441 
投资 组 合 108 

最 小 方差 投资 组 合 108 
投资 组 合 边 界 ”109 
切 点 投资 组 合 110 
市 场 投资 组 合 。 111 
有 效 投 资 组 合 。 [09 
最 优 投资 组 合 110 
吓 包 834 

凸 函 数 的 次 微分 279 
牛 模 糊 集 815 
退化 的 基本 可 行 解 214 


托 宾 模 型 51 
WwW 


瓦尔 拉 斯 条 性 ”378 
瑟 东 垃 斯 一 般 均衡 模型 认 
外 部 稳定 性 704 

外 生变 量 33 

完全 劳动 消耗 440 
完全 能 观测 ”569 
完全 能 控 5609 

完全 消耗 系数 410 
完全 信息 法 ”各 

撤 分 对 策 问题 550 
微分 粹 729 

维 纳 滤波 ”563 

维 帮 费用 函数 ”360 
伪 补 ”805 

稳定 点 ”288 

稳定 集 304 
稳定 性 分 析 理 论 9%9 
稿 态 大 系统 全 | 

稳 太 卡尔 曼 滤波 器 570 
稳 态 增 访 ”和 71 

无 关于 艇 ”337 

无 记忆 信道 746 

无 记忆 全 源 731 

无 交互 作用 控制 ”514 
无 联合 生产 70 
无 坊 刁 计 565 
无 限 对 策 691 

无 限 记忆 滤波 器 568 
伍 尔 夫 简 易 既 约 梯度 算法 ”262 
物质 消耗 ”407 

误 善 概率 “7231 

误差 纠正 模型 


总 


吸收 工 模 糊 集 ”8334 
吸引 域 790 


引 : B61 : 


吸引 子 { 定 点 ) 786 
系统 辨识 。583.584 

系统 风险 113 

系统 模型 ”591 

下 半 连 续 274 

下 半 连 急 函 数 815 

下 降 方 向 ”294 

下 降 算 法 298 

现 值 176 
线性 动态 多 部 门 模型 ”140 
线性 二 次 暗 优 控 制 。”536 
线性 估计 565 
线性 时 变 模 型 597 
线性 时 不 变 模 型 ”594 
线性 搜索 程序 765 

线性 约束 优化 问题 249 
线性 整数 规划 307 
线性 支出 系统 68,136 
相对 差 商 344 
相对 成 本 向 量 216 

相对 闵可夫 斯 基 虑 离 3808 
相关 二 步 法 ”619,620 
相关 图 ”10 

相关 系数 6 

相关 曲 声 573 
相合 性 问题 26 

相依 系统 43 

向 量 布 裔 过 程 670 

向 量 自 回归 (VAR) 模 型 ”0 
消费 结构 146 
消费 可 能 性 曲线 方程 ”157 
消费 者 价格 424 

消息 上 集 745 

效益 函数 380 
效益 与 公平 “163 

效用 函数 56,135 
效用 最 大 法 则 人 名 ,136 
协调 变量 655 

协调 器 655 
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协调 增长 99 亚 式 期 权 123 
协 方差 重 调 612 严格 局 部 极 小 点 ”243 
协 积 ( 协 整 } 54 严格 优 超 ”687 
协 积 回归 58 严格 整体 极 小 点 243 
协 积 检验 58 要 素 带 求 函数 ”了 2 
协 积 向 量 续 一 般 均 衡 理 论 36 
协调 策略 558 一 步 最 优 预 测 怖 计 566 
新 创造 价值 ”407 一 阶 必 要 条 件 ”244 
新 息 586 一 致 完 全 能 观测 569 
新 息 过 程 ”567 一 至 完全 能 控 569 
信道 ”744 一 致 有 界 570 
信道 码 744 依 浏 度 pg 收 分 ”819 
信道 容量 747 . 移 位 算 子 环 169 
信和 辐 域 法 ”302 遗传 算法 34] 
信息 充足 599 遗忘 因子 法 ”609 
信息 量 719 异 方差 性 12 
信息 散 度 738 译 码 器 745 
信息 统计 738 引申 波幅 ”121 
信息 压缩 率 741 隐 校 举 法 ”321 
信 源 730 应 税 增加 值 166 
信 源 翻 码 731 应 用 一 般 均衡 理论 好 
们 源 译 色 731 影响 力 系 数 417 
信和 源 字母 集 730 永久 年 金 179 
售 噪 比 ”572 优 超 关 系 687 
性 能 指标 ”522,526 有 联合 生产 如 
匈牙利 法 334 有 有限 信 息 法 科 
由 正 RAS 法 426 有 效 点 ( 解 ) 233 
虚拟 变量 17 有 效 集 701 
需求 函数 ”658,136 有 效 集 方 法 256 
需求 集合 与 需求 映射 ”前 有 效 解 ”233 
序列 二 次 规划 方法 269 有 效 性 条 件 301 
序 同 态 812 有 效 约束 250 
选择 346 诱导 空间 829 
学 习 过 程 360 诱导 式 31 
循环 ”221 预报 误差 准则 ”629 
vy 预测 ”44 

预测 居 计 565 

庄 下 率 377 预 核 707 


雅 可 比 唯一 性 条 件 ”252 预期 超额 收益 率 108 


预期 收益 率 108 
闪 值 参数 ”758 

远 其 利率 126 
远 域 829 

远 域 基 330 
约定 价 118 
约束 优化 问题 249 


了 


在 分 子 a 处 连续 829 
在 线 算法 763 

噪声 模型 ”391 

增长 记忆 法 611 
增加 值 409 

增 量 直接 消耗 系数 ”444 
增益 什 阵 ”567 
扎 德 型 呵 数 811 

扎 德 型 三 1 算法 ”843 
障 向 函数 ”254 
障碍 期 权 ”123 

折合 因子 390 

折 息 法 611 

整 点 凸 包 310 
整 栖 弟 略 ”355 

整体 策略 集合 355 
整体 极 小 点 243 
整体 最 优 函 数 356 
正规 上 模糊 子 群 825 
正规 方程 5 

正规 模糊 集 816 

正 交 投 影 ”568 

正 交 投 影 算法 608 
正 态 单位 47 

正 态 分 布 6 

正则 279 

正则 快速 控制 系统 530 
正则 摄 动 549 
证 券 市 场 线 “113 
支撑 函数 ”275 


引 


支持 度 。 845 

支付 682 

支付 函数 ”694 
支付 矩阵 682 
执行 价格 168 
直接 消耗 系数 ”406 


直觉 主 义 机 糊 集 814 


值 582,691 
值 网 “833 
指标 画 数 356 
指定 误 减 度 346 
指派 问题 334 


指示 函数 ( 硬 限 帆 函 数 }) 758 


秩 条 件 39 

中 间 使 用 403 

中 间 扣 人 403 

中 值 定理 如 1.293 
终身 死亡 保险 ”189 
终 值 180 

重心 坐标 705 
周末 娱乐 问题 697 
周期 图 592 

主要 目标 法 ”235 
转 妇 ”1 

转移 概率 724 
状态 355 

状态 变量 355 
状态 方程 563 
状态 向 量 465,563 
状态 重 移 ”494 
状态 转 穆 355 
状态 转移 矩阵 563 
准 对 衣 优 势 阵 ”1 总 
准则 函数 586 
资本 市 场 139 
资本 市 场 线 ”110 
资本 系数 441,442 


资本 资产 定价 模型 (CAPM) 


资产 定价 基本 定理 


1t7 


+ B63 ， 


113 
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资源 市 场 139 景 优 策 略 355,684 
子 基 828 最 优 调节 器 有 41 

字典 次 序 711 最 优 估计 565 
字典 序 枚 举 法 341 最 优 加 线 523 

字典 中 心 711 最 优 函 数 356 

自 回归 模型 235 最 优化 原理 ”356 

自 回归 条 件 异 方差 性 13 最 优 极点 216 

自 连 续 818 最 优 经 济 增长 轨道 ”163 
自 融 资 。117 最 优 和解 217 

自由 工 模糊 集 827 最 优 控制 ”523 

自由 边界 ”123 最 优 控制 充分 条 件 525 
分 迪 耶 克 可 行 方 向 法 ”258 最 优 控制 理论 519 
险 尼 牛顿 算法 “246 最 优 控制 问题 ”523 
最 初 投 人 ”43 最 优 线性 无 候 估 计 (BLUEJ 6 
最 大 (4,B8) 不 变 子 空间 509 最 优 性 能 指标 ”523 
最 大 剩余 707 最 优 手 探测 311 

最 大 似 热 居 计 法 9 最 优 性 原理 526 

最 广 位 置 条 件 ”532 最 优 增 长 ” 执 
最 速 下 降 算 法 “244 最 优 增长 轨道 ”144 
最 小 二 乘 格式 586 最 优 投资 组 台 10 
最 小 二 乘 估计 597 最 优 值 215,217 

最 小 方差 估计 565 最 优 值 函数 290 

最 小 核心 “705 最 优 综合 控 拥 函数 ”225 
最 小 实现 487 最 终 产 品 结构 系数 415 
最 小 相位 系统 465 最 终 使 用 403 


最 小 最 大 值 定 理 685 坐标 序 “232 
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